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在 8.2 小节 中 已 经 介绍 了 连续 群 的 概念 ， 其 特点 是 可 以 参 
数 化 ， 而 群 内 的 乘法 和 逆 元 运算 在 这 种 参数 下 是 用 连续 函数 来 
表示 的 。 如 果 这 些 函 数 不 但 连续 而 且 还 是 可 微 ( 严 格 讲 ， 是 三 
次 可 微 51) 的 , 则 这 种 群 又 称 为 李 群 。 已 经 证 明 , 一 个 群 如 能 
被 连续 的 参数 化 ， 则 也 能 被 可 微 的 参数 化 (这 就 是 所 谓 希 尔 伯 
特 “ 第 五 问题 ) ”。 因 此 ， 我 们 这 里 不 必 区 分 连续 群 和 李 群 ， 
而 可 以 直接 利用 参数 (乘法 函数 ) 的 可 微 性 。 

本 章 将 从 被 研究 得 很 充分 的 旋转 群 开始 ， 闹 述 李 群 的 表示 


理论 。 在 物理 学 中 重要 的 是 李 群 的 局 部 结构 和 表示 ， 因 而 在 李 


群 及 其 表示 的 一 般 性 讨论 中 我 们 将 限于 其 局 部 性 质 而 不 涉及 整 
体 性 质 。 为 了 降低 表述 的 抽象 性 ， 讨 论 将 针对 线性 李 群 进行 。 
由 于 每 个 局 部 李 群 都 同 构 于 一 个 局 部 线性 李 群 ， 这 样 做 本 质 上 
并 没有 辆 性 普遍 性 。 李 群 的 局 部 性 质 是 由 其 无 穷 小 生成 元 (或 
无 穷 小 算 子 ) 的 代数 结构 一 一 李 代数 决定 的 ， 这 样 李 代数 便 自 
然 成 为 研究 李 群 的 局 部 性 质 和 表示 论 的 重要 工具 。 我 们 将 用 李 
代数 方法 来 表述 半 单 纯 群 的 分 类 和 表示 论 的 主要 结果 ， 并 按照 
G-. 拉 卡 (Giulio Racah) 在 为 物理 学 家 所 作 的 精 徽 的 总 结 中 所 
采取 的 思路 。 最 后 ， 关 于 群 SU(3) 、SO(4) 和 SO(3,1) 的 表示 
将 做 为 解释 一 般 理论 的 例子 给 出 。， 


$21 SO(3) 与 SU(2) 的 不 可 约 表示 


21.1 SO(3) 和 SU(2) 的 生成 元 与 局 部 窒 示 . 
在 $4 和 87 中 已 经 表明 ， 这 两 个 群 的 无 穷 小 生成 元 满足 同样 


2 


的 对 易 关 系 〈(4.14) 和 (7,15)) ， 因 而 在 单位 元 的 邻 域 有 相 后 
的 乘法 函数 〈 见 式 (4.15)) ， 是 局 部 同 构 的 。 它 们 的 局 部 表示 
也 是 相同 的 ， 可 以 统一 考虑 。 为 确定 起 见 ， 象 在 $4 和 87 中 一 
样 ， 我 们 仍 将 参数 取 为 转动 矢量 &。 

设 4(a) 是 SOC(3) 的 任 一 (可 微 的 ) 表 示 ， 则 重复 对 (4.9) 式 
的 推导 过 程 可 得 


A(a) =eAiar+ Aras + Asas (21.1) 
其 中 
4 一 5 入 , (21.2) 


而 同 态 关 系 要 求 (4.15) 中 的 7 换 成 4; 后 仍然 成 立 ， 再 对 照 公 
式 (4.12) ， 这 必须 有 
[hi,A,]= Besnd, (21.3) 
即 4, 满足 的 对 易 关 系 与 1; 的 相同 。 反之, 如 果 有 任 一 满足 
(21.1) 和 (21.3) 式 的 可 微 算 子 函数 4(a)， 则 有 乘法 规则 
EAia; Ap PEA(es+rpa+ 站 2e jsaiBi+™) 


对 照 (4.15) 便 可 看 出 ， 上 映 射 
g(a)—>A(a) 


是 同 态 的 。 即 4(a) 是 群 的 一 个 表示 。 总 之 ，4(@) 为 SO(3) 之 
表示 的 充 要 条 件 是 满足 (21.1) 和 (21.3)。 

表示 空间 在 4(a) (a 跑 人 遍 零 的 某 一 邻 域 】 下 不 变 的 充 要 
条 件 是 它 在 {41,4,,43} 下 不 变 ( 由 (21.1)) 。 由 此 可 知 : 表示 
4(a) 不 可 约 的 充 要 条 件 是 表示 的 空间 在 {41, 4, 4} 下 是 不 可 
约 的 (没有 在 三 个 4; 下 不 变 的 真子 空间 ) 。 用 矩 阵 的 语言 来 
说 ,就 是 ， 年 阵 组 (4 ,4:,43] 不 可 约 (不 能 由 同一 矩阵 经 相似 
变换 化 为 同样 的 对 角 块 型 )。 


3 


以 上 分 析 表 明 ， 为 了 得 到 SO(3) (SU(2)) 的 全 部 不 可 约 表 
示 (局 部 ) ， 只 须 求 出 满足 对 易 关 系 (21.3) 的 所 有 不 可 约 算 
子 (矩阵 ) 组 {41,4;,43)。 这 些 不 可 约 算 子 (和 矩阵 ) 组 通过 
《21.1) 式 确定 群 的 全 部 不 可 约 表示 ， 而 两 者 的 表示 空间 是 相同 
的 。 这 就 使 寻求 群 的 不 可 表示 的 完全 集 问 题 得 到 很 明显 的 简 
化 。 
21.2 SO(3) 和 SU(2) 的 局 部 奏 示 的 推导 
为 了 便于 推演 ， 先 对 算 子 组 {41,A,,43} 作 一 些 变换 。 
可 将 4, 先 换 成 自 厄 算 子 了 1 ( 角 动 量 ) 
:=i4, (21.4) 
要 求 待 定 的 表示 为 女 正 的 (对 紧 致 群 总 可 以 这 样 ) ， 由 
A(a) =e-i(fiat jaas + jsas) ee-il'a (21.5) 
可 见 ， A+=A-! 要 求 ;是 自 厄 的 ， 即 


一 (21.6) 
由 (21.3) 和 (21.4) 式 ，J; 的 对 易 式 应 为 
[7 一 eu (21.7) 
或 JJ xs 了 一 这 
再 令 
= 上 Ti 
| (21.8) 
7?_ =f- ij, 
则 由 (21,.7) 式 又 可 求 得 三 个 新 算 子 了 ,、 了 -、j, 的 对 易 式 
[fs ,7,]=7, (21.9) 
[fs ,7_]= -7 (21,10) 
[?,,7.]=27, (21.11) 
且 有 
jt=)., j= (21.12) 


注意 由 {4 ,4,, As} 到 {f, :地 _ :3} 的 变换 是 一 一 的 线 性 变换 ， 
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两 者 具有 共同 的 不 变 子 空间 ， 所 以 它们 同时 是 可 约 的 或 不 可 约 
的 。 因 而 求 群 的 不 可 约 女 正 表示 的 问题 ， 现 在 可 转化 为 求 具有 
性 质 (21.9)、(231.10) 、(21,.11) 和 (21.12) 的 不 可 约 算 子 组 
[了 ,了 ,J 了 :的 问题 。 

设 罗 是 任意 一 个 在 {J 7- ,7 下 不 变 的 不 可 约 空间 ， 我 
们 来 推导 这 组 算 子 的 可 能 〈 怎 阵 ) 形式 。 
首先 J。 必 有 《〈 实 ) 本 征 值 ， 设 甚 最 大 本 征 值 为 7 ， 在 六 
内 取 属 二 这 个 本 征 值 的 一 个 本 在 矢 ， 记 为 %gy。 和 再 由 多 出 发 在 
内 取 矢 量 叙 列 。 
$y, prt= fp, p11= dpi 四 py fe 
. (21.13) 
这 样 定义 的 矢量 每 个 都 是 算 子 了 的 本 征 矢 ， 而 县 所 属 的 本 征 
值 分 别 为 J，/ -1 7-2，…。 因 为 由 (21.10) 式 知 ， 如 果 
.ja%g 一 MYy， 则 必 有 .Ja(I_%)=(M- 1， 即 9 将 的 本 
征 矢 然 变 为 .的 本 征 矢 , 但 所 对 应 的 本 征 值 降 1( 除 非 ,的 本 征 
矢 被 变 为 零 ) 。 又 ， 的 维 数 有 限 ， 叙 列 (21.13)》 必 有 限 ,其 
中 (7 -zx) 为 7 的 最 小 本 征 值 ， 则 有 
$1-s=0 (21.14) 
氢 列 (21.13) 所 张 成 的 子 空间 在 j。 和 了 的 作用 下 显然 是 不 变 
的 ， 不 难 证 明 ， 它 在 了 ,的 作用 下 也 是 不 变 的 。 因 为 由 (21.9》 
可 知 ， 了 ,将 了 ,的 本 征 矢 仍 变 为 了 的 本 征 矢 (除非 变 为 零 )， 
但 所 属 的 本 征 值 增 1， 所 以 这 个 子 空间 在 三 个 算 子 {7 了 ,了 ,J 了》 
下 不 变 。 但 按 不 可 约 的 假设 ,没有 在 这 组 算 子 作用 下 不 变 的 
真子 空间 ， 故 叙 列 (21.13) 张 成 整个 多 空间 ， 并 形成 多 的 一 组 
正 交 基 。 反 复 利 用 对 易 式 (21.11)， 可 得 出 了 ,作用 于 该 基 笑 狼 
列 的 结果 
fpr=0, fps=27 pr, fips=2(27 - 1) $1, 
fi pr_s=r(2T -r+1)$ es,1 (21.15》 


和 再 将 (21.11) 作 用 于 %vr ->*， 并 注意 (2.14)， 可 得 
~x(27 -z+1)=2(7 -7x) 


解 出 
z=2J (21.16) 
见 ， 基 矢 中 的 最 后 一 个 矢量 是 %_r。 不 可 约 空 彰 的 维 数 为 
n;s=2J +1 (21.17) 


到 此， 我 们 已 经 可 以 由 (21,13) 一 (21.17) 诸 式 写 出 不 可 约 矩 阵 
组 {J ,7_-,7sj 的 所 有 可 能 的 维 数 和 形状 了 。 
为 了 得 到 矩 阵 {7: ,7-,7s] 的 标准 形式 ， 需 将 Y 的 基 矢 
(21.13) 归 一 化 。 如 取 %z 是 归 一 的 
‘pr [pr =1 


则 由 (21.13)、(21.12)、(21.11) 和 (21.15) 式 有 
Pr [7_ > 一 < 17 ,7 | $1> 一 27 
Bra py -2 二 < gr>=27x2(27 - 1) 


Nt (27)1 


poral pr-n> = z(2 7 -z+1) GTN 


或 统一 写 为 
(J +M)! (21.18) 
M=J, 7-1,.…, -J 
可 见 归 一 化 基 应 取 为 
(7 -M)! 
嘱 =[en Sn]: 2 pa (21.19> 
M=J,， J-1, “oy -J 
了 算 子 在 标准 基 (21.19) 下 的 形式 为 


[0 (一 4 


EA VT- MT HM+I) Pur 
=MVI(T+1)- MOM+1i)pyi 


| 


| 和 
jopu=vV I FMT M+ Py (21.20) 
| =VII+D -MAI pu 
pa 一 MDx 
或 写 为 年 阵 形式 
0 v2 0 0 … 0 SS 
0 V227 7D 0.…0 | 
J ,= | 
2J | 
.0 | 
0 0 ) 
V2 0 | 
7T-=| 0 M2(27 -1) 0 
0 0 M2 0 | 
J 
0 | 
了 -1 | 
:一 7 一? (21.21) 


, 本 


由 于 开始 只 假定 多 是 任意 不 可 约 表示 空间 ， 因 而 我 们 已 经 
没有 遗漏 地 得 到 了 全 部 不 可 约 表示 。 每 个 不 可 约 表 示 可 用 /， 
的 最 大 本 征 值 7 了 来 标记 ， 由 (21.17) 式 ， 了 的 可 取 值 为 


7 一 0 (21.22) 
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以 了 为 标记 的 表示 其 维 数 为 wy=27 +1， 而 其 矩阵 由 (21.20) 
或 (21.21) 给 出 。 
21.3 将 局 邵 表示 延 拓 为 整体 表示 
把 (21.21) 式 代入 (21.5)， 便 得 SO0(3) 和 37 (2) 的 以 /7 为 
标记 的 不 可 约 (局部) 表示 和 矩阵 D(a) 
DN(@) =e™ n+ 1aaat+yaca) 
21.23 
i, T= 7) 01.23) 
把 (21.23) 说 成 是 群 的 局 部 表示 ， 是 因为 按 定 义 要 求 ， 作 为 群 
的 同 态 象 ，D (a) 须 是 单 值 的 ,而 这 一 点 只 有 在 单位 元 的 邻 
域内 才能 确保 。 进 一 步 将 @ 的 取 值 范围 由 零点 的 邻 域 向 整个 参 
数 流 形 进 行 延 拓 。 这 时 ，SO(3) 和 SU(2) 的 情形 是 不 同和 的。 名 
略 地 说 ， 由 于 SO(3) 是 复 ( 双 ) 连通 的 ， 其 中 的 一 类 闭合 曲线 
(例如 参数 球 的 直径 ) 不 能 经 连续 变形 收缩 到 一 点 〈 见 8.2 小 
节 例 2 ) 。 当 令 w 沿 这 类 闭路 跑 一 周 时 ,尽管 对 a 的 每 个 微小 变 
动 (21.23) 中 的 DW(@) 显 然 都 是 连续 而 光滑 地 单 值 变化 的 ,但 
Q 回 到 原点 时 DD (a) 却 可 能 达到 一 个 新 的 值 。 而 SU (2) 是 单 
连通 的 (87)， 其 中 的 任 一 闭路 都 能 在 其 中 连续 地 收缩 到 一 点 。 
当 Qa 沿 这 种 闭路 跑 一 周 时 ， 车 DY (a) 的 值 产生 一 有 限 改 变 ， 
让 该 闭路 连续 向 起 〈 终 ) 点 收缩 ， 最 后 将 得 出 @ 的 无 穷 小 变动 
会 引起 DD 的 有 限 改 变 的 错误 结论 。 总 之 ， 由 于 SU(2) 是 单 
连通 的 ， 将 (21.23) 作 为 它 的 整体 表示 时 必 是 单 值 的 ， 因 而 
(21,.23) 也 是 SU (2) 的 整体 不 可 约 表 示 。 由 于 ,SO(3) 是 双 连 通 
的 ， 将 式 (21.23) 作 为 它 的 整体 表示 时 ， 有 些 可 能 是 双 值 的 ( 因 
只 有 两 类 不 能 经 连续 变形 相互 重合 的 共 端 点 曲线 ， 不 可 能 出 现 
三 值 的 情况 ) ， 因 而 只 有 单 值 的 那些 才 是 SO(3) 的 整体 不 可 约 
表示 。 
上面 的 讨论 是 有 普遍 性 的 。 一 般 地 说 ， 将 上 连通 的 李 群 的 
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局 部 表示 解析 地 延 拓 到 整个 群 上 去 时 ， 可 能 出 现 值 的 情形 。 
在 此 可 以 把 表示 的 概念 稍为 扩充 一 下 ， 把 多 值 的 情形 称 为 群 的 = 
多 值 表示 ( 按 原 定义 只 能 是 单 值 的 ) 。 这 样 在 SO(3) 的 双 值 表 
示 的 应 用 中 可 以 看 到 ， 多 值 表示 与 单 值 表示 同样 有 用 。 在 
SO(3) 和 SU(2) 的 讨论 中 已 经 看 到 ， 局 部 同 构 的 群 可 以 有 不 同 
的 整体 拓扑 性 质 ( 如 连通 性 ) ， 因 而 李 群 的 整体 表示 不 能 由 局 
部 表示 完全 决定 ,除非 这 和 群 是 单 连通 的 。 对 于 任意 多 连通 的 李 
群 G， 总 存在 一 个 与 它 局 部 同 构 的 单 连通 李 群 6,，G 称 为 C 的 
通用 覆盖 群 .G 与 G 有 相同 的 局 部 表示 , 当 这 些 局 部 表示 对 G 延 
拓 为 整体 表示 时 即 得 G 的 单 值 表示 ; 而 把 它们 作为 G 的 整体 表 
示 时 ， 则 可 能 是 多 值 的 。 因 而 可 以 通过 作出 G6 的 所 有 (整体) 
不 可 约 表示 (都 是 单 值 的 ) 来 获得 G 的 全 部 单 值 或 多 值 的 ( 整 
体 ) 不 可 约 表示 。 . 
现在 具体 地 研究 一 下 作为 整体 表示 的 (21.23) 的 单 值 性 问 
题 。 为 此 ， 可 将 DC(@) 写 为 
D(a)=DVN(B)DY0,0,0) DPN(-B) (21.24) 
其 中 B 是 将 z 轴 转 到 a 方向 的 转动 矢量 〈 见 式 (2.27))， 由 
(21.23) 和 (21.21) 有 
e -i(J- Da 0 
0 ija 
2 
(21.25) 
对 于 SU(2) 来 说 ，w 和 (wa -+ 4z) 代 表 同 一 元 素 (注意 ， 这 是 唯 
一 可 能 产生 多 值 问 题 的 因素 ， 因 为 D"" 作 为 a 的 函数 表达 式 
本 来 是 单 值 的 ) ， 而 上 式 表明 ， 当 7 为 整数 或 半 奇 数 时 ， 都 有 
DD(0,0,0)= DD (0,0,a+47) (21.26) 
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所 以 ， 所 有 的 D(a) 都 是 SI7(2) 的 单 值 表 示 。 对 .SO(3) 来 
说 ，a 和 (a 十 27z) 代 表 同 一 元 素 (84)， 由 (21.25)， 有 
DDN(0,0,09), 当 7 一 整数 
-万 (0,0,a)， 当 /一半 奇数 
(21.27) 
可 见 7 为 整数 的 D(a) 是 SO(3) 的 单 值 表示 ，/ 为 半 奇 数 的 
DD (a) 是 S$SO(3) 的 双 值 表示 ( 土 D 人 (a) 对 应 于 SO(3) 的 同一 
元 ) 。 
21.4 SO(3) 与 SU (2) 的 单纯 特征 标 
由 (21.24) 和 (21.25) 易 得 


万 (0,0;,4 二 2 和) 一 


J 
Xa) =t DN) Dn (0,0,0) = Te 


可 见 特征 标 只 是 a= lo| =Ma3Ta3+a3 的 函数 ,这 是 因为 特 
征 标 是 类 函数 ， 而 在 SO(3) 和 SU (2) 中 所 有 转角 值 相同 的 元 属 
于 同一 类 。 上 面 的 结果 可 以 写 为 


J 本 sin[(7 +3)o] 
eic 一 


Xi(oj= > - (21.28) 
7 sin (3 a) 


对 于 SO(3),0<a<x， 对 于 SU(2),，0<a<276 

§17 和 8§18 中 关于 特征 标的 理论 ， 是 针对 有 限 群 讨论 的 ， 但 
除了 那些 当 群 的 阶 变 为 无 穷 时 就 失去 意义 的 命题 (如 关于 不 可 
约 表示 的 个 数 和 维 数 的 定理 ) 之 外 ， 大 部 分 内 容 都 可 以 推广 到 
紧 致 的 连续 群 上 去 。 这 可 以 从 概念 的 定 : 义 和 理论 的 论 证 中 看 
出 ， 有 些 并 不 涉及 群 是 有 限 还 是 无 限 ， 有 些 则 依赖 于 群 上 不 变 
和 的 存在 (如 正 交 性 定理 ) ， 而 这 对 于 有 限 群 和 紧 致 的 连续 群 
是 同样 满足 的 。 为 了 把 对 有 限 群 的 表述 改 为 对 紧 致 连续 群 的 表 
述 ， 只 须 在 符号 上 作 如 下 代 换 


三 一 | dg 
gEG [a 
例如 群 阶 N(G) 一 > 群体 积 广 (G) 。SO(3) 和 SU(2) 都 是 紧 致 
的 ， 因 而 上 述 情况 对 它们 也 适用 。 例 如 ， 特 征 标的 正 交 性 可 写 
为 
(x,x00) =| dgx Hg g) WG) 
(21.29) 


其 中 


87, G=S$O(3) 
VG)=! (21.30) 
16x:, G=SU(2) 


用 (21.28) 式 可 直接 验证 (21.29)。 为 此 ， 需 写 出 群体 积 元 在 
(20,p，,oa) 坐 标 系 下 的 表达 式 , 其 中 0 和 2 是 C 的 方位 角 的 球 坐 
标 ，w= |ol 。 显 然 有 (参看 84) 

g(0 9,0) =elsvelsbelsae- age -1ap (21.31) 
仿照 4.5 小 节 中 对 (4.22) 式 的 推导 方法 ， 并 注意 只 保留 坐标 微 
分 的 一 次 项 ， 最 后 为 了 使 新 老 测度 一 致 ( 即 群体 积 相同 ) 应 取 
待定 因子 /7 二 1， 可 得 


dg=2sinO(1—- cosa)d0Odgpdada 
一 4singsin dOdpda (21,32) 


这 便 是 群体 积 元 在 以 转动 矢量 @ 的 球 坐 标 为 参数 时 的 形式， 
而 (4.22) 则 是 它 以 欧 拉 角 为 参数 时 的 形式。 将 (21.32) 代入 
(21,29)， 并 先 把 对 (9,9 ) 的 积分 算出 ， 可 得 


(XW ,XV'")) = fx) xa) pl ad 


Ce (21.23) 
pla)= 16msin 六 


了 了 


其 中 对 a 的 积分 限 ， 对 SO(3) 取 (0， > 对 SU(2) 取 (0,2%)。! 
将 (21,28) 代 入 上 式 得 
0,x00)=87 | {cos[ (J -10a] 
0 


—cos[(J + /+loal}da 
由 此 可 见 ， 对 于 SU (2)， 不 论 / 为 整数 或 半 奇数 ， 正 交 性 关 
系 (21.29) 者 成立， 而 对 90(3)，(21.29) 只 对 整数 的 7 成 立 。 
这 一 点 并 不 与 一 般 理 论 的 结论 抵触 ， 一 般 理 论 中 所 说 的 表示 都 
必须 是 单 值 的 ， 在 群 的 不 可 约 表示 或 单纯 特征 标的 完全 集中 不 
包含 “多 值 表示 ”。 因 而 在 严格 的 意义 下 ，SO(3) 的 不 可 约 表 
示 的 完全 集 是 
DY, DD, DY, DS,... 
而 SU (2) 的 不 可 约 表示 的 完全 集 为 
Dw, DCE), Dw, DD, pe,... 
事实 上 ， 由 (21.28) 有 
XV GG) -XI DV (Gg)=2c0sT a 
又 ， 集 {cosJ a: /=0,1,2,…] 在 以 27 为 周期 的 偶 函 数 类 中 是 完 
备 的 ， 所 以 SO(3) 的 任意 类 函数 X(a)(aE[0,7]) 都 可 展开 为 


{za)， J 二 0,1,2,…]】 的 线性 组 合 ， 而 集 fcosT a =0, 


二 ,1 在 以 4x 为 周期 的 侦 函数 类 中 完备 ， 所 以 SU (2) 的 任 


意 类 函数 X(a)(aE[10,27]) 可 展 为 函数 系 [X (a) :J 一 0, 1， 


1 的 线性 组 合 。 这 就 是 单纯 特征 标的 完全 集 的 完备 性 。 


21.5 SO(3) 与 SU (2) 的 不 可 约 表示 和 矩阵 
由 (21.23) 很 难 写 出 DW 的 阵 元 作为 参数 的 显 式 销 数 。 当 


了 2 
以 欧 拉 角 (9 ,6;%) 为 群 参数 时 ， 注 意 到 转动 g(p,0,) 可 由 三 
个 转动 ea?、e5 4 .es 生成 ， 又 可 写 
D (9,0,8)=e i ve ao i (21.34) 


由 于 J 是 对 角 和 矩阵 ， 上 式 中 第 一 、 三 两 个 指数 因子 的 阵 元 容易 
写 出 , 但 e- /29 (无 穷 级 数 ) 的 阵 元 (用 9 的 初等 函数 表示 ) 
仍 难 写 出 。 总 之 ， 具 有 指数 形式 的 (21.23) 和 (21,34) 都 不 便于 
导出 表示 DD 的 阵 元 的 具体 形式 。 所 以 下 面 我 们 将 沿 另 一 途 
径 来 解决 这 个 问题 。 
考虑 变量 (x ，2 ) 的 复 值 函数 所 形成 的 线性 空间 。 两 个 特 
殊 的 函数 x 和 ?显然 是 线性 独立 的 ,它们 张 成 一 个 二 维 空间 ,并 . 
以 {fz， 切 为 一 组 基 。 容 易 看 出 (27 上 +1T) 个 函数 {ox 一 z7+Eg7 
/VCTMC MW=7T 7 站 是 线性 独立 的 ， 


它们 张 成 一 个 (27 + 1) 维 的 空间 ， 现 在 将 SUV(2) 的 元 (7,1) 看 
作 是 土 述 二 维 空间 的 变换 从 阵 


ee 站) (21.35) 


rT—>r'—pr-y*y | 
| (21.36) 
y—>y=yrt+ph*y 


每 一 个 这 样 的 变换 将 在 上 述 (27 + 思维 空间 中 导出 一 个 相应 的 
变换 
(Br~y e+ 十 Bay 了 uu 


Vu— YUM= ~ Te 


AAAOTTHMHJIC -=- MY) 


= DS DvP . (21.37) 


Mrm~J 


或 写 为 矩阵 形式 
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(Viv VL) = VV v1 DVB,Y) 
(21.38) 
阵 元 D7?w(B,y) 可 由 对 (21.37) 中 的 竹 函 数 作 二 项 式 展开 求 得 
Di uCB,y) 
SHTMLTF MY = ME 
7 (J-M-DICV+M -DI COM- M+DIL 
BItM'-IBEI-M-I -yp*)M-M'+iy! (21.39) 
其 中 已 约定 , 当 n<0 时 ,1 =o00, 因 而 和 式 中 的 求 和 指标 ! 可 由 
-co 到 co， 而 不 会 出现 负数 阶乘 的 项 。 这 样 我 们 就 作 出 了 SU 
(2) 的 (27 十 1) 维 表示 的 矩阵 D (pb ,y)。 
必须 进一步 考查 上 面 所 得 的 表示 是 否 就 是 在 21.2 小 节 中 所 
得 到 的 不 可 约 表 示 。 为 了 与 前 面 的 结果 比较 ， 急 取 转 动 矢量 a 
为 SU (2) 的 参数 。 由 于 单 连通 群 SU (2) 的 〈 整 体 ) 表示 完全 
由 局 部 表示 决定 ， 这 个 比较 可 以 在 a=0 的 某 邻 域 (局 部 ) 内 
进行 ， 例 如 可 取 a 充分 小 而 只 保留 其 一 次 项 。 这 时 由 (7.1)、 
(7.3)、(7.6) 和 (7.9) 可 写 出 


-1-103, y= Qi0! 
pb ?了 y 2 :本 


代入 (21.39) 式 仍 只 保留 wo 的 一 次 项 ， 得 
Du(a)=6mm 1-iMo;s) 


十 guoa_l “VI+MIC M+ 了 (至 - - 迎 ) 


tOu yur MV) — M)CF 4 M+ 可 ( -于 一 和 
对 比 (21.21)， 上 式 又 可 写 为 
or 人- 多 


= -i q+ ,9+ 7s03) i 
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这 正 是 (21.23) 在 a=0 的 邻 域 (a<<1) 内 的 形式 。 这 就 证 明了 
《21.39) 式 就 是 SU(2) 的 以 J 为 标记 的 不 可 约 表示 。 所 以 ， 
《21.39) 已 给 出 了 SU(2) 的 不 可 约 表示 的 完全 集 。 

”对 SU(2) (SO(3)) 的 参数 的 选取 ,已 经 提 过 的 有 三 种 ， 
SU(2) 的 wu 矩阵 的 元 素 8 和 可 用 任 一 种 参数 来 表示 ， 代 入 
(21.39) 式 便 得 到 不 可 约 表示 的 矩阵 元 作为 群 参 数 的 函数 。 如 
取 转 动 矢量 a 的 直角 坐标 (a1,as,as) 为 参数 ， 则 由 (7.3) 
和 (7.6) 有 


(B=cos( Fo 十 otra)- isin (二 可 +as a) 


。 1 一 一 一 一 一 一 一 a» 十 401 
、 一 一 S10I 一 2 2 一 一 -= 一 一 一 
y sin( FV/aTrasras) ago TO 


(21.40) 


如 取 a 球 坐标 (9 ,0 ,4) 为 参数 ， 则 有 


C .0 i 0 .0 
一 Cos 一 ~ isin— cosO=e-is cos2 + etzsint 一 
6 2 2 ”2 2 


二 ~ sinS sin0 (sing +icosp)= — isinZ singe™ 多 


(21.41) 
如 取 欧 拉 角 (9 ,9 ,%) 为 参数 ， 则 由 (7.20) 式 可 立即 看 出 


P+» 
B=e™’ 2 .cos0 
2 


(21.42) 

y= - en ‘sin 

比较 以 上 三 式 ， 可 见 以 欧 拉 角 为 参数 时 ， 群 元 的 矩阵 和 不 可 约 
和 矩阵 都 有 较 简单 的 形式 。 所 以 ， 在 需要 二 出 这 些 矩阵 的 显 式 时 
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总 是 以 欧 拉 角 为 参数 的 。 将 (21.42) 代 入 (21.39) 便 得 以 欧 拉 角 : 
为 参数 的 D' (gp ,0 , 幼 的 阵 元 公式 
Di Nap ,0 ,) 


we TH TMT HM CT -MLE 
4 (FT-M-DIV+M-DIM-M +N 


oiM' (cos Op 
2 


(sn (21.43) 


其 中 删 去 了 一 个 因子 (- 4) 。 

以 上 结果 对 LU 2) 和 ”>O(3) 均 适用 ， 所 不 同 的 是 参数 和 
乡 的 变化 范围 不 同 ， 7 的 取 值 不 同 : 对 SU (2) 7 取 一 切 整数 和 
半 奇 数 ， 而 对 SO(3) 7 取 整 数 ， 半 奇数 的 了 给 出 SO(3) 的 双 信 
表示 。 


$ 22 ”转动 算 子 与 角 动 量 


22.1 态 舌 空间 中 的 转动 算 子 

普通 三 维 空间 的 转动 群 SO(3) 的 元 是 这 个 空间 中 的 转动 操 
作 g(a)， 但 在 1.3 小 节 中 我 们 曾经 指出 ， 这 种 操作 也 可 以 对 物 
理 系 统 施行 ， 这 就 表现 为 在 系统 的 态 矢 空间 中 进行 一 个 相应 的 
变换 儿 (w)， 而 9(w) 是 线性 的 和 女 正 的 并 与 9(a) 有 同 态 关系 。 
当 纪 C) 是 作用 于 整个 态 矢 空间 (无 穷 维 的 ) 上 的 算 子 时 ，g 与 9 
一 般 是 一 对 一 的 〈 当 9 天 9' 时 , 由 于 态 矢 空 间 中 的 儿 的 任 章 性 很 
大 ,总 可 选 出 使 990o 闫 996 的 po, 例如 对 (1.4) 就 显然 能 做 到 这 一 
点 ) 。 因 此 ， 群 (7(x)) 与 SO0(3) 是 同 构 的 ， 二 者 作 为 抽象 群 
看 待 时 是 相同 的 。 例 如 ， 两 者 的 无 穷 小 生成 元 虽然 具体 意义 不 
同 ,但 有 相同 的 对 易 关 系 。 即 {9(@)) 是 SO(3) 的 无 穷 维 的 忠 
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实 表示 。 公 式 (21.5) 用 于 9(Q) 便 得 


9(Q0)=e- 1"e (22.1) 
= 了 

{y jy (22.2) 
Xe 一; 


在 量子 力学 中 ，(22.2) 被 当 作 是 角 动 量 的 一 般 定义 。 从 变换 的 
角度 看 ， 角 动量 也 可 定义 为 态 矢 空间 中 的 转动 算 子 群 的 无 穷 小 
生成 元 或 5O(3) 的 无 穷 小 算 子 〈 差 一 因子 (~ 站)。 事 实 上 ， 角 
动量 的 对 易 关系 是 由 SO(3) 的 结构 常数 决定 的 。 注 意 到 SO(3) 
只 是 李 群 的 一 个 特例 ， 就 不 难 理 解 后 一 观 点 具有 更 高 的 概括 
性 。 
角 动 量 算 子 的 具体 形式 是 由 态 矢 的 形式 决定 的 。 例 如 ， 对 
于 单 粒子 的 非 相 对 论 性 运动 ， 当 略 去 自 旋 效应 时 ， 态 矢 可 用 坐 
标的 复 值 函数 %(7) 表 示 。 这 时 9 对 态 矢 的 作用 被 定义 为 (1.4)， 
由 此 可 导出 转动 算 子 的 解析 形式 (1.9)。 对 照 一 般 公 式 (22.1)， 
便 得 出 
J-L=irxy=rxp (22.3) 


在 公式 (22.1) 至 (22.3) 中 ， 已 经 略 去 了 角 动量 中 的 物理 常数 
元 。 考 虑 自 旋 时 ， 单 粒子 的 态 矢 应 为 包含 自 旋 变数 的 波 函 数 
%(7,sz)。 假 定 s: 只 有 两 个 数值 (如 电子 的 情形 ) ， 也 可 将 
(7 ,5z) 写 为 


(er A 2) 


一 | =Wir) . (22.4) 
pa(7) (rn 


gr)=V'(r) . (22.5) : 


设 g= g(r)E50(3)， 如 gr 二 7 ， 则 9 二 9(a) 对 图 (7) 的 作用 可 : 


« 
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为 了 不 改变 态 之 阁 的 线性 关系 ， 转 动 算 子 9 应 当 是 线性 的 


pr)=Tu(g Pr) + Ti g) br) 
| (22.6) 
PIETY)=Tn( 9) pT) + Taal g) Palr) 
即 有 
Vr)=T(g9)V(r) (22.7) 
或 代入 7’ 二 g7 写 为 
V(r)=T(g)V (gr) (22.,8) 
利用 已 知 的 罗 (9g-17) 一 e- 兴 " 罗 (PF)， 上 式 又 可 写成 
wr)=T(g)e-tey (7) 
对 照 (22.5) 得 
g(a)=T(g)e-te (22.9) 


这 表明 总 的 转动 算 子 可 以 分 解 为 分 别 作用 于 空间 变数 和 自 旋 变 
数 的 两 个 因子 之 积 , 前 者 为 已 知 的 微分 算 子 e- 华 "后 者 为 竺 
定 的 2 x 2 的 和 矩阵 了 (9)。 为 了 确定 矩阵 了 (9)， 首 先 指出 它 是 
勾 正 的 。 按 转动 态 的 定义 ， 如 空间 ?处 的 体积 元 dJ 经 转动 9 
被 搬 到 六 =- gr 处 的 dV '， 则 转动 后 在 dy’ 内 发 现 粒子 的 几率 应 
等 于 转动 前 在 dV 内 发 现 粒 子 的 几率 。 即 须 有 
CPiCr OP+ pr DO dV = pr P+ Ip.Cr) Far 

但 

d= Td detgr dV =dy 
因而 

VHP DP)=T rr) (22.10) 

对 比 (22.7)， 便 得 

T+(g)T(g)=1 (22.11) 
这 也 可 以 由 更 一 般 的 对 :Y 的 女 正 性 要 求 和 式 (22.9) 得 到 。 
《22.11) 和 (22.7) 表 明 ，T(9) 形 成 了 SO(3) 的 一 个 二 维 女 正 表 


18 
示 。 这 个 表示 是 不 可 约 的 。 因 为 ，5O(3) 的 一 维 不 可 约 表示 


DD 是 单位 表示 ， 
DV(g)=1 (22.12) 


数 若 了 (9g) 可 约 ， 即 - 
1 0 
S17T(g)S= 
(，)) 
则 有 


1 0 
T(9)=( )， g ESO(3) 
0 1 


但 这 是 不 可 能 的 ,因为 {7(9): gE5OC3)) 内 必 会 非 恒 等 
办 
换 。 例 如 自 旋 的 = 分 最 为 + 的 术 ( ，) 经 转动 era 后 应 变 


为 自 施 的 = 分 最为 (- as(， )， 即 有 
2 


0 @i4 
Tar =( 0 ) 
所 以 了 (9) 必 不 可 约 。 而 SU(2) 的 二 维 女 正 不 可 约 表 示 是 
DD (站 ， 从 而 得 出 。 


T(g)=DG)(0o ) 
_ $0)a + 0)eat#(3 2)es] 
(22.13) 
参看 87 的 (7.4)、(7.10) 和 (7.11) 可 知 ， DD (3) (gq) 就 是 SU(2) 
的 元 u(Qa)。(22.13) 又 可 写 为 


了 9 


To)=e- 信 “ 


S=16 (22.14) 


S 是 粒子 的 自 旋 角 动量 (同样 略 去 了 常数 元 ) 。 代 入 (22.9)， 
得 总 转动 算 子 
9(0)=e-'Se- ee tLtS)e (22.15) 
其 中 用 到 五 与 S 互 易 ( 二 者 作用 于 不 同 的 独立 变数 )。 由 (22.15) 
和 (22.1) 可 知 ， 这 时 体系 的 角 动 量 算 子 为 
j=E+§$ . (22.16) 
为 了 求 得 某 体 系 的 角 动 量 算 子 的 形式 ， 一 般 并 不 需 先 作出 
其 转动 算 子 的 整体 形状 ， 而 只 需 作出 无 穷 小 转动 的 算 子 即 可 。 
当 a 充分 小 时 ，(22.1) 可 化 为 (只 保留 a 的 一 次 项 ) 


9(0)=1-ijf.a (22.17) 
或 
09 
fio 本 (22.18) 


方便 的 作法 是 ， 先 由 (22.17) 或 (22.18) 求 得 了 ， 代 入 (22.1) 即 
得 9(o)。 

22.2 角 动 量 算 子 的 不 变 子 空间 | 

设 是 体系 态 矢 空间 的 一 个 有 限 维 子 空间 ， 并且" 在 体系 
的 算 子 了 下 不 变 ， 则 在 9(a) 下 也 不 变 。 这 时 ，9(a) 在 六 内 
的 导出 算 子 ( 缩 小 ) 便 形成 SO(3) 的 一 个 以 > 为 表示 空间 的 有 
限 维 表示 。 因 此 ，v 的 每 个 不 变 子 空间 都 是 SO(3) 的 一 个 表示 
空间 。 我 们 来 研究 这 个 表示 (空间) 的 约 化 问题 。 

在 21.1 节 中 已 经 表明 ， 把 多 按 .SO(3) 约 化 等 同 于 按 (， 
jj) 约 化 〔 分 解 为 4 的 最 小 不 变 子 空间 的 直 和 ) ，21.2 节 的 
讨论 中 已 经 包含 了 实现 这 一 约 化 的 方法 。 考 虑 本 征 值 问题 
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jp= MY (22.19) 

求 出 (22.19) 在 % 中 的 最 大 本 征 值 7 及 相应 的 独立 本 征 矢 〈 归 
一 和 的》 Piss, par Parseo 由 每 个 本 征 舌 产生 一 组 不 可 约 
表示 的 基 

por ， 纺 pyy_1，… Ppras Pps- 
其 中 〈 见 (21.19) 和 (21.13) ) 

-ly2 
一 (J - M)! 一 可 

pra= [0701 77 | ji Por 
M=J ,7 -1 -J 
这 样 共 得 a 组 等 价 的 不 可 约 表示 基 (p==1,2,… ,as)， 它 们 按 
同一 不 可 约 表示 中 变换 ，ay 正 是 DD' 的 重复 度 。 易 证 这 aj 
组 基 是 彼此 独立 的 。 若 

bor DECouboru)=0 


则 由 于 上 式 括号 内 的 矢量 是 /3 的 属于 对 的 本 征 矢 ， 而 属于 不 同 
MM 的 本 征 矢量 是 正 交 的 ， 所 以 有 


> Cpu Ppry 
PD 


(22.20) 


(7 -MI 
(J 二 AM) 
上 式 括号 内 的 矢量 车 不 等 于 零 ， 则 因 它 也 是 了 的 属于 7 的 本 征 
矢 ， 由 (21.20) 的 第 二 式 可见 ， 当 之 - 7 了 时 上 式 不 可 能 为 零 。 
故 必 有 


-去 ” 
=|em) | Treomwyrrora 


Sonuprrs=0 
.但 By, ory …， yai vv 已 取 为 线性 无 关 的 ， 所 以 必须 
Cru=0, M=J ,J - 1,*% ,~ ,p=1,2,.…,0, 
这 就 证 明了 所 有 的 gr 是 线性 无 关 的 。 设 将 这 av 个 不 可 约 子 
”空间 分 离 出 来 后 ,中 的 剩余 空间 为 7'。 再 在 7"' 中 求 (22. 19) 
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和 的 最 大 本 征 值 /' 和 相应 的 独立 本 征 函数 并 重复 上 面 的 步骤 ， 疗 
样 可 将 以 7 为 标记 的 等 价 不 可 约 子 空间 分 离 出 来 。 由 于 罗 是 有 
了 腿 维 的 ， 继 续 作 下 去 最 终 将 完成 罗 的 约 化 〈 分 解 ) ， 即 将 得 到 
多 的 一 组 对 称 基 。 

上 述 的 约 化 方法 (建立 中 的 对 称 基 的 方法 ) 还 可 以 简 
化 。 引 入 角 动 量 平方 算 子 


UAE (22.21) 


由 (21.20) 易 证 ,任意 一 组 按 口 修 变 换 的 标准 基 {$x: M=J， 
7 了 一 1,…, 一 J 了) 是 7 的 属于 本 征 值 1 (J +1) 的 本 征 函 数 
pu=I T+ Bay  M=7 ,7 -1,.…,-J i(22.22) 
可 见 ， 不 可 约 表 示 DD" 的 分 类 标记 J/ 乃 是 了 的 本 征 值 的 量子 
数 ， 而 不 可 约 表示 空间 乃 是 了 ?的 相应 的 本 征 子 空间 。 在 由 了 的 
量子 数 了 标志 的 不 可 约 表示 空间 中 ， 了 的 本 征 值 为 了 ,J -1， 
…,， ~， 标准 不 可 约 基 是 {了 ,J 了} 的 共同 本 征 和 拓 。 从 而 得 出 空 
间 的 如 下 的 约 化 方案 : 在 内 求 问 题 
jp=JT(T+1)Y 
(977, 
的 本 值 / 和 相应 的 独立 本 征 畏 数 Dy yaryry，… ) 护 pyy 
pa, rr; 由 每 个 $577 出 发 ， 经 (22.20) 生 成 一 组 按 DD7 变换 的 
不 可 约 基 { 各 pry， 纺 pyy7-1，…， 信 pray spr 1) 共有 ay 组 按 
D "变换 的 等 价 基 。 对 于 所 有 本 征 值 , 这 些 基 矢 的 完全 集 
{pprus 7 一 TD 一 12 a M=7, 7 -1,..,—7) 
便 是 空间 的 对 称 基 。 
22.8 ”和 角 动 量 的 厢 合 与 表示 DD'?CD 的 约 化 

、 设 某 一 体系 由 两 个 子 系 组 成 ， 子 系 的 角 动 量 算 子 分 别 为 了 
和 3 分别 作用 于 子 系 的 态 矢 空间 & 和 & '， 则 体系 的 态 矢 空间 
= 二 YOY ( 见 13.2 节 ) ， 而 体系 的 转动 算 子 


(22.23) 
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go) 一 e- 众 ee- 二 et 人 PP (22.24) 
(注意 久 5 祖 作 用 王 不 同 的 变数 ， 因 而 互 易 ) 。 由 此 得 体系 的 
总 角 动 量 
J=7+7 
如 果 已 知 两 个 子 系 的 角 动 量 平方 有 确定 值 ， 其 量子 数 分 别 为 7 
和 7， 则 体系 的 态 矢 空间 显然 由 {%ym(1)%yrm (2) m=j， 
i 一 1 一 MW = 放 , 放 -1, 一 让 张 成 。 这 个 空间 在 9(Q) 下 是 不 
变 的 ， 并 按 $SO(3) 的 表示 DH@D') 变 换 。 根 据 前 面 的 分 析 ， 
求 在 上 述 条件 下 J 了 ?的 可 能 值 和 (J?,j) 的 共同 本 征 态 ， 相 当 于 
求 出 上 述 空间 的 对 称 基 ， 或 将 表示 号 P26@D47 进 行 约 化 。 
为 了 确定 万 (他 鸭 万 (人 中 的 各 个 不 可 约 成 分 及 其 重复 度 ， 只 
须 计算 特征 标 
4iCD](Cw)YC1D (Ci) 


一 sin( 7 jos 人 六 十 到) f/ sin 3 


=3[cos |1-7| a-cos(i+/i’+1)¢] / sin? 全 


于 干 请 


二 ， ay 
= 4 一 2 


= 
从 而 得 
DPODI = DnBDI DO .BD HN 
(22。25) 
(22.25) 常 称 为 直 积 表示 约 化 的 C 一 G(Clebsch 一 Gordan) 级 
数 。 它 表明 在 刀口 罗 万 (的 分 解 中 只 有 以 了 = 1 一 请 =- 六 | 
十 1 (7 十 记 ) 为 标记 部 D' 才 能 出 现 ， 且 各 自 出 现 1 次 。J 
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的 这 些 值 也 就 是 总 〈 耦 合 ) 角 动 量 的 量子 数 在 所 给 条 件 下 的 可 
取 值 。 : 
直 积 表示 空间 中 的 对 称 基 岁 yx(1,2)〈 注 意 这 时 y= 1， 对 
给 定 的 (J ,MJ) 只 有 一 个 到 xx， 央 而 不 需 加 脚 标 P ) ， 可 以 写 
为 原 基 的 组 合 
Va,2) = DI nh, pm( 1) sm (2) (22.26) 


其 中 的 变换 系数 称 为 C 一 G 系数 或 辜 全 系数。 显然 矩 阵 S17= 
(S151,jw) (mm 为 行 标 ，J M 为 列 标 ) 便 是 实现 约 化 (22.25) 的 
变换 年 阵 。 注 意 (22.26) 中 的 罗 yx(1,2) 是 算 子 户 ， 7?,J? 和 Js 
的 共同 本 征 态 , 相应 量子 数 分 别 为 j ,7', ] 和 M;， 到 yn(1D) 是 产 、 
为 的 本 征 态 ， 量 子 数 为 了 .ms yrm' (2) 是 廊 、 方 的 本 征 态 ， 
量子 数 为 了 ,mo 因而 ga(1D)gya (2) 是 产 方 、 和 和 名 的 共 
同 本 征 态 ， 相 应 的 的 量子 数 为 jm、7',m'、 用 狄 拉克 符号 可 写 
为 
1777M>= 区 va(12) 

17rz7y 人 7 Im > = pin(1) pm (2) 
C 一 G 系 数 可 用 以 下 符号 表示 

Siis sua= mim TM)= mm’ JM) (22.27) 
这 样 可 将 (22.26) 写 为 

VM= > Gmim| JM) imi'm’> (22.28) 


利用 上 小 节 中 给 出 的 方法 可 以 计算 对 称 基 ， 即 定 出 C 一 G 系 数 。 
需 注意 ， 这 时 (22.23) 中 的 待定 本 征 值 y 了 是 已 知 的 ， 7 了 = 了 十] 
I 十 广 =1,…， 11 下， 所 以 只 要 对 各 本 征 值 求 本 征 函 数 。 


下 面 用 7 一 总 的 特别 情况 为 例 ， 来 说 明 这 种 推导 方法 。 这 


有 时 7 二 0 的 情形 没有 意义 ， 不 必 讨 论 ， 因 而 有 ij 之 jr。 首先 要 由 
(22.23) 定 出 基 |j7'JJ>。 不 难看 出 ,其 中 的 第 二 个 方程 要 求 ， 


24 
在 1777> 的 展开 式 (22.28) 中 不 满足 关系 mm 十 巡 一 /的 系数 必 
为 零 ， 再 注意 中 一 十 ，- 二 ,7>m> -六 便 可 对 了 =7+ 计 和 


J = 了 - 到 两 个 值 写 出 1 = 7 的 基 矢 TTS 
.] 1 ， 1> 
1 


= 人 (和 | 六 二 于 外, 二 >》 (22.29) 


(22.30) 
由 归 一 化 条 件 ，(22.29) 右 边 的 系数 应 为 e”*(a 为 实数 ) ， 这 个 
任意 相 因 子 可 取 为 1( a =0)， 则 得 


,， ,1 1|; 1 ， 1)= 1 
(5 放 诗 , i+tF'i+ 3 1 (22.31) 

将 (22.30) 代 入 (22.23) 的 第 一 个 方程 ， 并 注意 
j= jt jt (22.32) 


和 (21.20)， 可 得 到 关于 (22.30) 中 的 两 个 待定 系数 的 方程 (只 
有 一 个 独立 的 ) 


a -17 了 工 7 工 "1|;_1 了) 1 
Vai( 1,4|; 27 §)+(7,-|; a7 2 0 


25 


式 中 系数 的 指标 7 和 六 = 方 已 被 省 去 。 由 (22.30) 的 归 一 化 条 
件 ， 并 令 其 中 第 二 个 系数 的 任意 相 因子 为 1， 可 得 


. _1|,_1 -也 六 27 
人， lb 2’ 1 2 27 41 


。 1 1 TN 1 
(GR 
将 (22.31) 和 (22.33) 分 别 代 入 (22.29) 和 (22.30)， 得 到 


| 和 | 和 > (22.34) 
| 到 ,六 去 > 
=- 
WE 
其 余 的 归 一 化 的 对 称 基 可 由 这 两 个 履 = 7 型 的 基 通 过 (22.20) 


得 到 。 将 (22.34) 和 (22.35) 代 入 (22.20) 并 利用 (21.20) 的 第 二 
个 式 子 ， 便 可 得 


.1 . 1 

| 2 ?7 一 

_ 2 | M-1 1 » 
27 十 1 ， 2”2’”2 


， 工 
1-MM+ 三 
1 jm, -1 
D7 41 J， 2 2 2 2 


(22 .33) 


,1 . 1 > 
二 一 二 AM 
| 5 


四 
-六 
27 十 1 2 2 2 


| 
7 十 出 十 二 
2 | ， 1 1 1 
;| | ,MM 二 二， 一 地 

Tri | 2 ?2 2 > 


(22.36) 

(注意 了 =) 了- 二 入， 并 对 7 和 并 应 用 (21.20))。(22.36) 就 
是 万 @D (3) 的 表示 空间 的 对 称 基 ， 其 对 原 基 的 展开 系 数 就 
是 C 一 G 系 数 。 直 积 表示 在 新 基 下 的 矩阵 为 D1 四 D( 全 )， 

由 (22.20) 知 ， 以 上 作出 的 对 称 基 不 但 是 正 交 的 ( 自 毛 算 
子 的 本 征 矢 ) ， 而 且 也 是 归 一 的 。 因 而 所 得 的 C- G 系 数组 成 
的 变换 矩阵 是 女 正 的 。 又 在 计算 中 已 将 所 有 的 相 因 子 取 为 1 ， 
这 些 系数 全 是 实 的 。 所 以 变换 矩阵 乃 是 实 正 交 和 矩阵 ， 而 C 一 G 
系数 满足 相应 的 实 正 交 条 件 。 

22.4 _C 一 G 系 数 的 明显 公式 

运用 不 变量 的 技巧 可 以 导出 一 个 关于 耦合 系数 的 明显 表达 
式 。 

设 变量 (zi ,To) 和 (yi ,V2) 都 按 SU (2) 的 什 阵 


pb y 
== 
| ( 风 
变换 ， 如 (21.35)， 则 如 了 六 所 述 


i A CG-m) 


i | (22.37) 
1 一 1 1 一 1 ,~—] 
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了 2 全 
| (22 .38) 


21 1° ,7 —1,.,—] 


将 分 别 按 SU(2) 的 表示 DP(w)= DW(B,y) 和 Du) = 
D0(B,y) 变 换 。 若 知 


Zu 一 之 Cmm’ MN smY I 
{ (22.39) 
M=J,7 -1 …， -了 7 


按 SU(2) 的 表示 DD (4w) 变 换 ， 则 Cmm' 就 是 (或 正比 于 ) 待 求 
的 C 一 G 系数 (mm’ | M)。 由 以 上 三 式 可 以 看 出 ，Zvx 乃 是 关 
于 (zi ,x2) 的 2 次 齐 次 式 及 关于 (yi ,ya ) 的 27 次 齐 次 式 。 反 
之 ， 任 意 一 个 这 样 的 齐 次 式 显 然 都 能 展 为 (22,39) 的 形状 。 因 
此 ， 我 们 的 问题 就 化 为 造 出 一 组 按 DD‘ (Cw) 变换 的 上 述 齐 次 多 
项 式 { 过 vw(ziyzes Yi Y2): M=7,J 一 1,.…,—J}，, 然后 计算 
其 按 (22.39) 的 形状 展开 的 系数 。 为 了 得 到 这 样 一 组 齐 次 多 项 
式 ， 再 引入 变量 (mw ,wa ) ， 令 其 按 z* 的 逆转 置 矩阵 
i ( y ) 
-ry Bb 

(注意 u! eu) 变换 。 这 时 (ziwi 十 zzws) 和 (yiwi 十 yswa》 
显然 都 是 不 变量 。 例 如 


wi WI Wi 
(zf ， ; ) =( 19 2) -1 =( 1 2) 
1 2 ( TX1 ,To uu (,) XIX (,) 
并 且 ， 如 果 
TY M . 
Wn I CI) 
是 SU(2) 的 不 变量 ， 则 Zrx 必 按 万 (7 变换。 这 是 因为 ，(wi， 
科 (变换 藏 含 [Fw 护 示 DD 中 (0) 变换 ， 如 {Zw) 的 变 


J . 
P= 之 TU au ( 
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换 和 矩阵 为 4， 则 已 的 不 变性 要 求 
4 万 (ur ) 一 了 
由 (21.39) 知 DDGw*)=[DW (Cw)]*， 上 式 又 可 写 为 
A[DWA) = ALDT y=J 
所 以 有 
A=D (nn) 
这 样 问题 又 可 转化 为 求 一 个 在 SU(2) 下 不 变 的 量 P，P 是 (x1， 
Xz) 的 27 次 齐 次 式 、(y1,y2) 的 27' 次 齐 次 式 、(wi ,was) 的 27 次 齐 次 
式 。 卫 对 (wi,ws) 的 展开 式 中 的 Wyw 的 系数 即 是 要 造 出 的 Zvx。 
下 面 写 出 的 多 项 式 就 是 符合 以 上 要 求 的 不 变量 。 
P= (ry ~ TOI I (T+ row) SI (gw + yawa) t+ 
(22.40) 
其 中 国 子 Criys -zx2y1) 的 不 变性 可 如 下 证 明 : 将 (x1,7x2) 和 (yi， 
yz ) 的 变换 式 
(T1273) = (Ti ro) uA 和 yy) = yy) 


TI 久 5 TI ws 
( )=( 六 
rf 


yi y? y: Ye 
对 上 式 两 边 取 行列 式 ， 并 注意 detu= 1， 即 得 
TIYS — TIYI = TY — To 
可 多 (zigys 一 XY2y1) 确 为 SU (2) 的 不 变量 。 
剩 下 的 工作 就 是 计算 (22.40) 的 展开 系数 了 。 应 用 二 项 式 
的 展开 公式 ， 有 


(Ty — Tay1) 大 7 


合并 为 


_ 了 + 有 1- 了 -PP， yof 7 
FI Tp Ys) ay D) 


， 本 
(Twit Tow2) 


一 A 2 (TI TE (Ro )" 


nh- 7+ -2)! 


(ywit yawa) 人 7 


— (Gu 一 了 十 /7 1 YItI 一 了 
OI (ma) 


代入 (22.40)， 加 以 整理 ， 并 令 
m=j-p-J 
1 一 一 十 了 十 2 一 》 
M=m+m’= -WK-y 
按 上 式 以 m 和 和 分别 代 想 凤 和 站 后， 已 中 的 求 和 号 可 写 为 
之 一 之 > 


vuy vv mm’ 


对 mm 和 m' 的 求 和 又 可 这 样 进行 ， 先 对 所 有 m+ m= MM 的 mn 和 
m' 求 和 ， 再 对 不 同 的 人 L 求 和 ， 即 
二 = 六 


mm = 一 m+m’’=M 


由 MM 与 vp 无 关 可 以 看 出 ， 这 个 求 和 号 与 过 可 交换 ， 从 而 呈 中 的 、 
求 和 次 序 最 后 可 写 为 


立民 
M=~T mtm?:=1f 
于 是 可 得 
P= > Znul su 
MJ 
其 中 


Za 一 (+ 六 -NT -7T7)I 
pa em’ ,XjuY ay (22.41) 


mitm’=M 
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C Hm =2D(- 1 [G+ (fF -mi (i +m)t 
Cm FHM CT -MEG -ma 
(7+T+miv) CF tm -vo (一 了 十 了 一 和 十 ?有 
外 人 7 十 产 一 了 一 2)1 1 (22.42) 


其 中 整数 ， 的 取 值 限制 是 使 每 个 阶乘 因子 中 的 数 是 非 负 的 。 也 
可 取消 这 一 限制 ， 而 代 以 约定 ， 当 n 达 0 时 ，nl 二 00。 (22 .417) 
和 (22.42) 表 明 ， 耦 合 系 数 应 为 

Gmi'm’ |7AM)=avC 加 ， (22.43) 
其 中 az 是 归 一 化 常数 ， 可 由 2 vvz 的 归 一 化 条 件 确 定 


=|[ 之 1C7 ,| “| 


由 (22.42) 可 见 ， 当 信 =m 十 m 二 7/ 和 时 ， C1; 的 和 式 中 只 有 ?= 
7 - mm 的 一 项 异 于 零 ， 有 


C7 (Drmr vv(27D) 
) (7 -7 了) 一 7 二 了) 


(7 十 7 六 十 1) 
(jf -mm)! (fF —m’')! 


(1)i-n (27)1 
(- 1 V7 
rom; - 
代入 av 的 式 子 ， 利 用 组 合 公式 
sam+ [vn-l ‘m+n+t+1l 
3 


算出 
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= TI 
as=V (27 + D+ (7 二 7 二 1 
(22.44) 


Cjmj'm" JM) = On,mim 


, CT -VC -+ 
[C27 +D) (7 十 六 + 了 十 1 


"GHC tm m1 +M)! 

7 4) 一 1 

CFFT HEME Fm 

:21(7 十 六 ~- 了 7 -21 (22.45) 
其 中 非 零 系数 的 条 件 m+m'==M 已 用 因子 gx 来 体现 ， 而 
1 玫 科 7 入 (++7) 的 条 件 则 自然 地 含 于 忆 号 下 的 诸 除 乘 因 
子 内 的 数 的 非 负 条 件 中 。 

C 一 上 系数 在 应 用 上 很 重要 ， 已 有 务 种 类 型 的 表 可 查 ， 具 

体 运用 时 并 不 需要 从 复杂 的 (22.45) 出 发 进行 计算 。 但 利用 
(22,45) 可 以 很 方便 地 导出 C 一 G 系数 的 一 系列 重要 的 对 称 性 
质 。 所 有 这 些 对 称 性 质 ， 都 可 以 用 维 格 纳 (Wigner) 的 “3 一 ;” 
符号 十 分 简洁 地 表示 出 。3 一 7 符号 的 定义 是 ， 


( (I) -CI 7 7 -MM) 
m,m’,M M27 +1 


所 说 的 对 称 性 为 


《22.46) 


了 2 
1” 在 列 的 偶 置换 下 不 变 ; 
2" 在 列 的 奇 置换 下 ， 等 于 乘 以 因子 (- 了 大 73 
3” 第 二 行 改变 符号 ， 等 于 乘 以 因子 (一 1) 人 1?"。 


§ 23 ” 李 雁 的 李 代 数 

32.,1 无 穷 小 生成 元 与 无 穷 小 算 子 
我 们 对 于 SO(3) 和 SU (2) 这 两 个 李 群 及 其 表示 已 经 作 了 楷 
” 当 详 尽 的 讨论 。 这 样 作 的 理由 ， 除 了 它们 本 身 在 应 用 .上 的 重要 
性 之 外 ， 还 在 于 它们 可 以 作为 一 般 李 群 的 一 个 比较 理想 的 范 
例 。 事 实 上 ， 关 于 这 两 个 群 的 许多 概念 都 可 以 推广 到 一 般 李 群 
中 去 ， 当 我 们 在 李 群 的 一 般 理 论 中 能 够 找 出 其 中 的 概念 和 原理 
在 SO(3) 和 SU(2) 中 的 对 应 物 ， 而 将 前 者 看 作 是 后 者 的 某 种 推 
广 并 加 以 比较 时 ， 就 会 使 接受 和 理解 一 般 理论 的 难度 大 为 降 
低 。 这 对 于 初学 者 来 说 ， 也 许 是 一 条 有 益 的 经 验 。 . 

以 下 的 讨论 只 限于 李 群 的 局 部 的 性 质 ， 因 而 只 涉及 含有 单 
位 元 的 那个 连通 分 支 。 在 9.2 小 节 中 已 经 表明 ,局 部 李 群 的 元 可 
以 由 无 穷 小 生成 元 来 生成 。 设 维 (局 部 ) 李 群 G 的 参数 取 为 
4 二 (W142，… ,Un)， 并 假定 g € G 是 线性 算 子 或 扎 阵 ， 则 单位 
元 7=9(0) 附 近 (无 穷 小 邻 域内 ) 的 元 能 写 为 


9=7 Tiada Toadaos 十 十 7adaon (23.1) 
或 
dg= Tidui+ Tdust+ + Tndus (23.2) 
其 中 
-09 12 
i Ous 0 9 1 二 1,2， ?天 (23 .3) 


这 ”个 7: 便 是 C 的 无 穷 小 生成 元 。 容 易 看 出 ， 这 ”个 无 穷 小 
生成 元 是 线性 无 关 的 ; 如 果 它 们 的 组 合 (23.2) 等 于 零 , 即 . 
dg 二 0， 则 由 于 群 元 9 与 参数 是 一 一 对 应 的 ， 必 有 duw = 0， 
即 所 有 的 组 合 系数 为 零 。 当 参数 作 变 换 时 ， 例 如 由 #4 变 为 u 
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u{ 一 人 (tt Un) 
这 些 函 数 都 是 双方 单 值 的 和 可 微 的 ， 且 在 单 位 元 处 为 零 ， 则 
(23.2) 化 为 
dg=1iduil+ liduy+.+lidu! 
而 


-Th (23.4) 


其 中 系数 的 行列 式 显然 不 等 于 零 。 这 又 表明 ， 无 穷 小 生成 元 与 
参数 有 关 ， 在 不 同 的 参数 下 有 不 同 的 生成 元 ;但 (23.4) 指 出 ， 
当 参 数 变换 上 时， 无 穷 小 生成 元 将 经 一 满 秩 的 线性 变换 ， 因 而 两 
组 生成 元 张 成 同一 个 维 线性 空间 。 由 此 得 出 结论 ，r 维 李 群 
G 的 无 穷 小 生成 元 张 成 一 个 维 线性 空间 ， 给 定 参 数 下 的 无 穷 
小 生成 元 是 这 个 空间 中 的 一 组 基 ， 参 数 变换 时 无 穷 小 生成 元 的 
变换 即 是 该 空间 中 的 基 矢 变换 。 这 种 将 # 维 〈 局 部 ) 李 群 与 一 
个 4 维 线性 空间 相 联 系 的 观点 是 十 分 重要 的 ， 因 为 既然 前 者 可 
由 后 者 生成 ， 它 的 运算 性 质 原 则 上 也 可 归 结 为 后 者 的 相应 性 
质 ， 从 而 可 使 李 群 的 研究 大 大 简化 。 这 正 是 李 代数 方法 的 基 
础 。 

无 务 小 生成 元 的 概念 也 能 用 另 一 种 方式 给 出 。 设 9 E G 是 
某 一 m 维 空间 {(x)= (zi ,x2，…,zm)} 上 的 连续 变换 ， 它 将 点 x 
变 为 点 x 二 gx; F(x) 是 z 的 充分 光滑 的 函数 ， 所 有 这 些 函数 
的 集 { 玉 (x)} 形 成 一 个 线性 空间 ， 则 空间 {xz} 上 的 每 一 个 变换 
9g， 在 冰 数 空间 { 正 (z)} 上 可 导出 一 个 变换 多 

9F (7)=F(g 7) (23.5) 

如 前 所 述 〈 见 22. 1 小 节 ) ， 这 样 导 出 的 线 性 算 子 群 { 人 与 群 
G={9 } 是 同 构 的 。 所 以 这 两 个 群 将 被 同时 参数 化 。 在 参数 4 
下 ， 群 { 引 的 无 穷 小 生成 元 为 
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j=09) i=1,2,n (23.6) 


土 式 了 岂可 作为 群 G 的 无 穷 小 生成 元 的 定义 。 但 由 {1;} 直接 生成 
的 毕竟 不 是 G 本身， 而 是 与 6G 同 构 的 算 子 群 { 介 ， 所 以 为 了 加 
以 区 分 , 有 时 将 (23.6) 称 为 是 G 的 无 穷 小 算 子 ,这 后 一 种 定义 ， 
没有 前 一 定义 (23.3) 那样 直接 , 但 却 更 普遍 些 。 事 实 上 ， 
(23.3) 只 在 G 是 线性 李 群 时 才 有 意义 ;因为 当 9 为 线性 算 子 或 


乱 阵 时 ， 差 9 及 商 -42_ 才 有 定义 。 当 9 是非 线性 变换 时 ， 对 


9 的 加 共和 数 乘 运算 是 没有 定义 的 ， 但 这 时 (23.5) 仍 有 意义 ，. 
而 9 总 是 线性 算 子 (可 以 说 ， 一 般 变 换 9 通过 (23.5) 被 线性 化 
为 9)， 所 以 (23.6) 总 是 有 意义 的 。 对 于 一 般 的 古典 变换 李 群 
(线性 变换 群 是 其 特殊 情形 ) 只 能 使 用 定义 (23.6)。 

当 G 是 线性 李 群 时 ，9 可 写 为 已 知人 矩阵 ， 代 入 (23.3) 便 可 
立即 算出 矩阵 11。 例 如 ，5SO(3) 在 a 参数 下 的 无 穷 小 生成 元 由 
，4,4 小 节 的 (4.8) 式 给 出 。 为 了 得 到 一 般 变换 李 群 的 无 穷 小 算 子 
的 表达 式 ， 将 j; 作用 于 五 (z) ， 并 利用 (23.6) 和 (23.5)， 可 从 


LF = 9F(e) 


= F (gx) 
u=0 Wi u=0 


令 点 gtDz 的 坐标 为 pi (ar ,D2o(U,7X),… ,pm(u,X)( 有 (0， 
Zz)==zr)， 记 


Un(r) = Pete ， 
Wi (23.7) 
7 二 1,2, 7103 7 二 1,2, 7 
则 有 
0 -| = op 
ut (9 7) = = 之 Ou: 0 9) = 


全 7 
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= SE Un Fa) 
了 一 上 Tr 
所 以 
LF)=| SU | 
?=1 Ox» 


从 而 得 到 无 穷 小 算 子 的 表达 式 


hi= EUn(z) 2 (23.8) 

?=1 Tr 

例如 ， 对 于 线性 李 群 的 情形 ，g-1(w) 是 一 个 m x m 的 矩阵 ， 有 
> har 


m do-1 
Usi(zx)= 5 Ogrr, (Wy wr! 
"=1 ; u=0 


写成 矩阵 形式 ，(23.8) 化 为 


fi=- X10 . (23.9) 
Ox 
其 中 
“9 1 
Oz1 | 
Tl : 
x |e | (23.10) 
1 | OX . 
Tm/ ! : 
一 .0Oxzm7 
以 上 用 到 了 
0 - 0  - 一 
Dat 9 9 1(1)] | 一 9 1(w) w=0 三 0 


《23.9) 给 出 了 线性 李 群 的 无 穷 小 算 子 1 与 无 穷 小 生成 元 1; 之 


3 了 6 
闻 的 关系 。 特 别 地 ， 对 SO 3)， 将 生成 元 (4.8) 代 人 (23.9) 得 
到 


(0 .- -i 23.1]) 
7 ， (ze 让 T1907, iL, ( 


由 于 同 构 的 群 有 相同 的 表示 ， 所 以 在 群 表示 论 中 可 以 略 去 
G={9} 和 {9)} 的 差别 ， 使 用 无 穷 小 生成 元 与 无 穷 小 算 子 的 
效果 是 相同 的 。 今 后 将 主要 使 用 符号 7,， 因 为 所 作 讨 饮 是 针对 
线性 李 群 的 ， 而 对 于 非 线性 的 变换 李 群 ， 只 要 将 7, 理 解 为 
(23.6) 定 义 的 六 ， 全 部 结果 仍然 成 立 。 

28.2” 正则 参数 与 指数 映射 

在 4.4 节 中 ， 我 们 已 将 SO(3) 的 元 对 参数 w 的 依赖 关系 写 
成 指数 函数 的 形式 ， 指 数 是 参数 的 线性 函数 。 这 种 指数 映射 确 
定 了 群 元 与 无 穷 小 生成 元 所 张 成 的 三 维 空 间 中 的 矢量 之 间 的 一 
一 对 应 (局 部 ) ， 从 而 SO(3) 中 的 运算 也 就 对 应 于 三 维 空间 中 
的 某 种 相应 的 运算 。 我 们 已 经 利用 这 一 点 研究 了 SO(3) 的 结构 
与 表示 。 为 了 把 上 述 指数 映射 关系 推广 到 一 般 李 群 ， 首 先 须 表 
明 总 存在 这 样 的 群 参数 。 

SO(3) 的 元 并 不 是 在 任何 参数 之 下 都 能 写 为 (4.7) 的 形式 
的 ， 对 导出 (4,7) 或 (4,6) 的 过 程 稍 加 分 析 即 可 看 出 ，(4.7) 之 
”所 以 成 立 是 因为 参数 a=na 具 有 如 下 性 质 ~ 

g(n,ata’)=g(n, og)g(n,oa’) 
或 写 为 
g(na+na')= g(nea)g(na’') (23.12) 
事实 上 ， 不 仅 是 SO(3)， 任 何 一 个 n 维 (局部) 李 群 都 存在 满 
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是 条 件 (23.12) 的 参数 

CQ 一 (0obca my On) (23.13) 
符号 于 和 c 的 定义 是 

a= !a|,， n=a/a (23.14) 


这 样 的 参数 称 为 李 群 的 (第 一 类 ) 正则 参数 。 我 们 来 证 明 这 一 
点 。 设 李 群 G 在 茶 一 组 参数 4 二 人 ,42,…,4u,) 下 的 乘 法 函数 为 
{f:} 
ui( gi192) =fi{u(g1); ul(g2)) (23.15) 

则 新 参数 a( 它 与 4 互 为 单 值 解析 的 函数 ， 和 是 在 单位 元 处 都 为 
零 ) 的 条 件 (23.12) 也 可 用 (23 .15) 表 为 

us(Ra+ne’)=/filu nna); unea’)] (23.16) 
这 是 一 组 关于 新 旧 参 数 的 变换 函数 {ui(@)} 的 函数 方程 (注意 
是 已 知 的 )， 要 证 明 这 组 方程 是 可 解 的 。 为 此 ,将 上 式 化 为 关 


于 待定 的 变换 函数 的 微分 方程 。 丙 边 施行 


d ; 
7 令 2 一 0， 得 


a 
Mi TAF) (23.17) 
da J ij 
其 中 
Ofi(u;u’) 
Fis) = he (23.18) 
Aj= T0904 hn (23.19) 
j WOa， a=0 k + 


方程 (23.17) 中 参数 = (m,ns,…, na) 是 任意 取 定 的 单位 矢量 ， 
所 以 (23.17) 乃 是 nn 个 以 4 为 自 变 数 的 待定 函数 (1,2,…, Un》 
的 常 微 分 方程 组 。 初 值 条 件 是 

| ui la=0=0 (23.20) 
由 于 函数 已，y 是 足够 光滑 的 ， 初 值 问题 (23.17)、(23 .20) 对 任 
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意 给 定 的 常数 (矩阵 》 :| 有 唯一 的 解 wu, a)， 并 且 这 
凡是 上 要 娄 < 及 参数 的 过 续 可 能 的 国 数 。 又 由 (23.19) 可 见 
若 上 面 的 函数 是 初 值 问题 的 解 ， 则 函数 w{ no，& ) 也 是 初 人 问 
题 的 解 。 所 以 有 

ui(n, a) =u(no, 4 )=u(na, 1) 


( 因 a 是 任意 非 零 常数 ， 可 取 a = 二 a ) 。 可 见解 wi 实际 上 是 
Q = 二 Na 的 函数 
ui=ui(@) (23.21) 


注意 js| 是 任 给 的 ， 应 当 使 其 行列 式 不 为 


0(U1 U2 Un) 


0(ai， Gay", Qn) la sg (23.22) 


这 样 ，(23.21) 便 给 出 了 参数 w 和 正则 参数 a 之 间 的 双方 单 值 
的 解析 变换 (在 ac =0 的 邻 域 ) 。 

以 上 证 明了 正则 参数 的 存在 ， 同 时 也 给 出 了 正则 参数 的 求 
法 。 我 们 看 到 ， 由 老 的 参数 4 导出 的 正则 参数 a 并 不 是 唯一 


和 的， 保留 的 自由 度 
Ous » /O00, 
CC) 去 (39|,.,) 
可 以 是 任意 的 满 秩 方 阵 。 
由 (23.12) 出 发 ， 重 复 4. 4 小 节 中 的 推演 ， 或 者 由 (23.12) 
写 出 


£ 


‘7 


39 
~ 
yo 和 -ji nk ) 
9 0) s(n ng) Nw o( 万 


00 C |* 
=lim | 79 人 


“a 
a=0 


( 注 间 lim(1+x/N)*=e*) ， 并 注意 到 
No 


Og 
Oa], 


同样 可 得 


99 ~ 
= 2 人 | = Dnif i 
0 i Oil 0 > 


Slias 


g(0)=e! (23.23) 
这 就 证 明了 ， 出 无 穷 小 生成 元 张 成 的 矢量 空间 到 群 的 指数 映射 
关系 (局 部 ) ， 对 任意 李 群 都 是 存在 的 ， 而 正则 参数 对 揭示 并 
实现 这 一 关系 具有 特殊 的 重要 性 。(23.23) 也 可 写成 与 a 无 关 
的 形式 
y=e” (23.24) 
其 中 心 为 @ 的 无 穷 小 生成 元 张 成 的 空间 中 的 元 素 ， 空 间 的 零 邻 
域 中 的 v 与 群 的 单位 元 邻 域 中 的 g ,通过 指数 映射 (23.24) 建 立 
起 一 一 对 应 。 由 (23.23) 又 可 看 出 , 于 述 空间 中 的 任 章 一 组 线性 
坐标 经 (23.23) 成 为 G 的 一 组 正则 参数 。 只 要 知道 n 维 李 群 的 
2 个 线性 独立 的 无 穷 小 生成 元 ， 就 可 用 (23.23) 引入 群 的 一 组 
正则 参数 。 
23.3 李 代 数 
现在 来 进一步 讨论 无 穷 小 生成 元 所 张 成 的 空间 内 的 运算 性 
质 。 这 个 空间 的 元 素 (矢量 〉 是 与 群 元 9 作用 于 同一 空间 上 的 
线性 咎 子 或 第 阵 ， 因 而 可 以 存在 三 种 基本 的 代数 运算 加 闪 ，- 
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数 乘 和 乘法 。 前 两 种 运算 在 其 中 是 封闭 的 (构成 线性 空间 〉， 
但 乘法 运算 在 其 中 并 不 封闭 ， 所 以 不 能 算是 这 个 空间 内 的 一 种 
“合法 ”的 运算 。 例 如 ，SU (2) 的 无 穷 小 生成 元 为 o1/2i， 
02/2i, 03/2f， 它 们 显然 是 线性 无 关 的 ， 张 成 一 个 三 维 空间 。 这 
个 空间 中 的 元 的 一 般 形状 可 写 为 : v=ECioh, 任 二 元 的 和 或 


任 一 元 乘 以 常数 ， 显 然 还 是 空间 的 一 个 元 ， 但 对 于 元 的 乘积 ， 
例如 4.01=( 0 1 )， 就 不 再 是 空间 内 的 元 了 ,因为 (49) 


与 三 个 泡 利和 矩阵 是 线性 无 关 的 ， 它 不 能 写 为 后 者 的 线性 组 合 。 
所 以 普通 的 给 阵 乘法 在 空间 {v 二 C04} 内 并 不 总 能 施行 。 不 


过 ， 在 李 群 的 无 穷 小 生成 元 张 成 的 空间 内 ， 可 以 重新 定义 一 种 
“乘法 ”。 这 种 经 过 修改 的 “乘法 ”在 空间 中 是 封闭 的 ， 称 为 
对 易 子 积 〈 或 换 位 子 积 ) ， 也 可 称 为 李 乘 积 。 元 "与 4 的 对 易 
子 积 的 定义 是 

[v,u] =vwu -- uv (23.25) 
我 们 来 证 明 这 一 定义 的 合法 性 ， 即 (23.25) 仍 为 空 间 中 的 元 。 
设 vi 和 vs 是 空间 中 的 任意 两 个 元 , t! 和 ts 是 两 个 足够 小 的 实 
数 ， 则 witl 和 wzts 就 是 零 元 邻 域内 的 两 个 元 。 按 (23.24)， 在 群 
的 单位 元 的 邻 域内 有 元 gt 和 yg。 

G1i=evit1, gs=ev2t1 


作 此 二 元 的 积 ， 并 应 用 公式 (4.12)， 可 写 


gigs—ev!t! tvatat DCv1 Vai1ta+ 


因 gi9: 仍 为 群 G 的 一 个 元 ， 故 上 式 的 指数 必 为 空 间 内 的 一 
个 元 ; 又 ， viti + vots 也 是 ' 空 间 内 的 元 ， 所 以 二 者 之 差 再 除 
以 tt2/2， 即 

{v1, v2] + 
还 是 空间 内 的 元 。 其 中 删 去 的 项 , 当 ,ts>0 时 ,是 趋 于 零 的 。 
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这 样 一 来 ， 在 李 群 的 无 穷 小 生成 元 所 张 成 的 线性 空间 内 ， 
除了 加 法 和 数 乘 外 ， 还 有 第 三 种 基本 代数 运算 -一 对 易 子 积 ， 


它 满足 以 下 法 则 ， 、 
1° [vi ,vs ] 对 两 个 元 的 依赖 都 是 线性 的 ; 
2° [v1,v2]= ~ [v, ,vi ] 


3° [vo {va va]] + [vs [vasv1] 1 + [vs fv, v2]]=0 

《这 三 条 性 质 很 容易 由 定义 (23.25) 证 明 )。 

一 个 代数 系统 ， 如 果 其 中 定义 了 加 法 、 数 乘 和 村 乘积 (对 
易 子 积 ) 三 种 基本 运算 ， 且 对 前 两 种 运算 成 为 线性 空间 ， 第 三 
种 (二 元 〉 运算 满足 上 面 的 三 条 法 则 ， 则 这 个 代数 系统 称 为 李 
代数 。 上 面 我 们 证 明了 ， 李 群 的 无 穷 小 生成 元 的 集合 构成 一 个 
李 代 数 ， 它 称 为 那个 李 群 的 李 代数 。 

李 代数 作为 线性 空间 的 性 质 ， 我 们 是 熟悉 的 。 现 在 再 对 对 
易 子 积 运 算 加 以 讨论 。 在 ” 维 李 代数 中 任 取 一 组 基 {7 了 ,,…， 
7aj， 其 中 任 二 基 矢 的 对 易 子 积 仍 为 李 代 数 的 元 ， 故 必 为 基 拓 
的 线性 组 合 1 
[77s=2ECY1, (23.26) 
其 中 系数 {Cy} 称 为 李 代数 的 结构 常数 ， 因 为 它 决 定 着 任 二 元 
的 对 易 子 积 。 任 取 二 元 

v= vli, 4= Zu li 
利用 (23.26) 可 将 它们 的 对 易 子 积 写 为 
[v,u] =viuich ,Ts ， 

(以 下 对 求 和 记号 采用 爱 因 斯 坦 惯例 ) 。 由 此 可 见 ，[o,o] 的 
第 上 个 坐标 为 . 
Lv, ul] =chyv ut 〈23.27) 
这 就 是 以 坐标 的 形式 给 出 的 任 二 元 的 对 易 子 积 公 式 。 

李 代数 的 结构 常数 {c4yj} 有 n: 个 分 量 ， 每 个 分 量 的 值 与 基 
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撩 〈 坐 标 系 ) 的 选择 有 关 。 当 基 矢 变换 时 ， 由 (23.26) 可 以 看 
出 ， 结构 常 数 也 将 作 相 应 的 变换 ， 并 且 它 关于 每 个 下 标的 变换 
方式 与 基 矢 的 变换 方式 相同 ， 关 于 上 标的 变换 方式 与 坐标 的 变 : 
_ 换 方 式 相同 。 所 以 在 坐标 变换 下 ， 结 构 常 数 ct 是 一 个 三 阶 的 
张 量 ， 上 标 是 逆 变 指标 ， 下 标 是 协 变 指标 。 因 此 ， 结 构 常 数 作 
为 一 个 张 量 (不 是 它 的 分 量 〉 是 与 坐标 无 关 的 。 这 正好 反映 了 
李 代 数 的 结构 与 坐标 系 无 关 的 明显 事实 。 
由 (23.26) 和 对 易 子 积 的 性 质 2"、3°， 容 易 得 出 结构 常数 的 
基本 性 质 7 
cy 一 一 cf (23.28) 
chcb 1 十 Crc 人 十 CC 一 0 (23.29) 
(注意 (23.29) 中 三 个 变动 的 下 标 (i, 7, 了 ) 轮换 的 规律 ) 。 这 些 
都 是 与 坐标 无 关 的 张 量 方程 。 反 之 ， 任 给 一 组 满足 (23.28) 和 
(23.29) 的 常数 ， 由 (23.27) 定 义 的 对 易 子 积 显然 都 满足 运算 法 
则 1°、2*、3"， 因 而 这 组 常数 必 为 某 一 李 代 数 的 结构 常数 。 
(4.14) 和 (7.15) 表 明 ，SO(3) 和 SU(2) 的 结构 常数 都 是 
chi 一 8 (23.30) 
结构 常数 相同 的 两 个 李 代数 称 为 是 同 构 的 。 与 此 等 价 的 定义 
是 ， 两 个 李 代 数 同 构 ， 是 指 二 者 的 元 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 而 李 . 
代数 内 的 基本 运算 保持 这 种 对 应 关系 不 变 。 如 果 上 述 在 基本 运 
算 下 保持 不 变 的 对 应 关系 是 多 对 一 的 ， 则 由 多 方 到 一 方 的 映射 
称 为 是 同 态 的 ， 并 称 后 者 为 前 者 的 同 态 象 或 后 者 同 态 于 前 者 。 
李 代 数 的 出 线性 算 子 〈 作 用 于 同一 空间 上 的 ) 或 矩阵 〈 同 
阶 方 阵 ) 组 成 的 同 态 象 ， 称 为 这 个 李 代 数 的 一 个 (线性) 表 
示 。 李 代数 的 表示 的 可 约 性 和 等 价 性 等 概念 ， 则 完全 与 群 的 表 
示 的 相应 概念 相同 ， 这 里 不 再 重 述 。 本 
. 如 果 对 易 子 积 运算 在 李 代数 的 一 个 线性 子 空间 中 也 是 封闭 
- 的 ， 它 显然 构成 一 个 较 小 的 李 代数 ， 称 为 原 李 代数 的 子 代数 。 
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如 果 在 1 维 李 代数 中 取 基 {i, 7?， Tn}s 使 其 中 的 前 m( 过 n) 
个 基 矢 {了 ,了 ,…, Tm} 为 其 子 代数 ( m 维 的 ) 的 基 ， 则 对 易 子 
积 运算 在 子 代数 中 的 封闭 性 条 件 将 表现 为 


[1i,71;]= 2 CA 7 1<i,7<m 
k=1 


对 比 (23.26)， 这 相当 于 
chj=0, Ii, 7 所，1<CR<7 (23.31) 

因此 ， 只 有 m 维 子 代数 的 ” 维 李 代数 中 ， 总 有 使 结构 常 数 的 
(23.31) 中 那些 分 量 等 于 零 的 坐标 系 。 李 代数 本 身 和 它 的 只 含 
零 元 的 子 集 是 两 个 显然 子 代数 ， 此 外 的 子 代数 称 为 真子 代数 。 
李 代 数 的 一 个 子 代 数 ， 如 果 它 的 每 个 元 与 李 代 数 中 任意 元 的 对 
易 子 积 仍 属于 这 个 子 代数 ， 则 称 为 不 变 子 代数 或 理想 。 对 于 有 
一 个 m 维 理想 的 维 李 代数 ， 在 如 上 取 基 时 ， 将 有 更 多 的 结构 


常数 分 量 为 零 


chj 二 0，1 志 (i 或 站 mm 之 hn (23.32) 


两 个 (或 多 个 ) 李 代数 的 直 和 ， 是 指 一 个 更 大 的 李 代 数 ， 

它 作为 线性 空间 是 前 两 个 空间 的 直 和 ， 其 中 的 对 易 子 积 在 前 两 

个 李 代 数 内 分 别 保持 原 定义 ， 这 两 个 李 代 数 的 元 之 间 的 对 易 子 

积 等 于 零 。 可 见 ， 在 李 代 数 的 直 和 分 解 中 ， 每 一 项 都 是 它 的 一 

个 不 变 子 代数 。 将 一 个 李 代 数 分 解 为 若干 个 子 代 数 (理想 ) 的 

让 和， 就 意味 着 将 它 拆 成 更 小 的 独立 单元 ， 从 而 整个 李 代数 的 

结构 便 被 简化 为 各 单元 的 结构 。 这 时 有 

cr 一 0， 除 非 ?. 7 属于 同一 理想 (23.33) 

任意 二 元 的 对 易 子 积 都 为 零 的 李 代 数 称 为 可 换 李 代数 或 阿 “ 

贝尔 李 代 数 。 一 个 李 代数 为 可 换 的 充 要 条 件 ， 是 其 结构 常数 为 

替 

cf 一 0 (23.24) 

所 有 一 维 的 李 代数 都 是 可 换 的 。 任 意 n 维 的 可 换 李 代数 都 可 分 
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解 为 ”个 一 维 子 代数 的 直 和 。 
没有 不 变 真子 代数 (真理 想 ) 的 李 代 数 显然 不 能 再 分 解 为 
更 简单 的 李 代 数 的 直 和 ， 这 种 李 代 数 称 为 单纯 李 代 数 〈( 简 称 单 
李 代 数 ) 。 按 这 个 定义 ,一 维 李 代数 是 单纯 的 ， 但 在 一 些 定理 
的 表述 中 ， 将 一 维 李 代数 除外 更 方便 ， 所 以 习惯 上 将 一 维 李 代 
数 算 作 是 非 单 纯 的 。 没 有 可 换 不 变 子 代数 〈 只 含 零 元 的 子 代数 
除外 ) 的 李 代 数 称 为 是 半 单 纯 的 〈 半 单 的 ) 。 显 然 ， 单 李 代 数 
一 定 是 半 单 的 ， 反 之 ， 半 单 的 李 代 数 不 一 定 是 单 的 ， 因 为 它 可 
能 含有 非 可 换 理想 。 可 以 证 明 [151]， 李 代数 为 半 单 的 充 要 条 件 
是 ， 它 可 以 分 解 为 单 李 代 数 的 址 和。 这 个 定理 使 半 单 李 代数 的 
概念 获得 明确 的 意义 。 
23.4 李 群 与 它 的 李 代 数 
指数 映射 (23.,24) 确 定 了 李 群 与 它 的 李 代数 之 间 的 (局 部 ) 
一 一 对 应 。 据 此 ， 可 以 把 对 李 群 (局部) 的 讨论 简化 为 关于 它 
的 李 代 数 的 纯 代数 问题 的 讨论 ， 如 前 面 对 8O(3) 和 SU(2) 的 表 
示 论 所 作 的 那样 。 为 此 ， 首 先 要 进一步 明确 李 群 与 它 的 李 代 数 
的 关系 。 
(1) 李 群 的 结构 常数 
李 群 的 结构 〈 乘 法 函数 ) 是 与 它 的 李 代 数 的 结构 (结构 常 
数 ) 互相 决定 的 。 设 在 某 一 组 正则 参数 下 李 群 内 的 乘法 可 写 为 
g(a)g(B)=g(y) (23.35) 
其 中 c =(a ,a?,…,@") 就 是 前 面 的 a， 为 了 方便 以 a 表示， 
”不 要 与 前 面 的 符号 a 二 |a| 相 混 。 则 乘法 函数 为 
y'—f'(a;p) (23.36} 
将 (23,23) 代 入 (23.35) 并 利用 (4.12) 和 (23.26)， 可 得 


Af +BR+ 工 ok aihitw 
2 *_ + 月 tac oipit+ )1s 


从 而 有 
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pf "aspB) = attpBrt 3 CHap+. (23.37) 


式 中 删节 的 是 参数 较 高 次 的 项 ， 各 项 的 系数 都 由 cy 的 收缩 乘 
积 组 成 。 上 式 是 关于 SO(3) 的 相应 结果 (4.15) 的 推广 ,(23.37) 
证 明了 前 面 的 断 语 。 因 此 ， 李 群 的 李 代 数 的 结构 常数 也 叫做 这 
个 李 群 的 结构 常数 。 

(2) 阿 贝 尔 李 群 

李 群 是 阿 贝 尔 的 充 要 条 件 是 : 它 的 李 代 数 是 阿 贝尔 的 ， 或 
它 的 结构 常数 为 零 。 

(3) 李 群 的 李子 群 

李 群 可 是 李 群 G 的 一 个 子 群 ， 则 小 的 李 代 数 是 G 的 李 代 数 
的 一 个 子 代数 ， 而 且 当 GG 的 前 m 个 参数 取 为 屠 ( m 维 ) 的 参数 
时 ，G 的 结构 常数 满足 条 件 (23.31)， 反 之 ， 由 李 代数 的 子 代 
数 生成 的 李 群 必 为 由 原 李 代数 生成 的 李 群 的 李子 群 (注意 ; 群 
的 乘法 在 其 一 子 集 内 的 封闭 性 与 群 的 李 代 数 的 对 易 子 积 在 相应 
的 子 集 内 的 封闭 性 相当 ) 。 

(4) 李 群 的 不 变 李 子 群 

C 的 李子 群 认 是 G 的 不 变 子 群 的 充 要 条 件 为 ， 六 的 李 代数 
是 GG 的 李 代 数 的 不 变 子 代 数 ; 或 在 适当 的 参数 下 (前 mm 个 参数 
取 为 NN 的 参数 ) G 的 结构 常数 满足 (23.32)。 这 可 由 等 式 


TT 


(23.38) 
看 出 。 

(5) 李 群 的 直 积 分 解 . 

李 群 等 于 它 的 若干 李子 群 的 直 积 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 李 代 
数 等 于 这 些 子 群 的 李 代数 的 直 和 ， 或 者 它 的 结构 常数 在 适当 参 


. 数 下 满足 (23.33)。( 注 意 ， 群 元 的 可 易 与 相应 的 李 代数 的 元 的 


可 易 相当 ) 
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(6) 单 李 群 与 半 单 李 群 

按 群 直 积 的 定义 ， 每 个 因子 群 必 为 直 积 群 的 不 变 子 群 。 当 
一 个 群 不 含 不 变 真 子 群 时 ， 它 就 不 可 能 再 分 解 为 较 简单 的 群 的 
直 积 ， 这 样 的 群 被 称 为 单纯 群 〈 单 群 ) 。 按 此 定义 ， 一 维 李 群 
是 单 李 状 ， 但 不 把 它 算 作 单 李 群 更 方便 些 ， 因 此 单 李 群 的 概念 
常 是 针对 维 数 大 于 1 的 李 群 的 ,不 含 阿 贝尔 不 变 子 群 (只 含 单位 
元 的 子 群 除外 ) 的 群 称 为 是 半 单纯 ( 半 单 ) 的 。 显 然 ， 单 群 都 
是 半 单 的 : 反之 不 然 。 

一 个 李 群 是 单 的 充 要 条 件 为 ， 它 的 李 代 数 是 单 的 。 

一 个 李 群 是 半 单 的 充 要 条 件 为 ， 它 的 李 代数 是 半 单 的 。 

由 上 面 的 (5 ) 又 知 : 李 群 为 于 单 的 充 要 条 件 是 ， 它 可 以 分 
解 为 单 李 群 的 直 积 。 这 个 表述 对 半 单 李 群 的 概念 刻画 得 更 为 明 
确 。 

(7) 李 群 的 同 板 与 同 态 

两 个 李 群 局 部 同 构 的 充 要 条 件 是 ， 它们 的 李 代数 同 构 ， 或 
者 它们 的 结构 常数 相等 。 

CG: 同 态 于 C ,的 充 要 条 件 是 ，G ,的 李 代 数 同 态 于 G ,的 李 
代数 。 事 实 上 ， 若 gpg 是 由 G ,的 李 代 数 到 G ;的 李 代数 的 同 态 映 
射 、 

vi——>v2 = (V1) 


则 由 可 产生 一 个 由 G, 到 GG; 的 同 杰 映 射 
EV1I—— yeV2 ep(vi) 
(由 9p (lv,v1]) 二 [9 (wy),9 (v1)] 和 (4.12) 易 推断 ez:e21 -> 


e? wDe?(vi) ) 反之 亦 然 。 

(8) 李 群 的 表示 

通过 指数 映射 (23 .24)， 李 群 的 李 代 数 的 每 个 ;下 示 生成 李 
群 的 一 个 表示 ， 李 群 的 每 个 表示 也 生成 李 代 数 的 一 个 表示 。 即 
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李 群 的 每 个 表示 都 能 由 李 群 的 李 代 数 的 表示 通过 指数 映射 来 生 


李 群 的 是个 表示 等 价 的 充 要 条 件 是 ， 生 成 这 两 个 表示 的 李 
代数 的 两 个 表示 等 价 。 (注意 有 公式 Se"S=e5 !23)。 

李 群 的 表示 不 可 约 的 充 要 条 件 是 ， 生 成 它 的 李 代数 的 表示 
是 不 可 约 的 。 注 意 算 子 e” 与 v 有 共同 的 不 变 子 空间 。 

以 上 论断 表明 ， 李 群 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 表示 由 李 群 的 
李 代 数 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 表示 生成 。 又 ， 李 群 的 表示 与 生 
成 它 的 李 代数 的 表示 有 共同 的 表示 空间 ， 所 以 两 者 的 约 化 问题 
是 相同 的 。 这 样 ， 李 群 的 表示 论 就 被 简化 为 它 的 李 代 数 的 表示 
论 。 
需 强调 指出 ， 本 小 节 中 所 讨论 的 李 群 与 其 李 代数 之 间 的 关 
系 都 是 局 部 的 ， 所 有 的 命题 都 是 对 局 部 李 群 成 立 的 。 例 如 ， 由 
同 构 的 李 代 数 生成 的 李 群 只 是 局 部 同 构 的 ， 它 们 米 必 是 全 局 同 
名 的 。 这 方面 的 熟知 例子 是 SO(3) 和 SU(2)， 二 者 的 李 代 数 分 
别 由 (4.8) 中 的 三 个 3 x 3 矩阵 {7， 12, 7 和 三 个 2x 2 的 泡 利 矩 
阵 {01,0。,03; 张 成 ， 结 构 常 数 都 是 (23.30)。 但 这 些 局 部 同 构 
的 群 有 一 个 共同 的 通用 复 盖 群 (参看 21.3 小 节 )。 在 上 面 的 例子 
中 ，SU (2; 两 次 复 盖 SO(3) (参看 87) 。 


$24 半 单 李 代 数 的 分 类 

24.1 ”站 单 性 的 嘉 当 (Cartan) 准 则 

从 在 物理 学 中 应 用 的 角度 来 看 ,可 限于 的 半 单 群 研究 ,在 这 
一 节 中 ， 将 对 半 单 李 代数 的 结构 和 分 类 问题 作 比 较 系统 但 是 粗 
略 的 讨论 。 这 是 建立 李 群 李 代数 的 表示 理论 所 必 备 的 基础 。 我 
们 将 尽量 用 初等 的 方式 来 陈述 其 中 最 有 用 的 结果 ， 这 样 就 必须 
对 论证 的 数学 严谨 性 作出 某 些 牺牲 。 关 于 这 个 问题 的 严格 数学 
理论 ， 可 以 在 任何 一 本 关于 李 代数 的 专著 中 找到 5151。 
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首先 需要 建立 一 个 准则 ， 用 以 判别 任 一 李 代 数 是 否 半 单 。 
玄 当 首先 给 出 了 这 样 的 准则 ， 它 可 以 用 李 代 数 的 度 规 张 量 来 表 
达 。 . 
李 代 数 作为 矢量 空间 ， 可 以 在 其 中 引入 标 积 运算 (对 称 双 
线性 型 ) 
(v4)=(v? 1,, wu 1,) 
=(1,, To)vru = govru (24.1) 
gpo=(1,, Jo) (24.2) 
在 基 矢 (坐标 ) 变换 下 ，g,。 是 二 阶 对 称 的 协 变 张 量 ， 标 积 当 
然 是 标量 (不 变量 ) 。 但 这 些 说 法 只 是 形式 上 的 ， 因 为 (24.2) 
尚 无 具体 定义 。 (因为 我 们 并 不 知道 T。, 7 了。 的“ 长度” 与 “来 
角 ”， 实 际 上 这 正 是 待定 义 的 ) 。 近 里 留 下 了 很 大 的 任意 性 ， 
我 们 进一步 要 求 标 积 在 保持 对 易 子 积 的 满 秩 线 性 变换 〈 李 代数 
的 自 同 构 映 射 ) 下 不 变 。 设 二 是 保持 李 代 数 的 对 易 子 积 《 即 保 
持 对 易 关 系 不 变 ) 的 满 秩 线 性 变换 ， 则 有 
[A1,, A1,]= A[J,, Ti]=ciAl, 
或 用 4 在 基 {7 。} 下 的 矩阵 (47。= .487。) 表 示 
2 A ec5 =c51Ar 
两 边 乘 4-!， 得 
245 
类 似 地 ， 有 
As’' As'(ATl) cs =cl, 
将 以 上 两 式 相 乘 并 对 重复 指标 求 和 ， 得 
(AP AS' cb’ cs’ = cicd, (24.3) 
又 要 求 在 这 样 的 4 下 ， 标 积 不 变 
(47。47。)=(T 7) 
或 写 为 
Ap’As’ gov 一 goo (24.4) 
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gpo=Chact, (24.5) 
就 能 满足 : 在 满足 (24.3) 的 任意 变换 4 下 ，(24. 4 都 成 立 。 这 
样 我 们 就 得 到 了 李 代 数 的 度 规 张 量 的 合理 定义 (24,5)， 并 由 此 
最 后 确定 了 标 积 的 定义 。 
车 李 代 数 不 是 半 单 的 ， 即 假定 它 有 一 个 非 零 阿 贝尔 理想 ， 
我 们 用 加 搬 的 指标 来 标记 这 理想 的 基 矢 ， 则 有 ( 按 (23.34)) 
ca 一 0 
和 ( 按 (23.32)) 
co 一 0 (4 闫 和 4') 
从 而 可 得 
9po'=Chich'n=oh cd! y=eba'clsn' =0 


这 表明 矩阵 (gov) 的 5 ' 列 为 零 。 因 而 有 


det(gss)=0 (24.6) 
可 见 ， 上 式 是 李 代 数 为 非 半 单 的 必要 条 件 。 所 以 ， 车 有 
det(gso) #0 (24.7) 


则 李 代 数 必 为 半 单 的 。 反 之 ， 能 够 证 明 [151， 若 李 代数 为 半 单 
的 , 则 有 (24.7)。 总 之 , 李 代 数 为 半 单 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 度 规 
张 量 (24.5) 满足 非 退 化 条 件 (24.7)。 这 个 条 件 也 就 是 双 线 性 
型 (24.1) (也 称 李 代 数 的 Killing 型 的 非 退 化 条 件 。 
由 条 件 (24.7) 知 ， 对 半 单 李 代数 ,矩阵 (g。。) 有 逆 和 矩阵 
(g?°) 存 在 
gprg™"=68 (24.8) 
9" 称 为 度 规 张 量 的 逆 变 分 量 。 
对 SO(3) 的 李 代数 so (3)， 由 (23.30) 和 (24.5) 不 难 算出 
它 的 庶 规 张 量 
Yoo = ~ 20,o (24.9) 
det(gpo)=-8 
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可 见 SO(3) 和 syo(3) 是 半 单 的 。 事 实 上， 它们 都 是 单 的 ， 若 三 
维 李 代 数 so(3) 可 以 分 解 为 一 个 一 维 理想 和 一 个 二 维 理想 的 直 
和 ， 它 本 身 就 不 是 半 单 的 了 。 三 维 的 半 单 李 代数 只 能 是 单 的 。 

24.2 ”中 单 李 代 数 的 嘉 当 分 解 与 标准 基 

由 (4.8) 给 出 的 无 穷 小 生成 元 {71, 7a, 73} 或 由 (23.11) 给 出 
的 无 穷 小 算 子 {11,1,,f,}， 可 称 为 是 李 代 数 so(3) 的 自然 基 。 在 
21.2 小 池 中 推导 so(3) 的 不 可 约 表示 时 ， 我 们 曾 使 用 了 另外 一 
组 基 《( 即 ,7 ,73): 

{iCTitilo),i(li~11,),i7} . | 

可 称 为 so(3) 的 标准 基 。 已 经 看 到 ， 在 推导 不 可 约 表示 时 ，3 利 
用 标准 基 的 对 易 关 系 (主要 是 前 两 个 基 舌 对 第 三 基 笑 的 本 征 值 
的 升降 作用 ) 是 很 方便 的 。 这 种 情况 在 讨论 一 般 半 单 李 代数 的 
不 可 约 表示 时 也 是 存在 的 。 所 以 需要 建立 一 般 半 单 李 代数 的 标 
准 基 。 

建立 半 单 李 代 数 的 标准 基 的 工作 ， 可 以 从 研究 下 列 本 征 值 
问题 着 手 。 设 之 为 一 半 单 的 维 李 代数 ，{7,} 为 任意 (自然 ) 
基 。 对 允 的 任意 元 4， 可 定义 一 个 多 上 的 线性 算 子 二 


AX=[ A,X1,XEY (24.10) 


对 易 子 积 的 线性 性 保证 了 算 子 4 的 线性 性 。 由 对 易 子 积 的 性 质 
3 "不 难 验 证 ，4 还 满足 . 

[4 4 一 一 [4 A'] 2 
([[ A,A'],X]=[A,LA, X]]-[ATA,XI],XEY) 可 见 
是 4 的 同 态 象 ，{4:， 4E 2} 是 的 同 态 象 。 所 以 {4，AE: 人 
是 之 的 一 个 表示 ， 称 为 李 代 数 之 的 伴随 表示 。 注 音 ， 伴随 表示 
上 移 的 表示 空间 就 是 本 身 。 由 李 代 数 的 伴随 表示 生成 的 李 群 
的 表示 (表示 空间 也 是 ) 为 


八 
9g=e“——>90=e4 (24.12) 


5T 


9gX=gXg!, XEY (24.13) 


这 个 表示 也 称 为 李 群 的 无 穷 小 表示 ， 其 维 数 恰 为 群 的 维 数 。- 
回 过 来 考虑 下 列 本 征 值 问题 


AX=pX (24.14) 
将 4=a*7 和 半 =xz*7 和 (24.10) 代 入 上 式 得 
ar:rei, T= pr 


从 而 可 将 (24.14) 写 为 


(arcs,— p05)r’=0 (24.15) 
本 征 值 的 方程 (上 方程 有 非 零 解 x* 的 条 件 ) 为 
det(axcr ~ p65)=0 (24,16) 


由 于 属于 A 的 不 同 的 本 征 值 的 本 征 笑 是 线性 无 关 的 ， 而 所 有 本 
征 值 的 重 数 《( 简 并 度 ) 之 和 等 于 代数 方程 (24.16) 的 次 数 一 一 
儿 的 维 数 n ， 所 以 如 能 对 4 的 每 个 本 征 值 确定 个 数 等 于 其 简 并 
度 的 无 关 本 征 矢 , 则 所 有 这 些 本 征 矢 形成 乡 的 一 组 基 。 但 对 一 般 
的 线性 算 子 这 并 非 总 能 办 到 ， 因 为 属于 其 mm 重 本 征 信 ((24.15) 
的 m 重 根 ) 的 独立 本 征 舌 可 能 小 于 m 个 。 关 于 半 单 李 代 数 .的 
本 征 值 问题 (24.14)， 嘉 当 指出 [151: 当 4 E 多 选 得 使 (24. 16) 
具有 最 大 数目 的 不 同根 时 ，(24.16) 只 有 一 个 重 根 。p =0， 属 于 
此 重 根 的 独立 本 征 矢 的 个 数 等 于 它 的 重 数 ， 这 些 本 征 舌 作 为 多 
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的 元 是 互 易 的 。 这 是 关于 半 单 李 代 数 的 结构 的 一 条 十 分 重要 的 
定理 。 我 们 把 嘉 当 定理 的 这 种 比较 初等 的 表 述 作 为 本 节 的 基 
础 。 

上 述 定理 中 的 根 =0 的 重 数 1 (使 (24.16) 有 最 大 数目 不 
同根 的 4 一 般 不 是 唯一 的 ， 但 这 重 数 是 相同 的 ) ， 称 为 李 代 数 
降 的 秩 。 

按 嘉 当 定理 ， 每 一 个 满足 定理 条 件 的 算 子 4 的 本 征 函数 

(本 征 矢 ) 的 集合 形成 .2 的 一 组 基 ， 称 为 半 单 李 代数 的 标准 
基 ， 即 嘉 当 一 一 外 尔 (Wey1) 基 。 在 属于 根 p =0 的 本 征 矢 中 任 
取 /个 线性 无 关 的 ，Hi, 五,,…, 及 对 每 个 非 零 根 p = a， 
只 有 一 个 线性 独立 的 本 征 矢 , 可 任 取 一 个 记 作 Es， 共有 (n- 71 
个 不 同 的 非 零 根 a ,8 ，…, > ， 得 出 (n -站 个 本 征 矢 EE。, Ep， 
… 忆 ,从 而 得 到 . 乡 的 一 组 标准 基 


{Hi, H,, ,Hi, Ea, Eg, “yy E,} 


并 有 
AH;:=[A, Hi]=0, i=1,2, ..,1 (24.17) 
AE,.=[A, Es]=aFE, (a 取 (xn 一 站 个 不 同 值 ) 
(24.18) 
[Hi, Bjy]=0 (24,19) 
由 于 AE 儿 也 是 4 的 属于 0 和 根 的 本 征 舌 
AA=[A, A]=0 
它 必 为 { 石 站 的 线性 组 合 
A=a'H, “(24.20) 


进一步 分 析 标 准 基 的 性 质 。 基 矢 瓦 本 来 是 用 4 的 属 于 非 
堆 根 “ 的 本 征 矢 来 规定 的 ,但 嘉 当 定 理 还 表明 ,这 些 基 不 但 是 4 
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的 本 征 矢 ， 而 且 还 是 算 子 组 方 ， 序 , …, 他; 的 共同 本 征 矢 。 由 
对 易 子 积 的 性 质 3*， 有 


[A[H.,, E.]]= 一 [HilE,, Ajl- [Ea, [4, 石上] 
=[H'i,[A,FE.]l|=oalH:, Eo] 
或 写 为 


A[ Hi, Es]= al 万 ,， EF,] 


可 见 [ 吾 :, Eo。] 也 是 4 的 属于 根 a 的 本 征 矢 。 按 嘉 当 定 理 , a 是 非 
重 根 ， 只 有 一 个 线性 独立 的 本 征 矢 ， 关 而 [已 上 。] 等 于 Es 乘 
以 常数 。 从 而 得 到 


HEs={[H;, Eo]=o:Eo, i=1,2,.,l (24.21) 


这 就 证 明了 互 是 { 记 ,应 , …, 他} 的 共同 本 征 笑 ， 所 属 的 本 征 
值 为 (aa ai)。 注 意 了 个 万 ;是 在 p =0 的 本 征 矢 中 任 取 的 
一 组 线性 独立 的 本 征 矢 ,是 之 的 1 维 子 空间 (A 的 属于 p = 0 的 
本 征 子 空间 ) 多 ={ 且 ;HE .Z ,A 日 =0} 的 一 组 基 。 对 事先 
取 定 的 4， 儿 和 已 Ep,…，( 可 差 一 常数 因子 》 者 是 确 定 的 ， 
即 根 ，6, …， 是 确定 的 ， 但 多 的 基 { 五 1} 可 以 任意 选取 。 对 
{ 态 :} 的 重新 选择 ， 相 当 于 多 中 的 基底 变换 ， 由 (24.21) 可 看 
出 ， 本 征 值 {qt} 将 与 {三 ;} 以 同样 方式 变换 ( 协 变 ) 。 所 以 ， 对 
于 多 的 基底 变换 ， 本 征 值 (a1, 4,,…, qr) 乃 是 一 个 1 维 矢量 的 
协 变 分 量 。 这 个 1 维 矢 量 称 为 多 = { 食 : 碑 EP} 在 中 的 根 矢 
量 或 根 。 

以 上 的 讨论 表明 ，4 的 每 个 根 唯一 地 决定 多 的 一 个 根 矢 
量 ， 反 之 亦 然 。 事 实 上 ， 由 (24.18)、(24.20) 和 (24.21) 可 得 出 
两 者 的 关系 


ww 一 Qtai (24.22) 
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这 还 表明 对 两 者 的 线性 运算 也 是 相同 的 。 所 以 今后 所 说 的 根 ， 


既 可 理解 为 4 的 根 &， 也 可 理解 为 与 a 对 应 的 党 的 根 矢量 ， 并: 


且 用 同一 符号 < 表示 光 的 那个 以 {ei} 为 协 变 分 量 的 根 矢 ( 根 )。 
但 要 注意 ， 在 只 对 矢量 才 有 意义 的 场合 ， 如 根 的 标 积 ， 就 只 能 
作 后 一 种 理解 。 

上 面 的 结果 又 可 归纳 为 如 下 命题 : 

半 单 李 代数 之 总 可 分 解 为 子 空间 的 直 和 


=HODE APE NDBOF (24.23) 


其 中 多 是 2 的 一 个 极 大 可 换 子 代数 ， 称 为 嘉 当 子 代数 。 = 
{及 EY} 在 2 中 的 非 零 根 a, 6,…, »v 都 是 不 简 并 的 ， 相 
应 的 一 维 本 征 子 空间 为 2 中 ,2 2, …, g 中。 嘉 当 子 代数 的 维 数 
就 是 李 代 数 的 秩 (定义 )。 

光 本 身 正 是 移 在 中 的 零 根 的 本 征 子 空 间 。 所 以 (24.23) 
乃 是 乡 按 多 的 根子 空间 的 分解， 称 为 半 单 李 代 数 的 嘉 当 分 解 
(注意 ;其 中 的 直 和 是 空间 的 直 和 ， 不 是 李 代数 的 直 和 ) 。 

上 面 的 命题 实 为 嘉 当 定理 的 另 一 种 表述 形式 ， 其 中 的 
2 就 是 由 。 生成 的 一 维 空间 。 这 种 表述 显然 是 更 直接 地 揭 
示 了 事情 的 本 质 ， 缺 点 是 没有 同时 给 出 实现 分 解 一 一 即 定 出 训 
当 子 代数 多 的 具体 方法 ， 而 前 面 的 表述 给 出 了 这 个 方法 。 

例如 对 半 单 李 代数 so (3)， 其 自然 基 为 {7}， 对 4= ai 
E so(3) 有 (注意 a 的 上 标 不 是 震 次 ) 


47=[4,7]= -as7 上 aa7。 
，. AI,=[A,7,]=a!l,- aT, 
\A1s=[4, 1s]= -a'ls+ali 


所 以 4 在 自然 基 下 的 矩阵 为 


{i 
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本 征 值 方程 (24.16) 为 
-pp —a3 ua? 

a -~-p ~a'l=plp’+((a)+(a)?+ (0)?)]=0 
一 Q2 al -pp 


它 最 多 有 三 个 不 同 的 根 ， 有 三 个 根 的 条 件 是 a! 、o2: 、as 不 全 为 
零 。 可见 ，A4 取 so(3) 的 任意 非 零 元 都 满足 嘉 当 定 理 的 条 件 ， 
例如 可 取 a!=a? 二 0，a? = 二?， 即 


A=ils, 
4 的 三 个 根 是 
p=0,1,—1 
相应 的 本 征 矢 可 取 为 (可 差 一 常 因子 ) 
Hi=ls 
:= 11-il, 
Ei=11+il, 


这 就 是 (或 正比 于 ) 前 面 的 7 ,7 ,73。p 二 0 也 是 非 简 并 的 ， 
所 以 so(3) 的 秩 1 = 二 1， 嘉 当 子 代数 居 由 及; = 71s 张 成 。 

24.3 ” 根 的 性 质 

十 面 的 讨论 表明 ， 半 单 李 代数 的 标准 基 (或 它 的 嘉 当 分 
解 ) 是 依赖 于 上 面 所 定义 的 根系 的 。 后 面 我 们 还 将 进一步 利用 
根系 来 将 单 和 半 单 李 代数 分 类 。 所 以 需要 首先 明了 根 的 一 些 基 
本 性 质 。- 
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半 单 李 代 数 的 结构 常数 c3。 是 三 阶 的 混合 张 量 ， 下 标 是 协 
变 指标 ， 上 标 是 逆 变 指标 ,通过 度量 张 量 ( 即 度 规 张 量 ) giz 可 
将 它 的 上 标 降 下 来 化 为 三 阶 协 变 张 量 
coor 一 Chogir (24.24) 
由 上 式 定义 的 张 量 与 结构 常数 张 量 是 一 一 对 应 的 ， 因 而 称 它 为 
结构 常数 张 量 的 协 变 分 量 。 结 构 常 数 的 基本 性 质 (23,28) 和 
(23.29) 可 用 它 的 协 变 分 量 的 对 称 性 更 简洁 地 表达 出 来 。 
cao 对 下 标的 反对 称 性 相当 于 cov* 对 前 两 个 指标 的 反对 称 
性 。 由 (23.28) 和 (23.29) 又 可 写 出 
chocko—cdochy — chocth 
以 css 乘 上 式 并 对 重复 指标 求 和 ， 并 将 (24.24) 和 (24.5) 代 入 左 
端 ， 可 得 
Coor 一 clecpacto ~ Choct ce 
上 式 右 端的 两 项 在 指标 co、c、zr 的 轮换 下 都 不 变 ， 在 指 标的 对 
换 下 两 项 互 换 。 因 而 c。。: 在 指标 轮换 下 不 变 ， 在 指标 对 换 下 变 
号 。 或 概括 为 ，coo: 对 任意 两 个 指标 都 是 反对 称 的 。 
考虑 标 积 〈 设 {7v} 是 乡 的 一 组 基 ) 
(7o7o],7)=c3ogir=coos 
(ollo, Tl)=es, go1=clr go = Cor 
可 见 以 上 两 个 标 积 相等 。 由 此 可 知 有 恒等式 
([X,Y],Z2)=(X,[Y,2]) A 
(24.25) 
将 此 公式 用 于 4 ,已 。, 瑟 sp， 可 得 
([A,Eas], Eg)=(AE,, Eg)=oa(Ea, Ey) 
=-([Es,A],Epgp)=-(Es, [A, Eg]) 
=-(Es,AEp)=-p(E,, FE,) 
或 写 为 | 
(atpB)(Es,Eg)=0 (24,26) 
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由 此 得 到 关于 标准 基 的 一 个 正 交 性 引 理 ， 
车 a 和 是 根 ， 且 (a+ 6) 关 0， 则 有 (E。,Ep)=0。 
注意 ， 上 面 的 引 理 包含 零 根 的 情况 在 内 ,Eo 表示 多 中 的 任 
意 元 。 
下 面 将 逐步 讨论 根 的 一 系列 重要 性 质 ， 最 后 将 它们 归纳 为 
几 条 定理 。 
考虑 根 矢 量 的 全 体 和 由 它们 所 张 成 的 线性 空间 .多 。 为 此 ， 
先 来 研究 一 下 多 的 度 规 张 量 g。o 在 子 空间 多 中 的 缩小 goy (7 = 
1 2 1 )。 显 然 (在 标准 基 下 写 出 (24.2) ) 
gis= (Hi;, H,;) (24.27) 
是 多 中 的 二 阶 对 称 协 变 张 量 , 它 决 定 着 多 中 矢量 的 标 积 。 这 个 
张 量 象 go 一 样 ， 也 是 韭 退 化 的 ， 即 有 
det( gi;)A0 (24.28) 
因为 ， 若 不 是 这 样 ， 方 程 组 
gisTi=0 i=1,2,°,1 
将 有 非 零 解 x’ 二 hi。 从 而 有 非 零 矢 量 酉 ,= 刀 ; EE ， 使 
(Hi,Ho)=W(H:i,H;)= 91hi=0 1=1,2,.,1 
这 表明 已 与 多 中 的 任意 矢量 妃 (万 ,的 线性 组 合 ) 正 交 。 特 别 
地 ,可 在 多 中 另 取 一 组 基 { 瑟 !} , 使 态 != 右 ， 则 有 
(HI!,H{)=0 i=1,2,.,1 
又 由 正 交 性 引 理 (a 十 0=a 关 0) 
(Esa, H{)=0 
用 乡 中 的 度 规 张 量 在 标准 基 { 互 ! 上 。] 下 的 分 量 来 表示 以 上 两 
式 
Gil 一 0，g9ol 一 0 
或 并 为 
gol 一 0 
这 表明 矩阵 (goc) 的 第 一 列 为 零 ， 从 而 det(gpo)==0。 这 与 
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的 半音 性 条 件 相抵 。 
另 一 方面 ， 又 可 以 用 根 矢 量 的 协 变 分 量 来 表示 张 晤 gx 由 

度 规 张 量 的 定义 (24.21) 有 

gu= Deficye,t otchs 
这 是 在 之 的 标准 基 下 写 出 的 ， 其 中 的 a、a' 是 非 零 根 ， 同 时 作 
为 基 矢 Eso,' 的 标记 ,因而 也 是 结构 常数 和 度 规 张 量 的 指标 ， 
对 它们 不 采用 睹 和 约定 ， 而 11,R、/ 二 1,2,…,l 是 基 秋 厅 ; 等 的 
次 序 指标 ， 同 时 也 作为 结构 常数 和 度 规 张 量 的 指标 ， 对 它们 仍 
取 瞳 和 约定 。 一 般 符 号 、o 、r 、4 等 ， 既 可 表 a 也 可 表 ; ， 对 
它们 是 取 瞳 和 约定 的 。 由 (24.19) 和 (24.21) 知 

cij=0 cro6e (24.29) 
代入 上 面 gij 的 式 子 ， 得 出 

gy oo = m0 t PibBst "tviy, (24.30) 


det(gis) 去 0 表明 ， 和 矩阵 (giy) 的 列 矢 量 (或 行 矢量 ) 是 线性 无 
关 的 ;又 由 (24.30) 可 见 ,这 /个 独立 列 矢 量 的 每 一 个 ， 都 是 下 
列 列 矢量 的 线性 组 合 


CQ 1 Bi D1 
国 图 本 站 
xi/ \p, » 


因而 所 列 的 (2 - 71) 个 矢量 中 ,至 少 有 1/ 个 线性 无 闫 的 .但 7 维 
矢量 最 多 有 ! 个 线性 无 关 的 ， 故 以 上 所 列 矢 量 中 恰 有 /i 个 线性 
无 关 的 。 这 就 证 明了 ， 线 性 独立 的 根 的 数目 等 于 多 的 秩 1 。 任 
意 一 组 /个 独立 根 可 取 作 上 多 的 基 ， 这 时 .多 中 的 每 个 和 拓 晤 ， 特 别 
是 每 个 根 ， 痢 可 写成 这 组 独立 根 的 线性 组 合 。 

注意 到 (24.29) 中 的 ai 是 ,多 中 的 矢量 a 的 协 变 分 量 ， 便 可 
看 出 ，gi; 是 多 中 的 二 阶 对 称 张 量 的 协 变 分 量 ， 而 且 是 非 退 化 
的 。 可 以 把 这 个 张 量 取 作 空间 .多 的 度 规 张 量 。. 多 中 任 二 矢量 > 
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和 的 标 积 为 
(7,Y) =riy = gr'Y (24.31) 
度 规 张 量 的 逆 变 分 量 g1 由 (giy) 的 逆 矩 阵 来 定义 
gig'’=61 (24.32) 
总 之 , 根 矢 ((n - 1 ) 个 ) 的 集合 张 成 一 个 带 有 度 规 (24.30) 
和 标 积 (24.31) 的 1/ 维 线性 空间 .多 
根 是 以 士 a 的 形式 成 对 出 现 的 ， 即 ， 若是 根 ， 则 (Ca) 
也 是 根 。 否 则 , 若 “是 一 非 零 根 , 而 (- ) 不 是 根 ， 则 对 所 有 的 
根 8 有 (a 十 86) 关 0。 由 正 交 性 引 理 ， 这 将 导致 (Eo,H1) = gu= 
0， (Es,EEp)=gap 二 0 (8 取 遍 非 零 根 ) 。 这 意味 着 多 的 度 规 
张 量 (gpo) 中 以 a 为 标记 的 一 行为 零 ， 因 而 有 det(gpo) =0， 这 
与 多 的 半 单 性 相抵 。 于 是 标准 基 儿 巨 和 已 _。 也 必 成 对 出 现 ， 并 
且 (Eo,E.。) 隆 0 (否则 已。 又 将 正 交 于 所 有 标准 基 ) 。 利 用 这 
一 点 能 使 带 有 任意 常 因 子 的 [E。) 适 当 的 规范 化 
| (Ea,E-a)=ga,-a=1 (24.33) 
在 此 限制 下 ， 当 E4 取 定 后 ( 常 因子 仍 可 任 取 )，:E-。 就 唯一 确 
定 了 。 注意 (a+ oj =2Q 关 0 祖 -(Eo,Es) =0， 因 而 Es 不 能 用 
(EE。,Es) =1 米 归 一 化 。 
由 恒等式 
[A,] Es, Esl]+[lEo,l Eg,A]]+[Eg,tA,E.]]=0 
.和 (24.18) 可 得 
ALE。, Ea]=[A,[Eo,Ep]]=(a+P)LEo, Eg] 
(24.34) 
当 6=-q 时 ，(a+ 有) 是 零 根 ， 上 式 表 明 [ 碧 。,E_。] 是 属于 p=0 
的 本 征 矢 ， 因 而 可 写 为 { 五 } 的 组 合 
[Ea Es]=che Hi (24.35) 
”又 利用 (24.24)、(24.29) 和 (24.33)， 可 得 : 


tik tk tbor 
Ca,~a 一 9 Co-ak 一 0 Cieras-a™— QQ Chadr-a 
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一 gttan509。 一 atgo 一 Ci (24.36) 
从 而 (24.35) 又 能 写 为 
[Es,E_.]=a!H,; (24.37) 


当 (a 二 6) 是 非 零 根 时 ，(24.34) 表 明 [E。，Ep] 是 属于 (a +) 
的 本 征 矢 ， 因 而 正比 于 标准 基 矢 下,w; 当 (a 十 ) 不 是 根 时 ， 
[已 。， 五 p] 必 为 零 〈 否 则 按 定义 , (24.34) 表 明 (a+ B) 是 根 ) 。 
总 之 有 
NopEsarp， 当 (a 十 8) 隆 0 是 根 
BEB, En= |}, ， 当 (c+ 6) 不 是 根 
(24.38) 
按 (24.11)( 儿 的 伴随 表示 》， 由 (24.37) 又 可 得 出 相应 的 算 子 
的 对 易 关 系 
[B,, B=a'h, (24.39) 
利用 (24.38) 和 (24.39) 还 可 导出 根 的 另 一 些 重 要 性 质 。 
设 8 和 a(a 关 0) 是 两 个 根 ， 则 如 前 述 ，(-~a) 也 是 一 个 根 ， 
因而 在 标准 基 中 有 Ep，E。， 忆 _。。 将 算 子 ,BB?，…，, 及 世 .，， 
雄 ?。,…, 作 用 于 基 笑 Ep， 按 (31.38)， 得 到 一 个 基 矢 叙 列 。 但 


此 入 列 是 有 限 的 〈 根 的 个 数 有 限 ) ， 必 在 某 处 结束 ， 故 可 写 为 


( 差 一 常数 因子 ) 
已 p-pa， 忆 pp ves *, Ep, Epss, *, Eprga 
| (24,40) 
其 中 p、g 是 两 个 非 负 整数 ， A (pT1)x 和 b+(g+ 1D)a 不 再 是 
根 ， 因 而 有 


B_,Eg p=0 (24.41) 
BFEp,ga=0 (24.42) 
与 (24.40) 相 应 的 根 的 氢 列 为 


有 -pa8-(p- Da,,pB,P+o ,B+qa - 
(24.43) 


¥; 
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称 为 8 的 cx 根 列 。 

由 (24.,38)、(24.41) 和 (24.42) 容易 看 出 ， 由 基 矢 氢 列 
(24.40) 张 成 的 子 空间 在 和 ,和 户 _。 下 不 变 ， 因 而 也 在 [六 。, 户 _。] 
下 不 变 。 我 们 来 计算 算 子 [月 ,，B.。] 在 这 个 不 变 子 空间 上 的 迹 。 
由 于 tr( 雇 ,万 .。) 二 tr( 亡 .Bo。) ， 这 个 迹 总 为 零 。 另 一 方面 ， 有 由 
(24.39)， 并 利用 六 ,E,=[ 万 ;，E,1= 二 yi:E,， 可 在 基 (24.40) 
下 算出 a 及; 的 迹 。 从 而 得 到 


9 
2 (a,P+Rka)=0 
A=—p 


(a,p) = £3 9 (gq) (24.44) 


上 式 要 求 | 
(a,a)A0 (24.45) 

其 任何 非 零 根 的 自 标 积 不 等 于 零 。 这 是 因为 ， 若 (4,a)==0, 则 
有 (a,B) =0， 即 c 正 交 于 所 有 的 根 。 在 . 罗 中 取 一 组 独立 的 根 
4(1) ,a(2),…,Q( 门 作 基 ， 并 使 4(1) =a， 在 此 基 下 写 出 度 规 


张 量 


gij= (a(i) ,0(i)) 
则 有 oa=(at),a)=0， 所 以 det (giy) =0。 这 与 已 证 明了 的 
〈《24.28) 相 抵 ， 故 (24.45) 必 须 成 立 。 于 是 (24.44) 又 能 写 为 


2 08) po (24.46) 


由 于 -ps<-(p-o) 和 9， 0-(p-qia 必 在 6 的 w 根 列 (24.43) 中 
出 现 。 这 率 证 明了 ， 若 8 ,wa(a 天 0) 是 根 ， 则 8 - [2(@,B)/ (e， 


0)]ag 也 是 根 ， 并 且 2(g,8)/(a,a) 是 一 整数 。 


我 们 再 来 证 明 ， 在 如 上 产生 的 的 a 根 列 中 已 经 包含 了 全 
部 可 以 写成 B+ ha (8 为 整数 ) 形式 的 根 。 换 言 之 ， 当 <-p 或 
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hk>o 对 ， 有 +ka 不 是 根 。 假 如 A 十 hoG 是 根 ，ho 之 (g++1) (注意 
B+ iqt+ 1)a 不 是 根 ) ， 则 从 根 86=B+ oa 出 发 用 同 样 的 方法 
可 产生 一 个 Bo 的 ga 根 列 。 设 此 根 列 的 两 端 为 Bo- pa 二 B+ (Ro 
- poafpPot+ qoo=p+ (Ro qo)o (po 和 9 也 是 非 负 整数 ) » 
则 必 有 -po>gq+ 1。 按 (24.46)， 对 Po 的 a 根 列 应 有 


2(@ ,po) 一 
Cara)y oP go 
男 一 方面 
2(@,pbo) 2 0p sp 
(ga,0) taal TdT p79t2h 
由 以 上 两 式 得 


Ro— po=a— Pp- go— ko 
这 显然 与 am- po>9+ 1 的 要 求 相 抵 ， 因 而 + hoa 不 可 能 是 根 。 
同样 可 证 ，P+Aa(R<-(D+1)) 也 不 可 能 是 根 。 
将 以 上 结果 用 于 Ap= 0 的 xs 根 列 。 由 于 2c 不 是 根 (证 明 见 下 
面 的 讨论 ) ， 这 个 根 列 具 含有 三 个 根 
一 QI 0 
由 此 又 知 : 车 a 是 根 ， 则 可 写 为 的 整数 倍 的 根 只 有 0, 土 <。 
将 (24.39) 作 用 于 基 秋 叙 列 (24.40) 中 的 Ep;so (-p<A<ca) 
和 Epiqz， 注 意 到 (24.38)、(24.42) 以 及 (24.21)， 可 得 
Ms= (a,p)+a(a,a) 
Mi- Miri= (a,P)+R(G ,0) (~p<Rk<g) 
其 中 
Mi= Naprcn- Da -ayprhe (24.47) 
由 以 上 两 式 又 可 解 出 


32 一 1 
Wu 一 ,之 (4 MDT+TAM。 


= 3 [(a,b)+h(a,0)] 


EB 


=(g~ ht+i) Co， ) 四 : i 


+ 二 (9- 有 1) (04 hb) (Ca, Qa): 
也 (24. 44) 代 入 ， 得 i 机 “7 


NopN -wpa= Bt aa) (24. 49) 


车 (ua+B) 关 0 是 根 ， 则 g 宕 1， p20, (a, #0, 放 (24. 49) 


不 等 于 零 。 由 此 推 知 . i - 

. ‘Ng¥0, 当 (a 二 PP) 关 0 是 根 (24.50) ~ 
将 这 一 结果 用 于 8 二 ca 的 情况 ， [Fe 0 OD Na 0 由 此 

推断 ，(wa 上 +wa)=2c 不 是 根 。 


现在 取 1 个 线性 独立 的 根 a(1)， aa) :akD 作为 7 六 
间 .p 的 基 ， 则 任意 根 8 可 写 为 。 
B= 三 pa ， 


Mali 光 乘 上 式 并 除 以 (a0) .402)) /2 (已 证 E 它 不 为 夫 )， 得 到 


2B ,oti)) = 2(0{k),0(7)) 


Caf 2} }, 0{1)) il (ol i) ,0(2)) 9 i= 1,2,.. 机 


将 上 式 看 作 是 关于 的 协 变 分 量 5b， 的 方程 组 ， 由 上 面 已 证 明 的 
基本 事实 知 ， 这 组 方程 中 的 所 有 系数 都 是 整数 ， 因而 它 的 唯一 


解 {5} 是 有 理 数 ( 可 以 调整 4( 沾 中 的 常 因 学 ,使 (Ci ,a(i)) 


=1T， 南 gu= (aca ,oa()) 是 非 退 化 的 , 散 方 程 组 有 唯一 解 ) 。 


这 就 证 明了 ， 在 适当 的 基 下 ， 所 有 的 根 的 协 变 分 车 都 是 突 数 


(有 理 数 ) 。 或 者 说 ， 在 多 的 基 { 九 ] 适当 地 选 定 后 ， 所 有 的 


根 as v 琉 ,的 市 征 值 》 都 是 实 的 “( 注 溃 和 由 洱 tf=oto 中 的 郑 ( 作 


i 


rp 
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的 分 量 ) 不 一 定 是 实 的 ， 故 不 能 说 在 (24.22) 意 义 下 的 标量 a 也 
是 实 的 ; 但 可 以 说 根 矢 量 < 是 实 的 ) 。 这 里 对 空间 多 加 上 一 条 
限制 ， 定 义 . 多 由 根 矢 的 所 有 实 系 数 的 线性 组 合 构成 。 这 并 不 影 
响 前 面 对 多 所 进行 的 讨论 ， 全 部 结论 仍 应 有 效 。 于 是 ，. 多 是 一 
个 了 维 实 线性 空间 (系数 域 为 实数 域 ， 在 运算 中 所 出 现 的 所 有 
数 ， 如 线性 变换 的 矩阵 元 ， 矢 量 的 分 量 ， 等 等 ， 全 是 实 的 ， 而 
矢量 本 身 可 以 是 抽象 的 ) 。, 多 的 度 规 张 量 (24.30) 显然 也 是 实 
的 ， 并 且 对 任意 x E. 史 有 
(7,7)= gur'ri= 2 0,7)>0 (24.51) 


上 式 中 的 等 号 显然 只 在 x = 0 时 成 立 。 因 而 又 进一步 知 ， 对 于 
所 引入 的 度量 ， 多 成 为 一 个 ! 维 的 实 欧 氏 空间 。 这 样 一 来 ， 根 
系 作为 .多 的 有 限 矢 量 组 ， 就 可 以 用 我 们 所 习惯 的 欧 氏 几何 来 处 
理 了 。 

假定 a 和 Bp 是 任意 两 个 非 零 根 ， 以 表示 两 者 的 夹 角 ， 则 
由 基本 关系 (24.46) 有 


(ap)= 二 mn (qs) =3n(p, p) 
其 中 m 和 是 两 个 整数 。 由 此 可 得 


_ (apB) mn 
CP yaa) (FB +t 2 
VB,P) /下 
Vgaa) Nn 
令 r= 二 mn， 则 因 cos?p 二 r+/4 不 大 于 i ， 只 能 有 
7 一 0,1,2,3，,4 (24.52) 


假定 8 是 a 和 6 当中 较 长 的 矢量 ((6,b) 宇 (a,a))， 则 六 = 无 > 


1。 改 当 r= 1,2,3 时 ， 只 能 有 n= 1 (r=0 时 ，n=0) ， 当 r= 4 
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时 可 有 w= 二 1，2。 但 r=4,n= 1 的 情况 对 应 于 6= 土 29 ,已 证 明 
这 是 不 可 能 的 ， 故 只 有 ?二 4， + 二 2 这 一 种 可 能 。 总 之 ， 任 二 非 


零 根 的 夹 角 和 长 产 比 的 可 能 值 为 
cs 一 + (24.53) 
VPP Vr, r=1,2,3 
Vla,0) 上 ¥ ,3r=4 (24.54) 


最 后 我 们 把 上 面 得 到 的 关于 根 的 性 质 的 主要 结果 写成 如 下 
定理 ， 这 些 定理 都 是 对 半 单 李 代数 而 言 的 。 | 
定理 1 根 的 集合 张 成 一 个 ! 维 的 实 欧 氏 空间 〈 /! 是 李 代 
数 的 秩 ) 。 
定理 2 若是 一 非 零 根 ， 则 (-a) 也 是 根 ,但 士 24, 圭 34， 
"yg 都 不 是 根 。 : 
定理 3 车 bp 和 a( 关 0) 是 根 ， 则 2(a,B)/(a,a) 是 整数 ,而 
且 B- [2(a,B)/(a,a)ja 是 根 。 
定理 4 任 二 非 零 根 的 夹 角 w 和 长 度 比 只 能 取 下 列 数值 
cosp 一 士 Yr /2 +=0,1,2,3,4 
Vr, r=1,2,3 
1 ， 当 rf 二 4 
”24.4 标准 基 的 对 易 式 ”结构 常数 
在 前 面 的 讨论 中 , 已 经 求 得 (并 利用 ) 了 半 单 李 代 数 的 标 
: 淮 基 { 态 ;, 肪 ,,…, 玉 !，。,Ep,…,,} 的 对 易 关 系 ， 现 将 它们 
:集中 罗列 于 下 
[Hi,H;]=0 (i,1=1,2,.,1) 


7 三 


[Hi:,E.]= os。 
’ [EB,.,E..]=a'H, (24.55) 
NpEcrp, 当 (a+B) 是 非 零 根 
E,.,Eesl= 
[BEol= “(a+ 如) 不 是 相 
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与 此 相应 的 ， 在 标准 基 下 ， 半 单 李 代 数 的 结构 常数 有 公式 


T 一 
Pr 了 
cia= Qi6s 


CQ 一 了 


‘C5 .0= (24.56) 
Co,- | 。 ,t=p 

加 和 

0 ,rzat+p 


在 以 上 的 对 易 式 和 结构 常数 中 ， 除 sp 外 ， 都 是 由 根 的 分 量 明 
显 给 定 的 。 实 际 上 六 op 也 是 由 根 < 和 的 信息 决定 的 ， 下 面 的 
工作 就 是 要 导出 这 个 关系 的 明显 表达 式 。 
规范 化 条 件 (24.33) 不 足以 完全 确定 标准 基 丈 <， 例 如 五 := 

1. 瑟 * 也 可 满足 (五 六 玖 := 一 1， 只 需 令 4.4 -= 1。 所 以 满足 归 范 
条 件 224.33) 的 标准 基 矢 的 不 确定 性 ， 是 可 以 次 一 个 满足 以 下 
条 件 的 常数 因子 4 

Md-a=1 | (24.57) 
到 目前 为 止 ， 这 个 4 还 是 可 以 选择 的 。 这 一 任意 性 ， 也 表现 在 
结构 常数 Vups 中 。 由 (24.55 :容易 看 出 ， 对 于 基 包 ; 二 AoEa， 常 
数 六 6 为 

Nig= Na (24.58) 


即 当 五 * 乘 以 je 时 ，Wap 要 乘 以 如 ho/4ore， 因 而 通过 调整 4 可 以 
适当 妇 范 .op. 
对 根系 {a} 作 如 下 变换 
Qa——>0'—= -a (24.59) 
由 于 根 是 以 十 < 的 形式 成 对 出 现 的 ,所 以 在 变换 (24.59) 下 ， 
根系 是 不 变 的 。 因 此 , 基 {-Eo')} 的 对 易 式 应 与 基 {上 4== ho 上 o) 的 
对 易 式 相同 (结构 相同 )，4. 是 满足 (24.57) 的 常数 〔( 注 意 已 不 
能 任 选 )。 由 
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[-Ea',-Ep’]= (~N og') (~F ot1p') .. 


[Ei, Ep] =de AdeN,, E'sp 
Ma+p 


得 到 
eT Na,p (24.60) 
令 和 一 VV 各， 则 有 (264.o)? 一 44。 一 1。 取 464-。 一 1 ， 则 基 
矢 (属于 根 w 的 ) = 4。Ea 仍 满足 归 范 化 条 件 (24.33)。 与 8。 
相应 的 广 。o 为 
Nag 一 4a4e Noy 
4.58 
代入 (24.60) 得 
让。 一 -4o4p MasBN op 
Aatp “ 
-ev Ln, 
Aahp A (ap) 


这 就 证 明了 ， 通 过 调整 待定 常数 的 办 法 ， 总 可 选 出 属于 根 < 的 
基 矢 五 <， 它 满足 条 件 (24.33) ， 并 使 结构 常数 具有 如 下 性质 

JVop=-N_。 6 (24.61) 

另 一 方面 ， 利 用 公式 (24.25) ， 有 恒等式 
({[EL,, Egs],E,,.a)=([E,,s, EF.,],E.;) 

其 中 [E-,， Eel=N._, pF-_(arp)) [Earp, Es]=- [EE.,, 
co4p] 二 -Nos+eEBe， 代 入 上 式 化 为 

Na pC(Eicarps Ecarp))=-N.aare(Eg, E -p) 
但 在 归 范 条 件 (24:33) 下 ， 上 式 中 的 标 积 都 等 于 1， 从 而 有 有 
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Ns p=-N ,arp (24.62) 
总 之 ， 在 适当 的 妇 范 基 下 ， 结构 常数 入 。,z 有 性 质 
Ne=-Npo=-N_。 pp 一 人 arp (24.63) 
最 后 ， 利 用 这 一 结果 可 将 (24.49) 写 为 
(Ns) = Bt (a, 0) (24.64) 
/ 
Nt | eo . (24.65) 


其 中 各 个 Nop 的 符号 的 取 法 应 由 (24.63) 限 定 ， 而 p 和 g 分 别 为 
使 - pa 和 Bh +ga 是 根 的 最 大 非 负 整 数 。 当 根系 已 知 时 ，p 和 gq 
容易 由 根 a 和 Bp 定 出 ， 从 而 由 (24.65) 便 可 算出 结构 常数 Nop 。 

24.5” 根 图 与 分 类 

前 面 的 结果 表明 ， 半 单 李 代 数 的 结构 常数 可 由 它 的 根系 完 
全 决定 。 从 而 不 难 理解 ， 有 相同 的 根系 的 两 个 半 单 李 代 数 必 有 同 
构 ; 反之 亦 然 。 如 果 两 个 根系 通过 空间 .多 中 的 旋转 或 反 演 操作 
可 以 重合 ， 则 二 者 可 被 认为 是 本 质 上 相同 的 ， 因 为 它们 的 差别 
可 通过 坐标 系 的 不 同 取 法 来 抵消 ， 而 李 代数 的 结构 是 与 多 内 坐 
标 系 的 取 法 无 关 的 。 这 样 的 两 个 根系 可 称 为 是 合同 的 。 使 用 合 
同一 词 ， 可 把 上 面 的 结论 更 准确 地 表 为 ， 两 个 半 单 李 代数 同 梅 
的 充 要 条 件 是 它们 的 根系 合同 。 这 样 ， 我 们 就 能 将 半 单 李 代数 
的 分 类 问题 归结 为 将 它们 的 根系 分 类 的 问题 。 如 果 能 够 作出 所 
有 不 同 (不 合同 ) 的 根系 ， 即 可 算出 相应 的 结 构 常 数 (24.4 
节 ) ， 从 而 就 得 到 了 半 单 李 代 数 的 一 切 可 能 的 同 构 类 型 。 

范 。 德 ， 瓦 尔 登 (B.L.Van der Waerden) 给 出 一 种 图 解 
方法 ， 通 过 作出 一 切 可 能 的 根 向 量 图 实现 了 完全 的 分 类 。 这 种 
方法 的 依据 ， 是 关于 根 的 性 质 的 四 条 定理 (24.3 小 节 ) 对 根系 
所 加 的 限制 。 下 面 扼要 地 介绍 一 下 这 种 方法 。 
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(1) 1 秩 半 单 李 代 数 | 
这 时 根系 张 成 1 维 空间 ， 只 有 一 个 线性 独立 的 根 。 设 < 是 
一 根 ， 则 其 余 的 根 8 必 与 a 共 线 ， 有 cosp 二 土 1。 由 (24.53)， 
r 二 4, 由 (24.54), (8,P) 二 (a,a)。 所 以 ,8 二 士 a, 即 根系 由 两 
_ ， 个 非 零 根 a 和 ~a 组 成 ， 根 矢 图 如 
ee, 2 图 24.1 示 。 可 见 1 秩 的 半 单 李 代数 
只 有 1 个 同 构 类 型 ， 通常 记 作 41。 
图 24.1 1 秩 李 代数 的 要 图 。 由 (24.51) 得 
(4,09)= (a,9)+ (9,-0):=2(0, a)? 


(o,o)= 总 或 1 (oa， = 地 


这 类 李 代 数 的 标准 基 可 写 为 { 厅 , EE。,_。)， 其 对 易 关 系 (结构 
常数 ) 可 由 24.4 小 节 中 的 式 子 得 出 


[HE -iE 
[H,E Ee (24.66) 


\ [Bo Bo]= 


属于 4 型 的 熟知 的 李 代 数 有 so(3) 和 su(2) 

(2) 2 秩 半 单 李 代 数 

这 时 根系 张 成 一 个 2 维 欧 氏 空间 (平面 ) ， 有 两 个 线性 独 
立 的 根 (平面 矢量 ) c 和 8 ( 设 (o,a) 生 (PP)， 且 w 和 有 是 相 
邻 的 ) 。 按 关于 根 的 性 质 的 定理 4 ， 二 者 的 夹 角 和 长 度 比 只 能 
取 以 下 4 组 (2,7) 值 . 

(30°, WY 3),(45°, 2) 060 1),(90* ;不 定 )， 
2(a,)/(a,a) 和 2(a,B)/(B,B) 的 相应 值 为 
3,2,1,0 和 1,1,1,0 


i 
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由 xc 和 有 出 发 ， 应 用 定理 2 和 定理 3 便 可 生成 一 组 根 。 这 组 根 
中 ， 人 和 任 二 相 邻 根 的 夹 角 都 等 于 < 和 有 的 夹 角 ， 因 而 无 法 再 插入 
新 的 根 ， 从 而 知 生成 的 是 整个 根系 。 四 种 情况 下 的 根 图 如 图 
24.2 所 示 。 


D4 外 
图 24.2 ”2 秩 李 代 数 的 根 图 


2 秩 的 半 单 李 代数 只 有 这 四 种 不 同 的 同 构 类 型 。 它 们 的 维 数 分 
别 为 ，14, 10，8 ,6 。 : 本 

可 以 证 明 ， 若 一 半 单 李 代 数 的 根系 由 两 个 互相 正 交 的 子 根 
系 组 成 ， 则 这 个 李 代 数 等 于 以 两 个 子 系 为 根系 的 子 代数 的 直 
和 反之 亦 真 {151。 

由 以 上 这 一 命题 即 可 看 出 ，41,G。、Bs, 4; 都 是 单 的 ; 而 DD。 
不 是 单 的 ， 它 是 两 个 单 代数 4 与 4 的 直 和 。 

因 半 单 李 代数 都 是 由 单 李 代数 的 直 和 构成 的 ， 半 单 李 代 数 
的 分 类 问题 实际 上 可 归结 为 单 李 代 数 的 分 类 。 在 作 单 李 代 数 的 


hn 
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根 图 时 ， 可 只 考虑 那 种 不 能 分 为 两 个 正 交 部 分 的 图 形 。 

下 面 以 4; 为 例 ， 由 根系 作出 李 代数 的 结构 。 

由 (24.51) 可 算出 根 笑 的 长 度 WW (a, 4)=1/V 3 ,在 下 图 所 
示 的 坐标 系 下 ， 六 个 根 矢 的 坐标 可 写 为 (只 4 写 出 三 个 ， 见 图 
24.3) 


1 2 二 2 .7 计 (1,MV 3) 


/ 83 
“ga+p= = ,0) 


(24.67) 
4 的 标准 基 为 {Hi， 五 :， 


图 24.3 A 的 根 


巨 _(o4p)) ,由 (24.65) 和 (24.63) 可 写 出 结构 常数 No,p 等 。 对 a 和 
pb, 有 P==0,g==1， 从 而 得 


,1 
N op G6 
上 式 中 对 (24.65) 取 了 正 号 ,其 他 常数 的 符号 应 由 (24.63) 限 定 、 
有 . . + 


; 。 7 1 
oae- 一 -人 — G90+ =~—Ne 二 一 一 
Bb hb sp ~/ 6 
1 
Nga p=—N piatrp 一 -po 一 人 op 一 一 -7 
N ,=--N so -i 
~a3-p ayp ~ 6 
于 是 4 的 标准 基 的 对 易 式 可 写 为 


p= (VD) . 


Eo, Eo, Ep, Ep, Erps 


A 
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1 


[FH'i, Hy]=0, 
[天 := 十 


1 
[H', Esp]=+ a 3Ep 


[FH Earps)] = Ep 


[H.,, Erel=+ Es 


[H,, Eip]= 干 六 E sp 


[H;, Ese:p,) ]= 


[Eap, E(tp) |]= 


[LEEo]= -天 


0 


baip 


1 
Va 


[E。, Earp]=[E., E.gs]=0 


[E.,, E.g]=-—— 


[Eg, Ea gp] =0 


1 
| [Eo, Ee]=- EE-e 
; [Eo, Es]=[E.,, Ew,p)]=0 
1 
: Ea, orBl 一 一 人 
' [Bo, Eore] TeEs 


名 
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| 1 
[Es, Pye 


[E. p; Batp] =-- 万 a 
[E.p, Ea:p]=0 
注意 ， 在 所 取 的 坐标 系 {el,e:} 下 ， 史 的 度 规 张 量 具有 标准 形 
起 、 
091 二 (el 6j) 二 0i; (24.69) 
所 有 根 矢量 的 协 变 分 量 与 逆 变 分 量 是 相同 的 。 
(3) /1 效 ( [之 3) 的 单 李 代数 
高 秩 ( ! 之 3 ) 的 单 李 代 数 的 根系 图 ， 可 以 通过 将 2 维 图 形 
《1 = 2 ) 向 高 维 空间 推广 来 获得 。 这 里 只 能 介绍 一 下 这 种 推广 
四 方法 和 结果 。 
基 te ese) 使 其 如 下 归 范 化 


(eiy ef) 一 B64 


则 6 个 共 面 (多 2) 矢 量 {(ei- ef): i,j=1,2,3} 恰 好 构成 4, 的 根 
系 。 推 广 到 1 秩 的 情形 ， 应 在 (1+1) 维 欧 氏 空间 .pi 中 取 归 范 


Ys 基 {el， eg 1 Cr) 4 


(ei, es) 一 


1 ， 
TEFL (24.70) 
矢量 组 

{(e:~ ey)e 1,7 二 1,2,..,1+1)} . (24.71) 


张 成 一 个 1 维 平面 .多 ， ( 它 过 原点 且 垂 直 于 矢量 马 ef) 。 ( 24.71) 
中 含有 1 (1+1) 个 矢量 ,形成 / 获 音 李 代 数 的 一 个 可 能 的 根系 


它 所 决定 的 单 李 代数 记 作 41。 Ka 4 的 维 数 为 
n= ttiI(+D)= =({+ 1)?-~ (24.72) . 
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B, 的 推广 。 在 .多 :中 取 归 范 基 {e1, ez】 
(e107) = 00 
则 B 的 根系 为 《8 个 根 ) 
{ 士 2 士 2?， ( 士 el 士 ea))] 
(对 照 B, 的 根 图 ) 。 推 广 到 ! 秩 的 情形 ， 应 在 多 中 取 归 范 基 


{eliye2… ,C1} 


(ei, 6f) = 0 (24.73) 


1 3 
则 矢量 组 
{+e, ( 士 e 士 ef): i<f, ifi=1,2,., 1} 
(24.74) 
为 了 秩 单 李 代 数 的 另 一 种 可 能 的 根系 ， 相 应 的 单 李 代 数 记 作 
Bi。 其 中 含有 21+21(1 一 1)==2f? 个 根 ， 所 以 Bi 的 维 数 为 
n=[ 十 2 二 1(2!1 二 1) (24.75) 
CO, 的 推广 。Cs 的 根 图 为 B, 的 根 图 转动 45”， 所 以 B, 实 Cs。 
因而 C; 的 推广 实 为 B 的 另 一 种 可 能 的 推广 。 仍 从 C; 的 根 图 出 
发 ， 在 基 {e,ey} 


=15,, 
(ei, €3) T2073 


之 下 ，C; 的 根系 可 表 为 ( 参 芳 8B, 的 根 图 ) 
{ 士 2ej, 士 2e;,( 士 ei 士 e;)} 
推广 到 7 秩 的 情形 ,在 多 1 中 取 归 范 基 {ei,es,…,e1) 
(ei, es) = (24.76) 
则 矢量 组 
{ 士 2 (十 et 士 ef) i<I,i, j=1,2,., () 
” (24.77) 


-全 
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为 1 秩 单 李 代数 的 第 三 种 可 能 的 根系 , 相应 的 单 李 代 数 记 作 Ci。 
人 C1: 的 维 数 与 8, 的 相同 . 
0 一 1(21 十 1) | (24.78) 
DD: 的 推广 。 在 平面 多 。 上 取 基 {ei, eo} ， 


1 
(ei, es) = 0 


虽 刀 :的 根系 能 写 为 〈 见 万 ,的 根 图 ) 
{( 士 el 士 ez )} 
推广 到 1 秩 的 情形 ， 在 多! 中 取 基 {ei ,es,…,el} 


(e107) =77 0 (24.79) 
则 矢量 组 

{(+teitey);: i<I, i,j=1,2,.,1) (24.80) 
为 1 秩 单 李 代 数 的 第 四 种 可 能 的 根系 ， 相 应 的 李 代 数 记 作 万 ,，。 
根系 (24.80) 中 有 21 (1 -1) 个 根 ， 所 以 刀 , 的 维 数 为 


na=1+21(1-1)=1(21-1) < (24.81) 
在 1 = 3 的 情形 有 一 个 重复 
43 宕 站 ， (24.82) 


这 可 从 它们 的 根系 看 出 。 这 两 个 根系 中 根 矢 的 长 度 都 等 于 1/2， 
都 含有 12 个 根 矢 ， 其 分 布 都 如 图 


好 24.4 所 示 。 因 而 二 者 是 合同 的 。 < 一 
图 24.4 是 在 半径 为 1/2 的 球面 
上 以 两 两 相同 的 夹 角 画 出 四 个 大 
圆 ，12 个 交点 便 是 12 个 根 矢 的 末 


上 述 的 推广 还 没有 穷尽 秩 数 大 XX) 


.于 2 的 单 李 代 数 ， 剩 下 来 的 有 以 下 


四 种 同 构 类 型 。 AD; 的 根 灯 ( 根 的 分 布 ) 
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严 ， 它 的 根系 为 妃 , 的 根系 再 加 入 另外 16 个 根 矢 
上 ee 士 ey 士 es :oj| (24.83) 


共有 32++16==48 个 根 。 所 以 ,是 4 秩 52 维 的 。 
下 它 的 根系 为 4 的 根系 再 加 入 另外 42 个 根 矢 


[ie bototetatet 坟 | 


(24.84) 
其 中 小 括号 内 三 项 取 正 号 三 项 取 负 号 。 总 共有 30 十 42=72 个 非 : 
零 根 。 五 ,是 6 秩 78 维 的 。 
五 ; 它 的 根系 为 4 的 根系 再 加 入 另外 70 个 根 矢 


上 as es testes testesterten)| 


(24.85) 
其 中 小 插 号 内 四 项 取 正 号 四 项 取 负 号 。 因 而 ;共有 56 十 70== 
126 个 非 零 根 ， 它 是 7 秩 133 维 的 单 代 数 。 
玉 。 它 的 根系 为 已 的 根系 再 加 入 另外 128 个 根 矢 


(eateteetatete | (24.86) 


其 中 小 括号 内 取 侦 数 个 正 号 。 所 以 Es 的 根系 包含 112 +128= 
240 个 根 ， 它 是 8 秩 248 维 的 单 代数 。 
至 此 我 们 已 经 得 到 了 单 李 代数 的 一 切 同 构 类 型 ， 它们 由 四 

系 典型 李 代 数 

Aill>1), BC Di(I23) 
和 五 个 例外 李 代 数 

Ga, Fs, Ee, E', Es 
所 取 尽 。 其 中 

A 宇 BC, BC,, A,sD, 


we 
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( 半 单 代数 九 : 不 是 单 的 , 故 未 算 在 内 ) 。 由 于 所 有 这 些 单 李 代 
数 的 根系 已 经 知道 ， 原 则 上 就 可 以 写 出 它们 的 结构 常数 (或 标 
准 基 的 对 易 式 ) 。 换 言 之 ， 这 些 单 代数 的 结构 都 是 已 知 的 。 因 
为 半 单 代数 是 单 代数 的 直 和 ， 所 以 半 单 李 代 数 的 结构 和 分 类 问 
题 也 随 之 解决 。 

24.6 单纯 根 和 邓 人 金 (Dynkin) 图 

范 ， 德 .瓦尔 登 的 根 图 ， 对 秩 数 不 大 于 2 的 单 李 代 数 的 根 
系 ， 给 出 了 一 种 简洁 的 描述 。 但 对 于 / 之 3 的 情况 ， 这 种 描述 
就 比较 复杂 了 。 邓 金 给 出 了 一 种 更 为 优越 的 描述 方法 ， 使 得 在 
! 之 3 情况 下 的 根系 也 可 用 二 维 图 形 表 示 出 来 ， 称 为 邓 金 图 。 
由 它 容易 得 到 根 和 失 的 完全 集合 及 有 关 根 的 长 度 和 夹 角 的 所 有 信 
息 。 

由 于 根系 中 的 根 都 是 以 士 a 的 形式 成 对 出 现 的 ， 只 要 在 每 
一 对 中 任 取 一 个 被 称 为 正 根 的， 就 足以 确定 整个 根系 。 这 需要 
一 种 规则 ， 以 鲁 将 两 个 反 号 根 中 之 一 定义 为 正 根 。 借 助 于 空间 


多 的 任意 一 组 基 ， 可 以 给 出 这 样 的 规则 ， 在 任意 取 定 的 基 下 ，- 
第 一 个 非 零 分 量 (坐标 ) 取 正 值 的 根 称 为 正 根 ， 常 用 a+ 表示 


根 “ 是正 的 。 显 然 ， 任 意 根 系 中 都 有 一 半 正 根 。 正 根 乘 以 正 数 
仍 为 正和 撩 第 一 个 非 零 分 量 取 正 值 的 矢量 ) ， 两 个 正 根 之 和 也 
是 正 矢 。 _ 
.一 个 正 根 ， 如 果 它 不 能 分 解 为 两 个 正 根 之 和 ， 则 称 为 单纯 
根 。 单 纯 根 的 集合 常 记 为 了 。 石 是 根系 的 非常 重要 的 子 集 ， 它 
含有 关于 根系 的 所 有 基本 信息 。 从 而 要 条 的 分 类 问题 交 被 科 化 
为 1 的 分 类 问题 ， 而 后 者 可 由 二 维 的 邓 金 图 描述 。 

单纯 根 具 有 下 列 简单 性 质 。 

1” 任 二 单纯 根 之 差 不 是 正 根 ， 因 而 也 不 是 单纯 根 。 

因 车 a, PE 万 ， 而 ac- p=y 是 正 根 ， 则 a 可 写 为 二 正 根 
和 ? 之 和 ， 与 的 单纯 性 相抵 。 
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2” 任 二 单纯 根 的 标 积 是 非 正 数 ， 即 
a, P(Aa) EID, PSO 

因 若 (g,B)>0， 则 整数 2(a,PB)/(a,a) 之 1， 因 而 (6 一 4) 
与 -(8 -a)=(a-B) 都 是 根 ((8-&) 在 B 的 a 根 列 之 中 ) 且 有 
一 个 是 正 根 ， 这 与 1" 相 抵 。 

3” 单纯 根系 是 线性 无 关 组 。 

假如 {a ,6 ,YY ,，…}) = 了 是 相关 的 , 则 有 不 全 为 零 的 数 c4， 
cp;…, 使 . 

Cag +ecsp tesp+ .=0 
因 正 根 的 正 系数 组 合 仍 为 正 矢 (了 0), 负 系 数组 合 也 不 为 零 ， 故 
上 式 中 的 系数 必 有 正 有 负 。 将 所 有 负 系 数 项 移 至 等 号 右边 ， 则 
得 

2 一 志 1 
4,v 都 是 单纯 根 的 正 系数 组 合 ， 由 2° 知 

(u,v0) 0 
这 与 ( 见 (24.51)) 
(uv)=(u,4) >0, uF0 

相抵 。 
4" 每 个 正 根 都 可 写 为 

3 

EYE 


其 中 mo 是 非 负 整数 。 
设 B 为 一 正 根 ， 它 若是 单纯 的 ， 则 可 写 为 上 面 的 形式 ， 否 
则 可 分 解 为 正 根 之 和 有 =y 十 7'。 将 这 种 分 解 继续 下 去 ， 到 不 
能 再 分 解 时 ，A 便 写 为 一 些 单纯 根 之 和 ， 整 理 后 就 是 上 面 的 形 
式 。 
既然 所 有 正 根 都 可 表 为 单纯 根 的 组 合 ， 则 任意 根 都 能 如 
此 。 由 此 和 性 质 3"， 又 知 ， 


和 
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5” 对 于 1/ 秩 的 半 单 李 代数 ， 恰 好 有 /个 单纯 根 ， 它 们 构 
成 空间 .多 的 一 组 基 。 四 

由 性 质 2" 和 24.3 节 中 的 定理 4 又 有 : 

6 任 二 单纯 根 的 夹 角 p 和 长 度 比 7 只 能 取 下 列 数值 (wpP， 
7 ) 

(90" ,不定 ) , (120",1),(135",1 2),(150°,y 3) 

由 .上述 这 些 基本 性 质 出 发 ， 不 难 引出 另外 一 些 进一步 的 有 
用 结果 。 例 如 ， 

7” 任意 单 李 代 数 ， 基 单纯 根 最 多 有 两 种 不 同 的 长 度 5151。 

邓 金 图 直接 描述 的 是 单纯 根系 ， 单纯 根 的 个 数 ， 它 们 的 相 
对 长 度 ， 以 及 两 两 之 闻 的 夹 角 。 而 单纯 根系 决定 着 (生成) 完 
全 根系 ， 从 而 决定 着 相应 的 李 代 数 。 因 而 邓 金 图 是 标记 单 或 半 
单 李 代数 的 结构 的 非常 方便 的 工具 。 邓 金 图 的 定义 是 ,以 一 个 
黑 点 表示 一 个 较 短 的 单纯 根 ， 以 一 个 小 圈 表 示 一 个 较 长 的 单纯 
根 用 点 或 圈 之 间 连 线 的 条 数 0 ,1,2 和 3 ， 分 别 表示 两 个 根 
之 间 的 夹 角 为 90”,120",135" 和 i50°。 例 如 ， 在 图 24.3.4;, 的 根 
图 中 ， 在 所 示 的 基 下 ， 三 个 正 根 为 a, 6, (g++B)， 其 中 的 单纯 
根 是 wx 和 有 (读者 应 以 此 例 对 照 前 面 的 一 般 概念 并 验证 性 质 
1 一 7”) ， 因 而 其 邓 金 图 为 0 一 一 oO。 类 似 地 由 Gs、B 和 D; 的 
根 图 也 可 画 出 它们 的 邓 金 图 ( 试 找 出 这 些 根 图 中 的 正 根 和 单纯 


》 根 ) ， 如 图 24.5 所 示 。 


[二 0 一 一 一 -0 C3 oO O 〇 
{2 fs B; 万: 
图 24.5 2 秩 李 代数 的 邓 金 图 
显然 ， 如 果 邓 金 图 是 不 连通 的 ， 就 表明 单纯 根系 是 由 几 个 互相 
正 交 的 子 系 组 成 (因而 完全 根系 也 如 此 ) ， 每 个 连通 子 系 确定 
一 个 单 代数 ， 而 原 半 单 代数 是 这 些 单 代数 的 直 和 。 所 以 ,; 为 了 
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作出 单 代数 的 邓 金 图 ， 应 只 考虑 连通 图 形 。 . 

前 画 讨 论 过 的 单纯 根系 的 一 些 性 质 ， 将 导致 对 邓 金 图 的 种 
种 限制 。 在 这 些 限制 下 能 作出 的 邓 金 图 是 有 限 的 ， 结 果 只 有 以 、 
下 连通 类 型 ， 它 们 正好 穷尽 全 部 单 李 代 数 ( 见 图 24.6) 


Aill>1) 9 一 o- 一 0o---o Ga GE=» 


Bi(ll>2) OO—0---0® Es ~ 


C1i(l>3) 一 全 一 0 一 -9 一-D E: Oo oO- 0 _ ao 
Di(l>4) 0- Fs 


图 24.6 单纯 李 代 数 的 邓 金 图 
24.7 典型 群 
在 8.1 节 中 ， 曾 列举 了 ( 例 3) 完全 线性 群 GL(n) 的 几 个 
重要 子 群 。 特 殊 线性 群 〈 么 模 线 性 群 ) SL(n)， 过 正 群 UU(n)， 
特殊 么 正 群 SU (n)， 正 交 群 O(n) ， 特 殊 正 交 群 SO(Cn) 。 此 外 
GL (n) 还 有 两 种 比较 重要 的 子 群 ， 辛 群 5,(2n) 和 洛 伦 兹 群 
O(p,qg), SO(p, 9)。 
Sp(2n)= {A: AEGL(2n), AK,A= K,) 
天 -<( 人 有 
"一 7T， 0/ : 71, 是 nxzn 的 单位 方 阵 


O(p,9)={A; AEGL(p+9), AJp.aA= 9p.0) 


J pg -(” ) 
0 -1, 


SO(p,g)={A; AEO(p, 09), det A=1) 
这 些 群 作为 n 维 (或 (p+9) 维 ,2n 维 ) 空间 上 的 线性 变换 ， 
其 特征 是 使 某 一 特定 的 双 线 性 形 开 (iu o) 保持 不 变 。 说 明 这 一 


名 


-- 
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特征 与 对 其 矩阵 特征 的 刻画 是 等 价 的 。 
Uln), SUCn): K(u,v) =uv + Uv + + nvUn™ 
O(n), SO(n): K(u,v)=uv1+ uve + UnUn 


p p+i+da 
O(p,g), SO(p,g): KOw= Suvi- 2 wv 
i=1 f=p+1 
1 2n 
Sp(2n): K (u,v)= 2 Wivnti— 2 UiVi_n 
i=1 i=n+1 


= 2 (uivnri ~ Untivt) 
t=1 
此 外 ， 线 性 变换 所 作用 的 空间 (或 其 矩阵 ) 可 以 是 复 的 或 实 的 ， 
这 两 种 情况 下 相应 的 线性 群 也 是 不 同 的 ， 通 常用 符号 C 和 RR 来 
区 分 。 例 如 ,SL(n, 忆 ) 表 nn 维 实 乏 模 矩 阵 群 ，O(n,C) 为 n 维 复 
交 和 矩阵 群 ， 等 等 。 有 了 时 采用 O (n) =O(n,R), .SO (n)=SO 
(n, 情 ) 和 GL(n)= 二 GL(n,C)，SL(n)=SL(n,C) 这 样 的 简单 记 
法 。 . 
上 述 这 些 群 常 被 称 为 古典 线性 群 或 典型 群 。 从 物理 的 角度 
看 ， 这 是 一 批 很 重要 的 群 。 它 们 当中 的 GL(n) 和 U (n) 不 是 半 
单 的 (因为 它们 显然 存在 阿 贝 尔 不 变 子 群 一 一 由 单位 矩阵 的 倍 
数组 成 )， 但 可 以 分 解 为 一 个 半 单 群 (SL(n), SU(n)) 和 一 个 
条 中 尔 群 的 直 积 ， 因 而 也 具有 半 单 群 的 许多 性 质 。U (n), SU 
(4), O(n),SO(n) 和 Sp(2n) = 二 U(2n) 站 $,(2n,C)( 称 西 辛 群 ) 


、 是 紧 致 的 除了 GL(n, R), O(n), O(n,C) 和 Ol(p, 9), SO(p, g) 
之 外 ， 都 是 连通 的 。 下 面 来 研究 半 单 的 连通 群 的 李 代 数 。 


先 考 虑 9 志 (z) 的 李 代 数 s1(na)。 在 单位 元 的 邻 域 ，S (nm) 
的 元 可 写 为 g 二 e”， 注 意 到 矩阵 公式 
dete4=e@e!t'4 (24.87) 
可 知 ， 
detg=1<-=>trv=0 
可 见 s1(n) 由 所 有 迹 为 零 的 n 阶 矩阵 构成 ， 即 有 
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siI(n)= {A: 1rA=0) . (24.88) 
s1(n) 的 维 数 显 然 是 mn? 一 1 (A 是 nxww 的 矩阵 ， 只 有 一 个 迹 为 零 
的 限制 ) 。 取 菇 如 下 ， 以 ij 表示 1 行 7 列 上 的 元 为 1 而 其 余 
的 元 为 零 的 矩阵 ， 则 有 迹 为 零 的 如 下 一 些 矩 阵 


Hi=Xu- EXu, i=1,2, .hn (24.89) 
Ep=Xp kl, k,l= 1,2, "Nn (24.90) 

(24.89) 中 的 ”个 矩阵 显然 是 互 易 的 
LHi,H,]=0 (24.91) 


它们 张 成 #1( 台 的 一 个 1= (x -1) 维 的 可 换 子 代数 。 维 数 可 这 样 
得 出 


SH,=0 (24.92) 
表明 ”个 如 ;是 相关 的 ， 但 能 组 合 出 含 (”- 1) 个 矢量 的 无 关 组 
{CHi- Hi,i): 1=1,2,.%,n-1} (24.93) 
利用 (Xi;} 的 对 易 式 
[Xi Kigp]=6r Xi -OriX ey (214.9.1) 
容易 证 明 ， 每 个 琅 sy 是 {1, 从,,…, 从,} 的 共同 本 征 撩 
RiEn=[Hi, Enl=0{h, DE, (24.95) 
本 征 值 〈 根 矢 ) 为 
a{k,l)=e(k) -~ el(l) (24.96) 
矢量 e(R) 的 分 量 为 
ei(R) 一 0 (24.97) 


这 就 证 明了 ，( 人 La 五。 …, 五 } 张 成 Wo 的 一 个 嘉 当 子 代数 ， 
其 维 数 为 /二 n 一 1; (好 一 轨 个 蜂 零 矢量 (24.96) 是 相应 的 根系 
(24.93) 和 /7!24.90) 是 s1) 的 一 组 标准 基 。 
由 (24.97) 看 出 ， 矢 量 组 {e(&)，R&=1,2,…,%] 张 成 一 个 
?一 (11) 维 空间 .多 4,1， 因 而 根 和 失 (24.96) 都 是 这 个 空间 中 的 
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矢量 。 但 根 矢量 “满足 


所 以 它们 都 在 多 的 由 如 下 坐标 方程 | 
p34 =0 (24.98) 


所 定义 的 一 个 工 维 子 空间 〈 / 维 平面 ) 内。 这 个 子 空间 .9; 就 
是 根基 所 张 成 的 实 欧 氏 空间 。 按 前 面 的 一 般 结 果 ，. 多 : 的 度 规 
张 量 需 使 多 :中 任意 矢量 的 自 标 积 满足 (24.51)， 即 有 

(0) 一 训 (CR 人 2 (24.99) 


其 中 zE 多 i 或 YE 多 14! 有 旧 满 足 (24.98)。 我 们 也 可 以 将 多 i 看 
成 一 个 实 殉 氏 空 间 ， 这 时 多 i 1 的 度 规 必 须 以 多 , 的 度 规 为 其 在 
子 空间 中 的 缩小 ， 即 :中 的 矢量 在 多 ! 中 的 标 积 与 在 .多 w1 中 的 
相间 。 因 此 , (24.99) 中 的 标 积 也 可 以 理解 为 在 多 i 中 的 标 积 ， 
所 以 可 用 多 1 的 度 规 张 量 giy 来 表示 。 在 多 :中 采用 写 出 e(k) 
的 分 量 (24.97) 的 那个 坐标 系 ， 将 (24.96) 和 (24.97) 代入 
(24.99)， 经 简单 运算 得 到 


2 
(911— 2n6013) xX!=-2 ( 之 zj 
i=1 


: 91s=2n61y (24.100) 
是 上 方程 的 解 。 因 为 这 时 有 | 


-了 
ri—= giirj= pt 


27'= 一 过 3zt=0 


因而 方程 的 有 缮 也 为 等。 入 
最 后 ， 由 .多 1;+ 的 度 规 张 量 (24. 100)， 可 每 出 罗 中 的 多 


Fr 


量 组 ( 基 ) {fe(A)} 的 归 范 化 条 件 
(e(k),e(l))= g'/e(hk)es(!) ' 
=6u = 区 7 TET (24.101) 
把 (24.96) 和 (24.101) 与 (24.71) 和 (24.70) 对 照 ， 即 可 看 出 
s1(n) 的 根系 与 4 = 4。 的 根系 相同 。 于 是 得 
s(n) 三 4 1 (24.102) 
现在 在 si(n) 中 取 一 组 标准 基 
Hi= Xu Kivirs f=1,2,.,n—1 
[gx kzl hk,l=1,2,.,n 
| 作 基 矢 变换 
五 =， i=1,2,…,n—1 
Un=En- Ey kl, k,l=1,2,.…,n 
玉生 一 AVI 十 五 /站 kl, k,l=1,2,.,n 
(24.104) 


(24.103) 


新 的 基 矢 都 是 反 尼 米 的 和 矩阵， 
CD 和 -UP 一 -7 
所 以 它们 所 有 的 实 系数 的 线性 组 合 也 是 反 厄 米 矩 阵 ,又 ,容易 写 
出 新 基 的 对 易 式 , 从 中 可 以 看 出 , 在 新 基 下 结构 常数 也 是 实 的 。 
从 而 可 知 ， 由 新 基 (24.104) 的 一 切实 系数 组 合 ， 可 以 形成 一 个 
实 的 李 代数 ， 其 秩 和 维 数 与 si(n) 的 相同 。 这 个 实 代数 由 所 有 让 < 
迹 为 零 的 反 厄 米 矩 阵 组 成 ， 它 显然 是 典型 群 SU(m) 的 李 代 数 一 
sw) 。 事 实 上 ，SU(n) 由 么 模 么 正 矩 阵 组 成 ， 而 e4 为 么 正 的 
充 要 条 件 是 ， .4 为 反 厄 米 的 。 所 以 
su(n)={A,: tr4=0,4+=-4] (24.105) 

一 般 地 ， 任 一 半 单 的 〈 复 ) 李 代 数 宛 ， 如 前 所 证 ， 在 标准 
基 下 的 结构 常数 是 实 的 ， 从 而 在 由 变换 (24.104) 所 确定 的 新 基 
下 ， 其 结构 常数 也 是 实 的 。 这 样 ， 新 基 (hk/ 表 a，1k 表 -a, A>/ 
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表 c 是 正 根 ) 的 所 有 实 系 数组 合 ， 带 着 原 结构 常数 ， 便 形成 一 
个 实 李 代数 。 这 个 李 代数 与 和 有 一 组 共同 基 (24.104) 和 在 此 基 
下 的 共同 结构 常数 ， 因 而 与 是 同 秩 同 维 的 ( 称 为 的 实 形 )。 
可 以 证 明 ， 这 样 得 到 的 实 李 代数 生成 的 实 李 群 是 紧 致 的 ， 因 而 
称 为 紧 ( 致 ) 李 代 数 [13][151。 所 以 ， 按 上 述 方 式 由 多 得 到 的 实 
李 代 数 是 之 的 紧 实 形 (还 存在 非 紧 的 实 形 ， 但 紧 实 形 是 唯一 
的 ) 。 而 之 称 为 它 的 实 形 的 复 扩 充 。 | 

由 2 乡 与 它 的 紧 实 形 具 有 带 有 同样 结构 常数 的 “共同 ” 基 这 
一 点 ， 容 易 推 断 ， 这 两 个 李 代 数 的 表示 也 有 相应 的 关系 ， 后 者 
可 由 前 者 按 类 似 的 方式 产生 ， 因 而 是 前 者 的 紧 实 形 ;， 并且 ， 表 
示 的 等 价 性 与 可 约 性 ， 对 于 两 者 是 一 致 的 。 困 此 ， 由 多 的 所 有 
不 可 约 表示 ， 即 可 得 到 它 的 紧 实 形 的 全 部 不 可 约 表 示 ， 反 之 亦 
然 (通过 复 扩 充 ) 。 

如 上 所 述 ， 我 们 可 以 说 ，su(n) 是 s1(n) 的 紧 实 形 。 

通过 类 似 于 对 s1(n) 和 su(n) 的 讨论 ， 同 样 可 以 证 明 ， 对 典 
型 群 SO(n,C)、Sp(2n,C)、SO(n)、,Sp(2n) 的 李 代 数 so(n, C)、 
sp(2n,C)、so(n)、sp(2n)， 有 ，so(n) 是 so(n,C) 的 紧 实 形 ， 
sp(2n) 是 sp(2n,C) 的 紧 实 形 ， 而 且 | 


so(2n+1,C) 二 Bn (24.106) 
sp(2n,C)=Cs (24.107) 
so(2n,C) 二 sD;, (24.108) 


可 见 ， 四 系 典 型 李 代 数 (及 其 紧 实 形 ) 都 是 典型 群 的 李 代 数 ， 
因而 得 名 。 

由 上 述 结果 可 知 ， 典 型 群 SL(n+1), SU(n+1), SO(n+ 
1,C), SO(n+1), Sp(2n,C), Sp(2n) (n=1,2,3,…) 中 除 $SO 
(4) 和 SO(4,C)( 即 D,) 之 外 ,都 是 单纯 的 ;而 那 两 个 群 只 是 半 单 
的 ， 且 有 (注意 ， 若 2 与 4 同 构 ， 则 它 们 的 紧 实 形 显然 也 同 
构 ) 局 部 同 构 
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SO(4,C)SO(3,C)x SO((3,C) (24.109) 
SO(U)SSO(3) x SO(3) (24.110) 
此 外 ， 还 有 同 构 关系 (局 部 ) . 
SU(2)=$0(3)=5p(2) (24.111) 
SL(2)S0i3,C)5p(2,C) (24.112) 
SO(5)Sp(4) (24.113) 
SO(5;:C) Sp(4, C) (24.114) 
SU (SSO(6) (24.115) 
SL(4)sSO(6,C) (24.116) 


应 当 指出 ， 通 当 说 的 维 李 群 都 是 指 n 维 实 李 群 ， 即 含 n 
个 独立 实 参 数 的 群 。 这 一 点 与 群 元 是 实 矩 阵 或 复 矩阵 无 关 。 例 
和 如，SU (2) 的 元 是 复 矩 阵 ， 但 它 是 3 维 实 李 群 ，SL(2) 的 元 也 
是 复 和 矩阵 ， 但 它 是 一 个 6 维 实 李 群 。 不过， 有 了 时 也 能 将 群 在 复 
数 域 中 参数 化 ， 含 有 mn 个 独立 复 参数 的 李 群 可 称 为 m 维 复 李 
群 。 例 如 ，SL'2) 的 元 是 2x 2 的 复 人 矩阵 ， 和 矩阵 元 是 4 个 复数 ， 
但 复方 程 de:4=1 使 得 这 4 个 复 参 数 中 只 有 3 个 独立 ， 所 以 SL 
《2) 也 可 看 作 是 一 个 3 维 的 复 李 群 (注意 SU(2) 不 可 能 成 为 复 
李 群 )。 一 个 m 维 的 复 李 群 总 可 看 作 是 2m 维 的 实 李 群 (一 个 
复 参数 由 两 个 实 参 数组 成 ) 。 李 群 的 参数 就 是 它 的 李 代数 的 举 
标 ， 因 而 实 mm 维 李 群 的 李 代 数 是 实 m 维 的 (但 实 李 代数 的 元 可 
以 是 复 矩 阵 ) ， 复 m 维 李 群 的 李 代数 是 复 m 维 的 。 同 样 ， 每 个 
m 维 的 复 李 代数 ， 可 以 看 作 是 2m 维 的 实 李 代数 (注意, 后 者 不 
区 前 者 的 实 形 ， 实 形 是 实 普 维 的 ) 。 在 本 群 论 中 ， 复 李 群 和 复 
李 代 数 的 概念 可 当 作 是 一 种 工具 。 因 为 ， 复 李 代数 的 处 理 要 比 
实 李 代数 方便 得 多 ， 特 别 是 关于 半 单 李 代 数 的 分 类 问题 。 上 面 
所 介绍 的 分 类 方法 和 结论 都 是 对 复 代数 而 言 的 ， 它 可 以 作为 更 
加 困难 的 实 代数 分 类 问题 的 引导 。 例 和 如， 利用 复 单 代数 分 类 的 
”结果 ， 可 以 直接 得 出 紧 的 实 单 代数 的 完全 分 类 , 这 已 如 前 所 述 。 
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总 之 ， 由 复 半 单 李 代 数 乡 的 结构 和 表示 ， 便 可 得 到 由 2 产 
生 的 那个 〈 局 部 ) 李 群 以 及 由 之 的 紧 实 形 产生 的 那个 紧 实 (局 
部 ) 李 群 的 结构 和 表示 。 而 复 半 单 李 代 数 的 结构 已 如 上 述 ， 是 
已 知 的 。 在 此 基础 上 ， 就 可 以 进一步 建立 起 关于 它们 的 表示 理 
论 ， 从 而 得 到 相应 的 李 群 的 表示 论 。 | 

最 后 请 读者 留意 ， 有 些 作者 将 四 系 典 型 李 代 数 A,、B,、 
Cs、DD: 分 别 与 su(n 十 1)、sol2n 二 1)、sp(2n)、so(2n) 等 同 起 来 
(或 与 群 SU (n+1) .SO(2n 十 1)、Sp(2n)、SO(C2n) 相 对 应 )， 
这 时 应 将 4 PC、 六, 理解 为 各 自 的 紧 实 形 。 


$ 25 半 单 李 芥 李 代数 的 表示 


25.1 例 ，SIL(2) 与 SU (2) 的 表示 | 

我 们 在 23.4 节 中 已 经 表明 ， 一 个 李 群 的 表示 可 由 它 的 李 代 
数 的 表示 通过 指数 映射 来 生成 ， 二 者 的 表示 空间 是 一 致 的 ， 因 
而 表示 的 可 约 性 与 等 价 性 等 概念 , 也 是 一 致 的 。 所 以 , 李 群 (局 
部 ) 的 表示 论 可 简化 为 李 代 数 的 表示 论 。 这 样 ， 除 差 一 指数 映 
射 外 ， 实 际 上 不 必 区 分 李 群 (局 部 ) 与 它 的 李 代 数 的 表示 。 注 
意 到 这 一 点 ， 以 下 讨论 中 所 提 到 的 表示 既是 李 群 (局 部 ) 的 也 
是 它 的 李 代 数 的 ， 就 不 再 处 处 指出 。 

在 进行 一 般 讨 论 之 前 ， 先 研究 一 个 简单 的 例子 。s1(2) 兰 
A 是 一 个 1 秩 单 李 代 数 ， 按 24.7 节 中 的 分 析 ，s1(2) 由 所 有 撑 
为 零 的 2x 2 的 复 和 矩阵 组 成 ， 它 是 复 3 维 的 。s1(2) 的 基 可 取 为 


=ava(, 1) (2 


0 一 
(25.1) 
其 对 易 式 为 


8§8 


[H, EA=- se- (25.2) 


| _ 1 

: [Eo El= FH 
对 照 24.5 节 中 关于 1 秩 代 数 的 结果 ， 可 见 (25.1) 正 是 s1( 2) 
衬 和 4 的 归 范 化 的 标准 基 ， 其 根 为 0, 士 4= 土 过， 如果 取 非 归 


范 的 标准 基 

再 [一 VE 克 2 万 。 忆 (二 2 万， (25.3) 
则 (25.2) 化 为 
[HI,EL]=E: 
[HI,E!']=-E!', (25.4) 
[E:,E!,]=2H, 
为 了 作出 s1(2) 的 不 可 约 表 示 ， 只 需 作出 满足 (25.4) 中 的 对 易 
关系 的 不 可 约 矩 阵 ( 算 子 ) 。 以 应 '， 亡 :， 户 ,表示 这 样 的 盾 阵 
( 算 子 ) 组 ， 则 有 
[B!,B]=Bb: 
[H{,B:]=-B!, (25.6) 
[Bi, Bb! ]=28! 
与 21.2 节 中 的 了 ,了 ,了 的 对 易 关 系 (21.9)，(21,10)， (21.11) 
对 着 ， 可 见 {B!, Bs, 启 与 {7 7 有 同样 的 对 易 式 。 完 
人 金 重 复 21.2 节 中 的 推演 ， 即 得 如 下 结果 ， 

复 3 维 李 代数 s1(2) 的 所 有 不 可 约 表示 由 量子 数 


1 3 
了 =0, 4 ,1,3.,.., ， 
0 二 ,1 ,本 (25.7) 


来 标记 ， 以 J 为 标记 的 不 可 约 表示 是 (27 +1) 维 的 ， {B11, Bs, 


me NA 
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下 的 矩阵 为 
“7 
| 7-1 0 | 
| _ 
A!= -2 | 
0 / 
-J 
10 ~v2J 
0 M227-1) 0 
Eb! = 0 和 
| ~ V37 
' 0 和 | (25.8) 
\ 0 
{ 0 
Va 0 
和 22 - DD 0 | 
0 M2327 0) 


Wr 


因为 我 们 实际 上 关心 的 是 实 李 群 ， 通 常 将 s1(2) 看 作 是 6 
维 的 实 李 代数 (每 个 独立 复 参数 是 两 个 独立 实 参 数 ) 。s! (2) 
中 的 6 个 元 日!, El, E11iH!, iE:, iE!,, 是 复 相关 的 (有 乘 以 
非 零 | 系数 1 ,1 ,1 ,i ,1 ,1 ,的 组 合 为 零 ) ， 但 显然 是 实 无 关 
的 , 设 它们 的 一 个 实 (系数 ) 组 合 为 零 ， 有 

(otic)H!I+(cstics) Es+(cstice) EF!,=0 
因 { 肛 1 如 4， 忆 7。} 复 无 关 ， 上 式 中 的 三 个 系数 必须 全 为 零 ， 从 
而 6 个 实 系数 也 必 为 零 
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C=Cs 二 "二 cg 二 0 

所 以 {HI,E!, EIHI IE IE!}={1, 7,, J, 1, 1s, 1o} 
可 以 作为 实 s1(2) 的 基 ， 而 实 s1(2) 是 由 {71 的 所 有 实 系 数组 合 
构成 的 。 为 了 得 到 实 s1(2) 的 不 可 约 表 示 ， 可 考 虚实 s1(2) 的 复 
扩充 。 这 个 复 扩 充 是 一 个 6 维 复 代数 ， 它 的 基 {Z:} 与 {17) 满足 
相同 的 对 易 式 ， 但 诸 1; 是 复 无 关 的 (1; 是 复 相关 的 ) 。 做 基 矢 
变换 

40= Ftil), A = +il,, A.=1,+il, 

(25.9) 


Bo 1), B=1-il, B_=71,-i7, 
由 〈25.4) 可 和 写 出 {了 的 对 易 式 ， 从 而 得 到 {14} 的 对 易 式 ， 由 
(25.9) 又 得 出 基 { A。, BB。,…} 的 对 易 关 系 
[A,B]=0 (25.10) 
[Ao,A.]=A, [了 3 ]= 卫 ， 
| [Bo,, BL.l=-B_. (25.11) 
[A1, A-]=2Ao。 [8B.;,B.]=2B, 
这 表明 ， 实 s1(2) 的 复 扩 充 为 由 {4。，A,;，A4.} 和 { Bo,，B,， 
如 -} 张 成 的 李 代 数 的 直 和 ， 对 比 (25.11) 和 (25.4) 可知 ， 后 两 
个 代数 均 同 构 于 复 s1(2)。 所 以 有 
实 s1(2) 的 复 扩充 圭 s1(2)@s1(2) (25.12) 
由 此 推 知 实 s1(2) 的 复 扩充 的 所 有 不 可 约 表示 ， 由 s1 (2) ( 复 ) 
的 两 个 不 可 约 表示 的 直 积 给 出 (参看 25.6 节 定理 2 ) 。 所 以 每 
个 这 样 的 不 可 约 表 示 应 由 两 个 量子 数 (J ,J 了) 来 标记 ， 而 7 和， 
由 (25.7) 取 值 
POIIRKR+HY)=pV KEION INOpINY) 
1 过 三 ZL 二 ZL 十 2 4 可 
Y=yBot+y.B.+y-.B. . (25.13) 
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其 中 p‘ 是 复 s1(2) 的 不 可 约 表示 。 特 别 地 


pIMIA) SpA BI 
pIIIBO)=T DH Op (Bo) 
pI A = PD A) BI" 
pI(B)=1 HOp (B,) 
pIIICA)=pD(A) BI 
: po(B)=InNOp (BL) 


(25.14) 


其 中 7 是 (2J 十 1) 阶 的 单位 方 阵 ，pP 疏 (A460) =p 人 (Bo)， 
P(A;)==p(B,) 和 Pp 路 (4.)=p(B-) 分 别 为 (25.8) 中 
的 三 个 矩阵 。 又 {11} 和 {7;} 是 两 个 同 构 的 实 李 代数 的 同 构 基 ， 
故 由 后 者 的 不 可 约 表示 即 可 写 出 前 者 的 不 可 约 表示 。 最 后 由 
(25.9) 写 出 实 s1(2) 的 表示 


pun (1) = Lp (do tp "(Bo)] | 


(TI (1,) = 言 [0 2(4,) 十 p(B.)] 


{p70 (J,) = 工 [po04 + PDT0( 有 DJ)] 
2 (25.15) 


.DCT 一 -EL Ao) -pV Bo)] 


po (Ts) = [p09 (4) .0077(0B4)] 


OU = -p00 (4.) -p00(B.)] 


su(2) 是 s1(2) 的 紧 实 形 ， 因 而 由 s1(2) 的 不 可 约 表 示 (25.8) 
到 su(2) 的 不 可 约 表示 ， 只 需 经 过 变换 (24.104) 
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Mi=iH! =in! 

2Uo=E!:-E', 20o=Bi- Bi', (25.16) 
2oV a=i(E!+E!,) 2Vo=i(Bi+ Br,) 


其 中 广 !, 色 L 和 户 '。 由 (25.8) 确 定 。 由 (25.1),，(25.2) 和 (25.3) 
可 得 


i10 ly i 
广 = 站 )=ia (25.17) 


《25.17) 正 是 su(2) 的 常用 基 ， 它 同时 也 是 s1(2) 的 一 组 基 。 在 
21.2 节 中 求 s4(2) 的 不 可 约 表示 时 ， 是 先 将 su(2) 的 基 (25.17) 
经 一 复 变 换 变 为 { 态 !, Es, 忆 :s}， 然 后 作出 后 者 的 表示 (25.8) 
的 。 注 意 { 互 1 Bs,B!} 已 不 属于 su(2)， 它 只 是 su(2) 的 复 扩 
充 s1(2) 的 基 ， 因 而 所 得 出 的 表示 实 为 s1(2) 的 表示 。 经 变换 
(25.16) (s1(2) 中 的 基 矢 变换 ) ， 对 s1(2) 的 表示 并 无 影响 (只 
是 在 不 同 的 基 下 写 出 ) 。 但 因 新 基 也 是 带 有 同 样 结 构 常 数 的 
su(2) 的 基 ， 因 而 就 得 到 su(2) 的 一 个 表示 (其 他 元 的 矩阵 由 这 
些 和 矩阵 的 实 组 合 给 出 ) 。 由 于 两 者 之 间 只 差 一 个 变换 (25.16)， 
是 一 一 对 应 的 ， 有 时 并 不 加 以 特别 区 分 ， 有 如 821 中 所 作 的 那 
样 。 但 严格 地 讲 ， 两 者 的 意义 是 不 同 的 ， 应 作 如 上 的 理解 。 我 
们 感 兴趣 的 是 关于 6 维 实 代 数 s1(2) 和 3 维 实 代 数 su(2) 的 表 
示 ; 但 我 们 看 到 ， 以 3 维 复 代数 s1(2) 的 表示 论 为 工具 来 解决 
前 两 个 问题 是 方便 的 。 正 如 在 24.7 节 中 指出 的 ， 这 一 点 具有 普 
万 意 义 。 

25.2 完全 可 约 性 定理 

半 单 李 代 数 的 标准 基 经 变换 (24.104) 后， 得 到 一 组 新 基 ， 
后 者 (通过 实 组 合 ) 张 成 一 个 具有 同样 维 数 的 实 代 数 ， 这 就 是 


9 了 


源 复 代数 的 紧 实 形 。 由 于 紧 的 实 李 代数 生成 的 是 紧 的 实 李 群 ， 
而 后 者 的 表示 是 完全 可 约 的 〈 见 12.2 节 ) ， 所 以 前 者 的 表示 也 
完全 可 约 。 由 此 可 推 知 ， 任 意 复 半 单 李 代 数 的 紧 实 形 的 表示 完 
全 可 约 ;， 因而 复 半 单 李 代数 的 表示 是 完全 可 约 的 。 所 以 ， 半 单 
( 复 ) 李 群 的 表示 是 完全 可 约 的 。 这 样 就 将 关于 紧 李 群 的 表示 
的 完全 可 约 性 定理 推广 到 所 有 半 单 李 群 中 去 。 
已 在 12.3 节 的 一 般 讨 论 中 指出 ， 在 不 计 等 价 表示 的 差别 
时 ， 可 约 表示 的 约 化 是 唯一 的 。 因 而 ， 对 半 单 李 群 来 说 ， 它 的 
任意 表示 的 构造 ， 完 全 取决 于 它 的 不 可 约 表示 的 构造 ， 以 及 这 
可 约 表示 由 哪些 不 可 约 表示 (的 直 和 ) 构成 。 所 以 ， 半 单 李 群 
( 李 代数 ) 的 表示 论 的 基本 问题 〈 与 有 限 群 一 样 ) ， 也 是 关于 
其 不 可 约 表示 的 构造 与 性 质 ， 以 及 如 何 将 可 约 表 示 (例如 不 可 
约 表示 的 直 积 ) 约 化 的 问题 。 
中 .3 表示 的 权 
设 乡 是 一 半 单 李 代 数 ,并 在 其 中 取 定 一 组 标准 基 {H,, 末 ，， 
人 Boy Ep，…, 忆 ,}。 考 虚 儿 的 一 个 以 二 {Y%} 为 表示 空间 
的 表示 ， 它 显然 由 多 的 基 所 (〈 同 态 ) 对 应 的 上 的 算 子 (和 矩 
: 阵 ) 组 {六 1, 站,,…, 厂房。 态 5 ,及 ,} 给 定 ， 而 这 组 算 子 与 .2 
的 基 满 足 同 样 的 对 易 式 


‘[B,, 8,]=0 
| 1 [Bi, Bl=aib, 
| [B,, B=aih, (25.18) 
op8bp (e+B) 是 非 零 根 . 

[Bo, Bo] -| ,Ca+ B) 不 是 根 


其 中 Nep 由 (24.65) 给 出 。 假 定 允 的 根系 是 已 知 的 ， 则 (25.18) 
是 由 根 〈 允 的 结构 ) 确定 的 对 易 式 。 由 于 1 (2 的 秩 ) 个 六: 互 
蝎 ， 它 们 在 % 中 具有 共同 的 本 征 矢 ya， 即 

Bpa=mypm, i=1,2,.…,1 (25.19) 
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本 征 值 
m= (m1 mz, ,11) (25.20) 
可 看 作 一 个 ! 维 矢量 ，mi; 是 它 的 协 变 (与 玉 ; 协 变 ) 分 量 。 这 
个 矢量 m 称 为 表示 的 一 个 权 矢 量 或 权 。 显然 ps 也 是 算 子 4! 且 :的 
本 征 和 拓 ， 相 应 的 本 征 值 为 4‘m: 二 (4,m)， 有 - 
(MB Gm=h mpm = (Nm) pm (25.21) 
因为 属于 不 同 本 征 值 的 一 个 (或 一 组 ) 算 子 的 本 征 矢 是 线 
性 无 关 的 ， 所 以 中 属于 不 同 的 权 的 矢量 是 线性 无 关 芍 。 由 此 
又 知 ， 一 个 表示 的 权 的 个 数 不 能 超过 表示 的 维 数 。 属 于 某 个 权 . 
的 线性 独立 的 矢量 的 个 数 称 为 该 权 的 重 数 。 
若 ym 属 于 权 m， 则 及 /ym 和 yn 满足 
DABipn = pn) =mi( Rpn) (25 .22) 
BBogpm)=[ Bi, Bo] pant BoBipm= (oi+ mm) Bapm 
(25.23) 
可 见 当 琅 ,8$m 取 0 时 ，(@ 十 m) 也 是 权 ， 而 应:%m 和 亡 ,pm 分 别 为 属 
于 权 m 和 (w+m) 的 本 征 矢 。 
利用 上 面 这 一 性 质 ， 可 以 进一步 证 明 ， 表 示 空 间 的 基 矢 可 
以 取 为 算 子 组 {及 1,， 肌 。,…, 全 小 的 共同 本 征 矢 ， 从 而 这 组 算 子 
的 矩阵 被 同时 对 角 化 。 先 假定 表示 是 不 可 约 的 ， 考 虑 由 Ym 产生 
的 一 切 可 能 的 矢量 
本 (25.24) 
所 张 成 的 多 的 子 空间 。 由 于 上 述 矢 量 在 算 子 组 {8 , 闻 ，， “Bo, 
…} 的 作用 下 仍 变 为 (25.24) 形 的 矢量 ， 它 们 张 成 的 子 空间 将 是 
表示 的 不 变 子 空间 。 但 已 假定 表示 是 不 可 约 的 ， 这 个 不 变 子 空 
间 必 为 整个 表示 空间 ， 即 可 由 (25.24) 形 的 矢量 张 成 。 在 
(25.24) 中 任 取 数 目 等 于 的 维 数 的 无 关 矢量 ， 便 形成 多 的 一 
组 基 ， 而 按 (25,23)， 每 个 这 样 的 矢量 都 是 {从 1, 让 …, 译 1)} 的 
本 征 矢 。 若 表示 是 可 约 的 ， 则 按 完全 可 约 性 定理 ， 它 可 分 解 为 
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不 可 约 表示 的 直 和 ， 用 :的 矩阵 可 写 为 对 角 和 矩阵 的 直 和 ， 故 其 
本 身 也 是 对 角 的 。 

《25.23) 表 明 ， 表 示 的 权 与 .2 的 根 具 有 相 类 似 的 性 质 。 这 
是 由 于 ， 必 的 根 实际 上 是 一 个 特殊 的 表示 一 一 伴随 表示 ( 见 
24.2 节 ) 的 权 。 当 然 ， 根 的 某 些 性 质 是 一 般 权 所 没有 的 , 例如 非 
零 根 的 重 数 都 是 1， 而 一 般 表 示 的 权 的 重 数 可 以 大 于 1 。 由 某 
一 本 征 矢 s 出 发 ， 分 别 用 万, 和 户 _。 多 次 作用 ， 直 到 出 现 零 矢 为 
止 ， 按 (25.23) 可 得 一 本 征 舌 的 叙 列 ， 相 应 地 得 到 一 个 权 m 的 a 
投 列 


m- pom-(p-1)0,.%,m, mt+a,.…,mt+oao 
(25. 25) 
其 中 p、g 是 非 负 整数 ，[m- (p+1)a ] 和 [m+ (g+1)a] 不 是 
权 。 利 用 24.3 节 中 证 明 (24.46) 的 方法 ， 同 样 可 得 
2 全 一 太一 (25.26) 
注意 叙 列 (25.25) 中 含有 m- (p -9g)a， 便 得 出 类 似 于 关 于 根 
的 性 质 的 定理 3 的 结论 ， 车 m 是 某 个 表示 的 权 ，a 是 乡 的 任意 
非 零 根 ， 则 2(m, a)/(a, o) 是 整数 ， 且 和 - [2(m, a)/(a,a)]a 
也 是 这 个 表示 的 权 。 并 且 可 以 进一步 证 明 (对 表示 空间 关于 
由 $ 产生 的 本 和 在 矢 叙 列 所 张 成 的 子 空间 的 商 空间 ， 重 复 上 面 
的 论证 ) ， 权 m 与 m- [2(m, a)/(a,a)]a 有 相同 的 重 数 。 
已 知 儿 的 单纯 根系 是 ! 个 线 性 无 关 的 1 维 矢量 ( 见 24.6 
节 ) ，6(1), a(2),…,a(1)， 因而 权 m (1 维和 失 量 ) 总 可 写成 
单纯 根 的 线性 组 合 


m 一 by cia(1i) 
i 二 1 ， 
代入 (25.26)7 并 令 其 中 的 c 依次 取 遍 1 个 单纯 根 ,可 得 1 个 入 
程 … i 和 | 机 和 : A 时 提 机 


“2(a( 1),0( 1)) 一 =1,2,.l 
Saad) 整数 ，j | 


注意 这 个 以 c; 为 未 知 数 的 方程 组 的 系数 都 是 实 的 ， 而 且 其 行列 
， 式 不 为 零 ( 系 数 可 用 .多 ,的 度 规 张 量 写 出 ，2913/911) ,可 见 ci 必 
为 实数 。 由 此 推 知 ，: 多 的 所 有 表示 的 权 ， 都 是 多 的 根系 所 张 成 
的 实 ! 维 欧 氏 空间 .多 ,中 的 矢量 。 每 个 表示 的 权 形成 空间 .多 , 中 
的 一 个 有 限 矢 量 系 (个 数 不 超 过 表示 的 维 数 ) 或 格 点 ， 并 具有 
一 定 的 对 称 性 质 。 


考虑 空间 .9 中 的 变换 S。, S。 表 示 对 于 过 原点 且 垂 直 于 根 矢 - 


2% 的 超 平面 的 反映 操作 
Se 一 < - 2 和 §€ 9 (25.27) 


见 图 25.1。 如 在 上 式 中 到 $=m， 即 可 看 出 ， 车 mm 是 某 表 示 的 
权 ， 则 Ss。m 也 是 这 个 表示 的 权 。 注 意 到 Sa! 二 Se。(S2 二 1),.S。 将 
不 同 的 权 变 为 不 同 的 权 。 因 而 , 对 于 一 个 表示 的 所 有 权 来 说 ,S。 
力 是 一 个 置换 ， 对 每 一 根 a 有 一 个 这 样 的 置换 。 所 有 3。 的 全 
体 ， 一 般 并 不 成 群 ， 但 它们 的 一 切 可 能 的 乘积 生成 一 个 群 ， 称 
为 2 的 外 尔 (Weyl) 群 。 字 的 外 尔 群 ， 对 于 图 的 任意 表示 的 权 


反 跨 而 


图 25.1 反映 操作 S a 


来 说 ， 是 一 个 置换 群 (Sx 的 子 群 ，& 是 权 的 个 数 ) 。 通 过 外 
尔 群 中 的 操作 可 以 相互 变换 的 权 ， 称 为 是 等 价 的 。 权 和 与 


各 
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mm -全 2) a 有 相同 的 重 数 这 一 命题 , 显然 也 可 以 表 为 :等 价 


(a,a) 
的 权 有 相同 的 重 数 。 

可 以 将 上 面 的 主要 结果 概括 为 下 面 的 两 个 定理 。 

定理 1 半 单 李 代 数 ( 秩 为 1，〉 之 的 任意 表示 的 权 具 有 性 
质 ， 

1” 给 定 表示 的 权 的 集合 是 .2 的 根系 所 张 成 的 1 维 实 欧 氏 
空间 六 /中 的 有 限 矢量 (个 数 不 超 过 表示 的 维 数 ) 组 

2” 这 个 矢量 组 在 乡 的 外 尔 群 的 操作 下 不 变 ， 

3” 等 价 的 权 有 相同 的 重 数 ; 


4 对 任意 权 首 和 乡 的 任意 根 <，2422: 2 都 是 整数 。 


定理 2 半 单 李 代 数 的 任意 表示 空间 的 基 可 由 权 的 本 征 
矢 组 成 ， 其 中 属于 每 个 权 的 本 征 矢 的 个 数 等 于 这 个 权 的 重 数 ， 
表示 的 算 子 靖 1, 间 ,,…, 间 1, B,, Bs， …, 刀 ,对 此 基 的 作用 (相应 


的 矩阵 ) 为 
Pipms k= mipms (25.28) 
和 carymiayh!， 当 m 十 G 是 权 
Bpms=1s (25.29) 
0， 当 关 十 G 不 是 权 


其 中 ， 基 矢 ya 的 第 一 个 下 标 mm 表示 它 所 属 的 权 ， 第 二 个 下 标 
上 用 以 区 分 属于 同一 个 权 的 不 同 基 饼 。 

显然 表示 的 维 数 等 于 它 的 所 有 权 的 重 数 之 和 。 

例 典型 群 的 表示 的 权 

-4 的 根系 的 .4 空间 是 空间 .4 中 由 坐标 方程 嘉 xi= 0 确 
定 的 超 平面 。 因 此 , 9 中 的 矢量 , 可 作为 Fi.1 中 满足 分 量 和 虱 
为 零 的 儿 量 来 研究 ;已 知 ， 在 名 ,的 基 (24.70) 之 下 ,41 的 要 


要 


系 为 (24.71)， 性 
0 人 人 力 一 er es 


”而 4 的 任意 表示 的 任 一 权 m 多 为 


m=miei+ mzes + TEL ， (25.30) 
‘3 mi=0 | (25.31) 
i=1 
由 (24,70) 算 出 
) 一 2  - _1 -2 = mi 一 1117 
(4 0) T3074) TE 0) 2C 1 +1) 2(T +1) 
从 而 得 
2 (m, @) _ 
? 一 11i 一 三 25.32 
(a, a)o mm my 整数 ( 9 ) 


将 (25.32) 代 入 (25.31)， 有 
守 (m+ 整数 ) 二 (1+ Un 二 整数 =0 
所 以 又 有 
_ 整数 
ma 一 六 | (25.33) 
(25.33) 和 (25.32) 表 明 ，4 的 任何 表示 的 权 在 多 i 的 标准 基 
下 的 分 量 只 能 取 整 数 的 (! + 1 ) 分 之 一 值 ， 而 且 任 二 分 量 之 差 
为 整数 。A4 的 外 尔 群 的 生成 元 So 对 权 m 的 作用 为 
a,0) ® 
二 21@1 十 ……* + myes 士 … 二 miey 十 9 十 JI+1E4+1 
(25.34) 
可 见 ， 这 个 作用 是 对 换 m 的 第 1 和 第 7 个 分 量 。 注 意 到 任意 个 
对 象 的 置换 群 可 由 其 中 两 两 对 象 的 对 换 生 成 , 就 可 看 出 , A; 的 外 
尔 群 对 于 任意 表示 的 权 来 说 ， 乃 是 权 的 分 量 的 置换 群 。 因 此 ， 
如 果 闫 是 某 表 示 的 一 个 权 ， 则 将 所 的 分 量 进行 一 切 可 能 的 置换 


Som=1n 一 


mm- (mi— my)(e:— es) 
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便 得 到 mm 的 所 有 等 价 (相同 重 数 ) 权 ， 而 这 个 表示 的 权 的 集合 ， 
将 由 若干 个 这 样 的 等 价 权 的 组 构成 。 

对 于 Bl:， 经 类 似 的 分 析 ， 有 如 下 结果 ， 任意 权 的 分 量 (在 

多 ,的 标准 基 下 ) 或 者 都 是 整数 ， 或 者 都 是 半 整数 。B, 的 外 尔 
群 ， 对 于 权 是 其 分 量 的 可 以 有 任意 个 符号 改变 的 置换 群 。 :因而 
彼此 等 价 的 权 ， 是 那些 其 分 量 只 有 符号 上 和 次 序 上 的 差别 的 
权 。 
对 于 Ci， 权 的 分 量 都 是 整数 ， 其 外 尔 群 对 权 的 作用 与 也 : 相 
同 。 四 
对 于 D:， 权 的 分 量 的 可 取 值 与 B; 的 情况 相同 ，D 的 外 尔 
了 的 作用 是 ， 权 分 县 的 可 以 有 任意 侦 煌 个 符号 改变 的 置换 
群 。 

站 .4 . 不 可 约 表 示 的 首 权 

从 前 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ， 权 的 概念 对 于 半 单 李 群 李 代数 
的 表示 论 是 很 重要 的 。 例 如 ，25.3 节 的 定理 2 已 经 表明 ，.2 的 
表示 的 矩阵 在 相当 程度 上 是 由 这 个 表示 的 权 (及 其 重 数 ) 决定 
的 《 乡 的 根系 是 已 知 的 ) 。 能 够 进一步 证 明 ， 不 可 约 表示 被 它 
的 一 个 权 一 一 首 权 唯一 地 确定 (可 差 一 等 价 变换 ) 。 从 而 ， 可 
以 用 首 权 来 标记 不 可 约 表 示 ， 并 将 其 分 类 。 

我 们 能 够 对 空间 9: 中 的 矢量 编 序 。 为 此 ， 需 先 在 .多 : 中 到 
定 一 组 基 〈 坐 标 系 ) ,然后 将 .多 ,中 的 矢量 在 此 基 下 的 分 量 ( 坐 
标 ) 加 以 比较 。 一 个 矢量 ， 若 其 第 一 个 非 零 分 量 是正 的 ， 则 称 
这 个 矢量 为 正 的 ， 若 其 第 一 个 非 零 分 量 是 负 的 ， 则 称 这 个 矢量 
为 负 的 。 显 然 非 零 矢量 不 是 正 的 就 是 负 的 。 若 一 矢量 与 易 一 矢 
车 的 差 为 正 矢量 ， 则 称 这 个 矢量 高 于 (或 大 于 ) 另 一 矢量 。 因 
为 权 (包括 根 ) 是 多 ,中 的 矢量 ,它们 的 正 负 、 高 你 (或 大 小 〉. 
都 是 已 定义 了 的 。 一 个 表示 的 所 有 权 中 之 最 高 者 ， 称 为 这 个 表 
示 的 首 权 或 最 高 权 。 彼 此 等 价 的 权 中 之 最 高 者 ， 称 为 支配 权 
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定理 1 设 乡 的 单纯 根系 为 I， 若 衣 为 的 某 个 不 可 约 表 
示 的 首 权 ， 则 这 个 表示 的 所 有 权 都 可 写 为 
M -al 一 ae) 一 … 一 a(is) 
其 中 ，Ga (i),G(i2) ,a(is) E717, 而 且 M 是 单 重 的 。 
证 明 设 pu 是 属于 首 权 必 的 一 个 本 征 矢 ， 作 出 如 下 形状 
的 矢量 . 
BacvB oan"B a pu (25.35) 


其 中 @ Gi), a(io),…,alis)€ 攻 ， 可 重复 出 现 。 按 (25.23)， 若 
这 个 矢量 不 为 零 ， 它 就 是 属于 权 

M-aGn)-aG) -aii) (25.36) 
的 本 征 矢 。 形 如 (25.35) 的 矢量 的 全 体 张 成 表示 空间 的 一 个 
子 空间 XY" ， 我 们 来 证 明 ' 在 所 给 的 表示 下 不 变 。 为 此 ， 只 需 
证 明 "' 在 算 子 {全 1, 育 。} 下 不 变 。 

由 (25.23)， 显 然 ' 在 {五 :} 下 不 变 。 当 a € 开 时 ， 由 的 
定义 ， 显 然 ' 在 _。 下 也 不 变 。 在 24.6 节 中 曾 指 出 ， 任 二 单纯 
. 根 之 差 不 可 能 为 正 根 : 同 理 ， 其 差 也 不 能 是 负 根 ， 故 单纯 根 之 
差 不 是 非 零 根 。 所 以 有 ( 见 (24,55) 式 ) 

[Eo, Esl=6opa'H;, a,BEI 
于 是 

BB p=6op0: Bit+ Bpho, a,BEIT (25.37) 
利用 此 式 ， 可 将 作用 于 (25.35) 上 的 方 。 连续 地 向 右 搬 动 ， 最 后 
衣 . 必 碰 到 $w， 得 

Bopau=0 . (25.38) 

若 $w 志 0， 则 M+a 是 权 , 这 与 MM 是 首 权 的 前 提 相 抵 。 所 以 ， 
在 名 (a E17) 下 也 不 变 。 

下 面 要 证 明 的 是 ， 当 士 a € 1 时， 在 各 下 不 变 。 在 24.6: 
节 已 表明 ， 任 意 正 根 可 写 为 


T07 


立 kia(i)= 2 kaG 

i=1 qa¢gn 
ki(ko) 是 非 负 整数 ，{a( 1 ),a( 2),…, .a( 1 )}= 厅 , 同 理 ， 任 
意 负 根 可 写 为 与 上 式 差 一 负 号 的 形状 。 所 以 ， 任 意 根 4 都 可 写 
为 

4 一 土司 a= 士 守 hiali) (25.39) 


当 守 名 一 1 时 ，a 三 土 a( 7 ), 六 在 有。 下 的 不 变性 已 得 证 。 按 归 


纳 法 ， 设 立 记 =" 时 9 一 士 ?， 命 题 成立; 则 立 语 = na 十] 时 ， 


a 二 土 (Y 十 a(j)) 假 定 a 为 正 根 ( 负 根 也 一 样 ), 有 a 二 y+ aCj)， 
要 证 ' 在 记 , 二 育 ,,o ,下 不 变 。 册 


Eo = Ne [By, Pain)] 
得 
Bs= Nylocy (Bboy -BoB,) (25.40) 


因 已 知 ' 在 记 , 和 各 oj) 下 不 变 ， 由 上 式 便 知 Y' 在 名 。 下 不 变 。 这 
就 证 明了 ， 对 任意 根 a,9' 在 育 , 下 不 变 。 但 9 是 不 可 约 的 ， 故 
必 有 
2 一 条 

亦 即 形 如 (25.35) 的 矢量 的 集合 张 成 整个 表示 空间 六 .如果 此 表 
示 还 有 不 同 于 (25.36) 的 权 ， 则 属于 这 个 权 的 本 征 矢 将 独立 于 
《25.35) 的 所 有 矢量 (不 同 权 的 本 征 矢 线性 无 关 )， 这 是 不 可 能 
的 。 这 就 证 明了 ， 表 示 的 所 有 权 都 可 写 为 (25.36) 的 形状 。 

由 (25.36) 可 见 ， 只 有 当 其 中 的 诸 < (注意 ,它们 彼此 不 能 
抵消 ) 都 不 出 现时 ， 才 得 到 首 权 M。 由 (25.35) 知 ,属于 对 的 本 . 
征 和 拓 只 有 一 个 独立 的 pw。 所 以 M 是 单 重 的 。 . 

定理 2 车 两 个 不 可 约 表示 的 首 权 相等 ， 则 这 两 个 表示 等 
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证 明 ” 设 { 亡 ,, 妨 。} 为 的 一 个 不 可 约 表示 , 表示 空间 为 9; 
{从 1, 记 !} 为 2 的 另 一 不 可 约 表 示 ， 表 示 空 间 为 >'， 两 个 表示 
的 首 权 都 是 以 。 令 pw 为 第 一 个 表示 中 属于 首 权 的 本 征 矢 ,$4 为 
第 二 个 表示 中 属于 首 权 的 本 征 矢 ， 则 由 定理 1 的 证 明 过 程 知 ， 
不 可 约 空 间 罗 和 多 ' 分 别 由 下 列 矢量 组 张 成 

{Bo Ba) 2 a€l}={$.} 


{Ba Bs) Bo PH: ao€l}={%»} 


这 两 组 矢量 ， 一 般 并 不 是 线性 无 关 组 ， 所 以 它们 并 不 是 各 自 张 
”成 的 表示 空间 的 基 。 注 意 ‰ 和 同 分 别 是 算 子 【 辫 ;] 和 《{ 应 信 的 
本 征 矢 ， 而 所 属 的 权 是 相同 的 ， 都 是 (25.36)。 我 们 还 可 看 出 
(参看 (25.35) 一 一 (25.40)) ， 有 Bypa 在 {$m 中 的 展开 系数 与 
久 :多 在 {%} 中 的 展开 系数 相同 。 如 以 0 表 { 谨 ，, 访 ] 中 的 算 子 ， 
以 0' 表 { 记 人, 她 人 中 的 应 相 算 子 ， 上 述 性 质 则 可 一 般 地 表 为 


bpm = Dun $i->0 Pp, 一 Domy! (25.41) 
作 由 到 "的 线性 映射 
pm— > = fm (25. 42) 


由 于 {$m) 不 是 基 ， 一 般 是 线性 相关 的 ， 因 而 中 的 零 矢 量 对 
(gm 的 展开 系数 可 以 不 为 夫 而 且 不 唯一 


0= Zcnyfm (25.43) 
于 是 中 零 和 撩 的 人 象 
f0= Dcny, (25. 44) 


的 唯一 性 (等于零 ) 有 待 证 明 。 . 
设 由 所 有 的 (25.44) 张 成 的 "的 子 空间 为 5， 由 (25. 41) 

易 证 ，2 1 在 六 下 不 变 (以 6 作用 (25.43) DD envnipi=0 > 

mm! EVE, 又 由 (25. 41) 之 0 (之 caga )= 习 cnomyi, 所 
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0( 忆 cap) EY8) 。 但 罗 ' 的 不 可 约 性 要 求 它 没有 在 人 下 不 变 


的 真子 空间 ， 从 而 必须 有 

7 二 { 0} 或 6=7 
车 第 二 种 情形 成 立 ， 则 有 Y'x E98。 因 不 同 权 的 本 征 失 量 是 线 
性 无 关 的 ，(25.43) 中 有 非 零 系数 的 $a 必须 属于 同一 权 ，Y'w € 
Yi 要 求 (25.43) 中 的 $a 都 属于 首 权 M。 但 首 权 是 单 重 的 ， 故 

pm= bm 
代 回 (25.43) 得 

( Zlcmbn) pu = 0 Zcabm=0 


它 的 ] 象 是 (由 定义 (25.42)) 
(Dlcmbm) p’'u 


必 为 零 。 这 与 9 E95 相抵。 所 以 只 有 第 一 种 情形 能 成 立 ， 
6 二 {0】。 这 就 证 明了 (25.44) 对 于 所 有 满足 (25.43) 的 系数 
{ecm} 都 等 于 零 ， 即 证 明了 jf 的 单 值 性 。 同样 可 证 f 的 逆 也 是 单 什 
的 。 因 此 ，j 是 一 一 的 线性 上 映射。 

由 (25.41) 和 (25.42) 易 证 ， 对 任 一 = 可 ampm E28 ， 有 ， 

0f$=fop, $ EY " 

从 而 得 到 ”i 
=f 了 0 或 0 = 了 0f-! (25.45) 
上 式 表 明 由 和 确定 的 的 两 个 表示 是 等 价 的 (对照 (11.6) 
式 ) 。 

定理 2 表明 ， 半 单 李 代 数 的 不 可 约 表示 由 它 的 首 权 唯 一 
(不 计 等 价 ) 确定 。 因 此 ， 要 决定 半 单 李 代数 的 不 可 约 表 示 ， 
就 需 研 究 完 空间 多 ! 中 哪些 矢量 可 以 作为 不 可 约 表示 的 首 权 。 
”” 设 是 一 个 不 可 约 表示 的 首 权 , a 77 是 了 的 任 一 一 单纯 根 ， 
则 按 25.3 节 定理 1 之 2"， 知 


104 


也 是 这 个 表示 的 一 个 权 。 注 意 a 是 正 的， 而 以 是 表示 的 首 权 ， 
必 有 
> 
反之 ， 能 够 证 明 [15]， 若 .多 ,中 某 矢量 杂 能 使 上 式 对 儿 的 所 有 单 
纯 根 a 都 成 为 非 负 整 数 ， 则 这 寻 必 为 2 的 一 个 不 可 约 表示 的 首 
权 。 于 是 有 下 述 定理 。 
定理 8 ME 多 | 是 乡 的 某 个 不 可 约 表示 之 首 权 的 充 要 条 
件 是 ， 
2CM,a(1)) _» 
(a(i), a(i)) 
都 是 非 负 整 数 。 采 = {a( 1),a(2),…,a( 人 1)} 是 2 的 单纯 根 
系 。 
定理 3 也 能 以 另 一 种 形式 给 出 。 对 给 定 的 半 单 李 代 数 之 ， 
其 单纯 根系 本 == {a()， ;一 1 2,…, 1 是 已 知 的， 因而 满 方 阵 
T=(T;y) 
T, ,2(0(D),9(7))_ 291t 


7 (Ca),a(D)) gy 
也 是 已 知 的 (gis 是 多 :的 度 规 张 量 在 基 杂 下 的 分 量 ) 。 人 称 为 
2 (关于 单纯 根系 了 》 的 嘉 当 和 矩阵 。 若 人 ME 多, 在 基 杂 下 的 展 


式 为 


i9 2 一 1， 2， “ol 


(25. 46) 


M=DMiali) (25, 47) 
则 按 定理 3 ，M 是 儿 的 不 可 约 表 示 的 首 权 的 充 要 条 件 是 
DTisMs=h, i=1,2,°",1 (25. 48) 


如 记 
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Mi hk, - . 
m- (| ， Kx= 人 | (25.49) 
MA k, 
,《25。.49) 也 可 缩写 为 年 阵 方程 
TM=K (25.50) 
或 解 出 | 
M=T-1K (25.51) 


这 个 表述 形式 直接 给 出 了 计算 不 可 约 表示 首 权 的 一 种 方法 ， 全 
部 计算 归结 为 求 嘉 当 从 阵 的 逆 。 

由 于 单 李 代数 的 根系 通常 是 在 .gi 或 .5141 的 一 组 正 交 基 
fet} (其 中 基 矢 长 度 已 知 ， 这 相当 于 .gi 或 和 ui 在 此 基 下 的 度 
规 张 量 已 知 ) 之 下 给 出 的 ， 因 而 在 基 {e:} 下 进行 计算 实 际 上 更 
为 方便 。 令 


M= 2 Mie: (25.52) 
则 与 (25.48) 相 应 的 方程 为 
DD ey) My, =ph,, i=1,2,.,1 (25.53) 


了 (a(?),a (1i)) 
满足 (25.52) 和 (25.53) 的 矢量 M， 即 为 不 可 约 表示 的 首 权 。 
从 (25.51) 容 易 看 出 ， 若 令 


1 人 0 
K,= 0 ， K,= 0|，…， < (25.54) 
0 \: 1 


则 有 
M=RM(1) + RM(2) + + kMOU) (25.55) 


其 中 
MGD)=TTIK MO2) =T71K,, , MU) =T-1K, 
(25.56) 


106 


这 天 明 ， 在 无 穷 多 个 首 权 当 中 ， 可 取 [个 基本 权 ， 使 每 个 首 权 
均 可 表 为 这 /个 基本 权 的 非 负 整 系数 的 线性 组 合 ， 由 (25.54) 
和 (25.56) 可 知 ， 基 本 权 {MM( i )，i 一 1,2,…,1} 形 成 一 线性 无 
关 组 ， 因 而 是 至 ;的 一 组 基 。 

例 典型 群 的 不 可 约 表示 的 首 权 

A ， {ei} 表示. 多 ti 的 正 交 基 (24.70)，A1 的 根系 为 { (ei 一 
es): i 关 站 }, 正 根 的 集合 (相对 于 基 {ei} 的 ) 为 {(ei ~- ey) :1 之 放 }。 
取 [个 独立 正 根 

a(i)=e-en i=1,2,°,1 (25.57) 

显然 ,其 中 的 任何 一 个 都 不 能 写 为 两 个 正 根 之 差 。 所 以 , (25.57)》 
构成 4 的 单纯 根系 。 利 用 (24.70)， 将 (25.57) 代入 (25.53) 
可 得 


0 -Mi 一 Ri 1 一 1 2 ,1 (25 .58) 
又 有 
了 十 1 
翌 Mi=0 (25.59) 


由 以 上 二 式 可 解 出 7 个 基本 权 (kh, 取 (25.54)) 


T+1’” T+1” T+1 1 十 
_( -1 1-1 -2 -2 
M2)=(1 471 T+1’” 了 于 1 , 737) 


任意 首 权 可 写 为 
M= 久 Mi) 
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五 {ees} 表示. 多 :的 正 交 基 (24.73)，Bi 的 单纯 根系 为 
qa(i)=ei:— eir1y i=1,2,.%,1-1,0(D)=e 
(25.61) 
所 以 方程 (25.53) 化 为 
Mi- Muiri=hki, i=1,2,°% ,1-1 
(ne ， 
从 而 解 出 基本 权 
1 对 1) 二 (1,0,.…,0) 
| M(2)=(1,1,0,.,0) 


(25 .62) 


i MCI - 1)=01,1,..,1,0) (25.63) 
| .ol 
Me) =(1, 1 1 ， 

Ci {e:} 表 示 . 多 :的 正 交 基 (24.76)， .C; 的 单纯 根系 为 


(CD) 一 ei-eily i=1,2,.%,1-1,04() =2e! | 


《25 .64) 
方程 (25.53) 化 为 、 
好 -MA 1 一 1 2 一 1 
Mi=h, (25.65) 
解 得 基本 权 
:MI( 1 ) 一 (1， 0,-: …,0) 
M(2)=(1,1,0,.…,0) 
(25.66) 


j .。 .. 
CD 
万 {ei} 表 示 . 多 ;的 正 交 基 (24.79)， 万 :的 单纯 根系 为 
a(i)=ei- eiri=1,2,.",1-1, oa(l)=ei_i+er 
+ (25 :67 , 
方程 (25.53) 为 : 


- 
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Mi;— Mi,1= Rh;, i=],2,°* ,I~1, Mi_1+M,=h, 


(25.68) 
解 得 基本 权 
M(1)=(1,0,.…,0) 
M(2)=(1,1,0,.…,0) 
M(I -2)=(1,1,.…,1,0,0) 
: (25.69) 
~{11 工 - 工 
MCTL-D= 人 (了 二， ;21 + ) 


25.5 不 可 约束 示 的 角 图 


25.4 节 中 定理 2 和 定理 3 一 起 解决 了 半 单 李 代数 的 不 可 约 
表示 的 标记 和 分 类 问题 。(25.50) 或 (25,53) 表 明 ， 不 可 约 表示 
的 首 权 寻 与 非 负 的 整数 组 {R 名 ,…,RJ} 是 一 一 对 应 的 。 因 此 ， 
每 个 不 可 约 表示 可 用 一 组 数 {&;} 来 标记 ， 不 同 的 {&;} 值 表示 不 
同 (不 等 价 ) 的 不 可 约 表 示 。 也 就 是 说 ， 给 定 的 半 单 李 代数 的 
不 可 约 表示 可 用 数组 {Ai} 来 分 类 〈 等 价 类 ) 。 已 在 24.6 节 中 指 
出 ， 每 个 单 李 代数 可 用 一 个 邓 金 图 来 表示 ， 邓 人 金 图 刻画 了 这 个 
李 代数 的 单纯 根系 (单纯 根 的 个 数 、 长 度 比 及 两 两 的 夹 角 ) 。 
如 果 在 稼 的 邓 金 图 中 表示 单纯 根 a(i) 的 轿 或 点 上 标 以 &;， 则 所 
得 的 图 便 可 表示 猎 的 以 {8;} 为 标记 的 那个 不 可 约 表示 。 这 种 图 


也 叫 表 示 的 角 图 。 在 一 个 角 图 中 ， 既 表 明了 所 示 的 单 李 代 数 


( 邓 金 图 ) ， 也 表明 了 这 个 单 李 代数 的 一 个 不 可 约 表 示 (通过 
{hk:}) 0 


名 


用 
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例 A,(SL(3),SU(3)) 的 不 可 约 表示 的 角 图 
;的 邓 金 图 是 


Oo OO 
a (1) a (2) 
两 个 基本 权 的 表示 的 角 图 是 
1 0 0 1 
O O oO 
a (1) at(2) ， a (1) a (2) 
4 的 任意 不 可 约 表示 的 角 图 为 
hi ha 
oO 一 -一 -一 9 


由 (25.60) 可 写 出 两 个 基本 权 


(M1 )=3e -es -二 


(25.70) 
- Lm 2 )=3e + -es 
注意 到 
cf(1) 一 el-ez， 04(2)=e,: -és 
基本 权 也 可 写 为 
IM(1)= ga(1)+§e(2) 
(25.71) 
M(2)=1a(1)+2a(2) 


4 的 单纯 根 和 基本 权 都 是 平 夯 多 ,中 的 矢量 ， 它们 形成 4， 
的 两 组 基 ， 如 图 25.2 所 示 。 
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a(2) 


图 25.2 A 的 单纯 要 与 基本 权 


4 的 不 可 约 表示 之 首 权 的 通 式 是 


M= hk, M(1) + Ek», M(2) (25.72) 
例如 ， 不 可 约 表示 (Ri =5,ks 一 3) 
5 8 
oO oO 
a {1) a (2) 
的 首 权 为 


M=5M(1)+3M(2)=[13@(1)+110 (2)]/3 
一 (13e， 一 2e» 一 lles )/3 


25.6 表示 的 直 积 


由 群 的 已 知 表 示 可 以 得 到 (构成) 一 些 新 的 表示 ， 例 如 已 9 
知 玫 示 的 对 偶 表 示 、 复 共 思 表示 ， 以 及 若干 已 知 表 示 的 直 积 表 
示 。 在 23.4 节 中 我 们 已 经 表明 ， 李 群 的 (局 部 ) 表示 与 它 的 李 。 。 
代数 的 表示 ， 是 通过 指数 映射 相互 联系 和 相互 生成 的 。 因 而 ， ™ 
通过 指数 映射 ， 可 以 由 群 表示 的 各 种 运算 引出 〈 定 义 ) 李 代数 
的 表示 的 相应 运算 。 设 李 群 G 的 李 代 数 为 Z， 则 G 的 单位 元 邻 
域内 的 元 9 和 .的 零 元 邻 域内 的 元 w 通过 

9 一 e” (23 .24) 

一 一 对 应 。 并 且 


- 机 A “ 
4(g)=4(ez) 一 ep ， (25.73) 
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是 G 的 一 个 表示 的 充 要 条 件 为 ，P(v ) 是 多 的 一 个 表示 。 由 于 
.A 和 户 的 表示 (作用) 空间 是 同一 的 ， 所 以 表示 的 等 价 性 、 可 
约 性 、 表 示 空 间 的 约 化 等 概念 ， 对 二 者 是 一 致 的 。 因 此 ， 关 于 
G 的 《局 部 ) 表示 论 可 简化 为 关于 多 的 表示 论 。 这 些 论点 已 经 
在 23.4 节 中 阐明 了 。 | 
由 (25.73) 和 惩 阵 公式 
(ez) =e-? (25.74) 
可 知 ， 之 的 表示 p(v) 的 对 侦 表 示 应 定义 为 


o(v) =-PpUV) (25.75) 
由 (25.73) 和 惩 阵 公式 


(ep)s 一 ep” (25 .76) 
又 知 ，2 的 表示 p(v) 的 复 共 思 表 示 应 定义 为 
olv)= p*(v) (25.77) 


对 于 指数 矩阵 的 直 积 ， 可 导出 下 列 公式 


“er (PA")e (Sa)- 习 A'WB™ 


ml mm hn!lmi!l 


_ 1 能 m 
= Di (AOTs) "(Ts4B) 


00 1 A hl 和 
二 2 Th- Dt (ATs) (121®B)*- 


= 这 dm + (74@B) 


112 


ese =e 1s+14®3 (25.78) 


其 中 74 和 J 分别 为 与 4 和 B 同 阶 的 方 阵 。 这 里 用 到 了 公式 
《13.3) 和 (13, 6), 并 注意 到 (4GQ7as) 与 (74GD) 是 互 易 方 阵 。 由 
(25.73) 和 (25.78) 知 ， 儿 的 两 个 表示 p(v) 和 olv) 的 直 积 应 定 
义 为 

tT(v)= pV) + To(v) (25 .79) 
有 了 时 也 将 直 积 表示 记 作 po 。 

设 p1 和 pz 是 儿 的 两 个 不 可 约 表 示 , 分 别 作用 于 表示 空间 9， 
和 ,, 则 直 积 表 示 作 用 于 乘积 空间 699 。 如 {9 和 {p12} 
分 别 是 ,和 ,的 基 , 则 {i400 名) 构成 1 ;的 一 组 基 , 且 有 

PIOPP I BI = pp pH + pV pph) (25.80) 
基 矢 $4 和 2 可 分 别 取 为 {pi( 态 )} 和 {ps( 晶 ,)} 的 本 征 矢 ， 
所 属 的 权 分 别 为 mo(D 和 me()， 并 设 m(1) 和 mm201) 分 别 
为 p! 和 ps 的 首 权 。 由 (25.80)， 有 

Pi1OP2 Hi) ph) = (mi (7) tm (i) ye pe) 


(25.81) 
可 见 ， 羔 积 表示 的 权 为 


{mV +m ))} 
而 基 矢 $59?) 也 是 相应 的 本 征 矢 。 显 然 plQp。 的 首 权 为 
(maD(1) 十 mr)(1))。 由 于 不 可 约 表 示 p1 和 ps 的 首 权 m0(1) 和 


m% (1) 都 是 单 重 的 ， 即 有 唯一 的 本 征 矢 %t2 和 9%42)， 因 而 pO 


Ps 的 首 权 (m 中 (1)+m 中 (1)) 只 有 一 个 本 征 矢 多 0%42)， 所 以 也 
是 单 重 的 。 

直 积 表示 p1@ps 一 般 是 可 约 的 。 按 完全 可 约 性 定理 ， 空 间 
169 2 可 以 分 解 为 若干 个 在 p13p， 下 不 变 的 子 空间 的 直 和 。 
由 25.3 节 的 定理 2 知 ， 每 个 不 变 子 空间 的 基 可 取 为 {piQp， 
(好 的 本 征 矢 。 这 些 子 空间 的 基 矢 的 集合 构成 罗 , @2r。 的 一 
组 新 基 ， 在 这 组 新 基 下 ，pi@p: 已 被 完全 约 化 。 由 于 新 的 基 饼 : 


二 


只 


113 


和 老 的 基 矢 {9%9)} 都 是 {Pp1@Pps( 吾 中} 的 本 征 矢 ， 而 属于 不 
同 权 的 本 征 矢 是 线性 独立 的 ， 所 以 由 老 的 基 到 新 的 基 的 变换 只 
能 是 对 属于 同一 权 的 基 矢 进行 重新 组 合 。 因 pps 的 首 权 是 
非 简 并 的 ( 单 重 ) ， 所 以 老 的 基 矢 $$ 名? 在 这 重新 组 合 中 只 
能 乘 以 常数 ， 因 而 新 的 基 中 含有 基 矢 cg40%4)。 由 此 可知， 在 . 
表示 ppos 的 约 化 中 ， 有 了 唯一 的 一 个 不 可 约 表示 ， 其 表示 空间 
中 含有 矢量 %% 人 2)。 从 而 可 得 以 下 定理 。 
定理 1 设 p 和 p;* 是 半 单 李 代 数 罗 的 两 个 不 可 约 表示 ， 其 
首 权 分 别 为 导入 人 ， 则 表示 p 二 p16 的 ps 中 含有 唯一 的 一 个 
不 可 约 成 分 (通常 记 作 pi 加 pz) ， 它 以 MTMO 为 首 权 。 
在 14.3 节 中 ， 我 们 引入 了 两 个 互 易 群 的 表示 的 直 积 概 
念 ， 并 用 它 构造 了 直 积 群 的 表示 。 对 李 群 的 李 代数 ， 也 有 对 应 
的 情形 存在 。 设 CG = G: x C:，， 三 个 李 群 的 李 代 数 分 别 为 2 ， 
2 ，2s， 则 有 多 = 1 加 9,。 由 (25.72) 和 (25.78) 可 知 ， 若 
Pi 和 Ps 分 别 为 1 和 之 ,的 表示 ， 则 
Pu 十 pa) 二 PDT + TPA(v) ,VIE LV EL, 
(25 .82) 
为 稼 的 一 个 表示 ,的 表示 (25.82) 由 必 的 两 个 理想 | 和 乡 , 的 
表示 的 直 积 生成 :如果 已 知 .9 和 .2 的 全 部 不 可 约 表 示 ， 则 能 
由 这 种 直 积 生成 乡 的 所 有 不 可 约 表示 。 即 有 如 下 定理 。 
定理 2 若 2=2, 由 2,， 则 多 的 不 可 约 表示 的 完全 集 ， 
可 由 多 ,和 2* 的 所 有 不 可 约 表示 的 一 切 可 能 的 直 积 (25 ,82) 生 
成 。 
按 定理 2 ， 只 须知 道 单 代 数 的 不 可 约 表示 ， 半 单 代 数 的 不 
可 约 表示 便 可 由 直 积 产生 。 这 一 点 前 面 已 经 指出 过 。 因 为 有 关 
于 李 群 的 相应 定理 ， 这 个 关于 李 代数 的 定理 实际 上 是 显然 的 结 
论 。 这 里 只 是 把 李 代 数 的 表示 的 直 积 的 概念 〈 定 义 ) 进一步 明 . 
确 起 来 。 
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8$ 26 半 单 李 代 数 的 不 可 约 表示 的 构造 


26.1 基本 表示 

在 上 节 中 ， 解 决 了 半 单 李 代数 的 不 可 约 表 示 的 标记 和 分 类 
问题 。 这 是 通过 表示 的 首 权 来 实现 的， 而 首 权 又 可 以 用 一 组 
(了 个 ) 非 负 整数 来 标记 。 其 图 形 表 示 ， 是 在 半 单 李 代数 的 邓 
金 (根系 ) 图 上 注 明 对 应 于 每 个 单纯 根 的 非 负 整数 。 现 在 要 进 
一 步 研究 如 何 作出 这 些 不 可 约 表示 的 问题 。 我 们 将 证 明 ， 任 一 
不 可 约 表示 可 以 通过 比较 简单 的 基本 表示 的 直 积 的 约 化 来 得 
和 到， 而 每 个 基本 表示 又 能 通过 更 为 简单 的 初等 表示 的 直接 乘 短 
的 约 化 来 得 到 。 这 样 至 少 在 原则 上 将 上 面 的 问题 简化 为 作出 初 
等 表示 的 问题 ， 而 所 有 单 李 代数 的 初等 表示 都 很 容易 得 到 。 

所 谓 基本 表示 ， 是 指 那些 以 基本 权 为 首 权 的 不 可 约 表示 。 
因而 ， 每 个 ! 秩 的 半 单 李 代数 有 / 个 不 同 ( 不 等 价 ) 的 基本 表 
示 。 例 如 ，A。 有 两 个 基本 表示 


i 0 0 1 
O———- -0O oO oO 
a(1) a(2) a(1) C(2) 


它们 的 首 权 是 基本 权 (25.71)。 
这 类 表示 之 所 以 被 称 为 基本 的 ， 是 因为 有 下 述 定理 。 
定理 ” 设 半 单 李 代数 .2 的 基本 表示 为 p，pa，…，pi， 而 


以 (Ai ,RR2 9 »k1) 为 标记 的 不 可 约 表示 为 ph,s0yss， ? 则 有 
Phis kaye = pW.%Bp1OP DIP:… RPR Rp: 
Ri Rs hi 


证 明 ”只 需 证 明 两 个 不 可 约 表示 的 首 权 相等 。 按 定义 ， 前 
者 的 首 权 为 
M=k 1M(D +hM(2) + “+ kM(I) 


又 由 25.6 节 的 定理 1 可 知 ， 后 者 的 首 权 也 是 上 式 ， 所 以 二 者 是 


115 


等 价 的 。 

这 个 定理 表明 ， 半 单 李 代 数 的 任意 不 可 约 表示 ， 都 可 由 基 
本 表示 按 一 种 确定 的 方式 产生 。 

26.2 ” 张 量 表示 

张 量 表示 对 构造 李 代 数 的 不 可 约 表示 起 着 重要 作用 。 在 讨 
论 由 单 代 数 的 初等 表示 构造 它 的 基本 表示 的 方法 之 前 ， 先 来 一 
般 地 阐明 张 量 表 示 的 概念 。 

设 p 是 李 代数 之 的 一 个 “ 维 表 示 ， 雪 示 空 间 为 {多 ， 
，，…，sj 是 的 一 组 基 : 则 由 基 


{Pr pi Pe)} (26.1) 
张 成 的 空间 (nr 维 ) 
Y= OY OY (26.2) 
Fa 
是 之 的 表示 - 
0 一 0BOQ@…Qp (26.3) 
人 一 一 - 


7 
的 表示 空间 。 通 常 称 > "为 r 阶 张 量 空间 ,p? 可 称 为 多 的 由 表示 
P 产 生 的 r+ 阶 张 量 表示 或 * 次 直 短 表示 。 
若 儿 是 半 单 的 ，p 是 多 的 一 个 不 可 约 表示 ， 而 和 ,ps，…， 
多 "是 p 的 分 别 属于 权 m(1)，m(2)，…，m(n) 的 本 征 和 拓 ， 那 么 
pi pra is 
就 是 表示 p" 的 属于 权 
m(21) +m(is) + +m(ir) 
的 本 征 矢 。 若 m(1) 是 p 的 首 权 ， 则 rm(1) 便 是 p" 的 首 权 ， 相 应 
的 唯一 独立 的 本 征 矢 为 
Pip1* 1 
-一 


P' 中 有 一 个 唯一 的 不 可 约 成 分 ， 它 以 rm(1) 为 首 权 且 含 有 上 面 
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这 个 基 矢 ， 这 个 不 可 约 成 分 便 是 pr。 
以 S;= {p) 表 示 基 矢 (26.1) 的 > 个 下 标的 置换 群 
Dpis Bra Bis = pipe) pig piper) (26.4) 
则 可 用 运算 〈 作 用 于 空间 % "上 的 算 子 ) 总 8 将 (26.1) 对 称 化 ， 


即 
2) Ppi gia Pir (26.5) 


PES, 


显然 , 若 在 4 个 基 矢 中 ， 各，$2，…，9r 重 复出 现 的 次 数 
相同 ， 则 由 它们 生成 的 矢量 (26.5) 是 相同 的 ， 反 之 ， 则 生成 的 
(26.5) 是 线性 独立 的 。 所 以 独立 的 对 称 矢量 (26.5) 是 与 上 述 的 
一 组 重复 数 (填充 数 ) (7 ,7，，,… ,rn) 一 一 对 应 的 ， 并 可 用 此 
数组 为 标记 ， 将 其 写 为 

rarro 交 Pps pion pir (26.6) 


由 于 

ritrete+ra=r (26.7) 
邯 独 立 的 对 称 矢量 (26.6) 的 个 数 等 于 将 自然 数 * 分 为 个 非 负 
整数 之 和 的 分 割 数 。 由 此 可 知 ， 由 (26.6) 张 成 的 zr* 的 子 空 间 
中) 的 维 数 为 

dimy m= ( ) (26.8) 


条 人 中 的 每 个 矢量 都 是 (26.6) 的 线性 组 合 ， 而 (26.6) 在 置换 也 
下 不 变 ， 从 而 有 
P= YEey™ (26.9) 
反之 ， 容易 验证 ， 2 中 的 每 个 在 和 下 不 变 的 矢量 都 可 写 为 
(26.6) 的 组 合 ， 因 而 属于 子 空间 下。 所 以 中 是 ?内 全 部 
对 称 张 量 构成 的 子 空间 。 | 
. 由 于 ?上 的 算 子 少 与 表示 p" 可 易 ， 即 


{ 
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Pp'h=Pp', pESs (26.10) 
并 注意 (26.9)， 可 以 看 出 "是 表示 Pp 的 不 变 子 空间 ， 有 
pVEYD, VEY®) (26.11) 
将 Pp" 在 7 中 内 的 缩小 记 作 p“*， 则 基 矢 (26.6) 是 p "的 属于 权 
rim(1)+ram(2) + -+ram(n) (26 .12) 
的 本 征 笑 。p "的 首 权 为 rm(1)， 叭 一 的 本 征 矢 
Wo,,0...,0—= Cp Pi 
r 
PpP'” 一般 也 是 可 约 的 ， 它 的 以 rm(1) 为 首 权 的 不 可 约 成 分 为 
po 
类 似 地 ， 由 (26.1) 的 反对 称 化 ， 可 以 得 到 反对 称 基 矢 《以 
下 假定 +<n) 
Vis = BD dppbir, Hii 


(26.13) 

其 中 55= 土 1， 正 负 号 分 别 对 应 p 为 偶 的 和 奇 的 。 容 易 验 证 ， 
等 式 (26,13) 的 右边 对 有 重复 下 标的 情况 恒 为 零 ， 而 

Pi si = Op i isos (26.14) 


可 见 (26.13) 已 穷尽 了 (26.1) 的 独立 的 反对 称 组 合 。(26.13) 张 
成 > 的 由 所 有 反 称 矢量 构成 的 子 空间 91"" 


yi = {yey", pV=6,0) (26.15) 
由 (26.10) 知 ，Yi 7 也 是 2 的 不 变 子 空间 
peytrl, Vey (26.16) 
将 Pp" 在 1r! 上 的 缩小 记 作 pl"'， 则 基 矢 (26.13) 是 p'"' 的 属于 权 
ml) +m(iz) + + m(ir) (26.17) 
的 本 征 矢 。 如 果 P 的 权 和 m( 巧 是 按 递 降 的 顺序 编号 的 
m(1)>m(2) 之 … 之 m(n) (26.18) 


则 pr 的 首 权 为 
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m(1)+m(2) + .+ m(r) (26.19) 
相应 的 唯一 本 征 矢 为 
W ,0.9 = , 祈 Gpp 1 ps 


P'"" 中 以 (26.19) 为 首 权 的 不 可 约 成 分 记 作 pt"'。 表 示 p!"! 的 维 
数 是 . 
dimy’t"!=( ” ) (26.20) 

26.3 单 李 代数 的 初等 表示 

每 个 / 秩 的 单 李 代数 共有 7 个 基本 表示 ， 在 这 些 表 示 的 角 
图 中 ，1 个 点 (单纯 根 ) 上 的 标 数 为 1 ， 其 余 (! - 1) 个 点 上 的 
标 数 都 是 零 。 在 写法 上 ， 也 可 将 零 标 数 省 去 。 一 个 单 李 代数 的 
初等 表示 ， 是 指标 数 1 出 现在 角 图 端点 上 的 基本 表示 。 例 如 ， 
了 441 有 两 个 初等 表示 (和 角 图 有 两 个 端点 ) ，E。 有 三 个 初等 表示 
(其 角 图 有 三 个 端点 ) 。 

为 了 作出 基本 表示 的 角 图 ， 需 先 将 其 中 的 点 ( 即 所 对 应 的 
单纯 根 ) 编号 。 在 25.4 节 中 ， 已 经 给 出 了 典型 李 代 数 的 单纯 根 
系 ， 其 中 对 单纯 根 已 经 规定 了 序号 ， 类 似 地 也 能 从 五 个 例外 代 
数 的 根系 ( 见 24.5 节 ) 出 发 找 出 其 单纯 根系 ， 并 适当 编号 。 将 
各 单纯 根 的 序号 写 在 它们 的 邓 金 图 的 代表 点 的 下 面 ， 便 得 图 
26.1。 可 见 妇 的 两 个 初等 表示 角 图 中 的 标 数 1 分 别 在 1 点 和 1 
点 上 ， 可 记 作 2 和 po Ee 的 三 个 初等 表示 的 角 图 中 标 数 1 分 别 
在 1，5， 6 点 上 ， 可 记 作 pi， Ps, Peo 

单 李 代 数 的 邓 金 图 的 每 个 端点 8， 按 一 定 的 规则 决定 着 图 
中 的 一 串 点 《单纯 根 ) 

B=pB, Ps, 1, ps (26.21) 
称 为 属于 的 分 支 。 所 说 的 规则 是 ， 

1 每 个 点 Bi(i==2,3，…,- 1) 只 与 bi: 和 Bi, 相连 ,而 不 

”与 图 中 的 其 他 点 相连 ; 加 


全 
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2 ED 
i 0 一 一 -0 一 -0 1 2 
1 2 3 -1 1 
Fs 一 一 一 起 一 一 全 
L 2 3 4 
B! 0—0--0—-0.--m 
1 2 1-2 1-1 7 Fk, 
i 2 3 4 5 
CG: 9—®---@— RD 6 
1 2 1-21-11 E: 0 0 0. 
1 2 3 4 5 6 
D; 0——0O-—— 1 7 
1 21-31-2 Es 9 


2345 6 7 


图 26.1 带 有 单纯 根 序号 的 邓 金 图 


2” 6 和 PBiii 之 间 以 下 列 三 种 方式 联接 
ps pi+l Bp: pi+l Bi 有 ;+1 


0———0O @- 一 -一 @ @ 一 一 一 o 


而 且 如 果 是 最 后 一 种 情形 ， 定 有 ;+ 1 一 局 

3” 在 点 串 (26,21) 中 再 增加 一 个 点 , 则 不 可 能 仍 满足 1" 和 
2°。 | 

按 这 个 定义 ， 要 从 邓 金 图 中 找 出 属于 某 端 点 的 分 支 ， 只 需 
从 这 个 端点 出 发 ， 按 1 和 2 逐次 确定 下 一 个 点 ， 直 到 不 可 能 再 
有 下 一 个 点 为 止 ， 所 得 之 点 串 便 是 要 找 的 分 支 。 由 此 ， 易 找 出 
和 名单 代 数 的 所 有 分 支 ， 


4 | 
1 ,1-1,.…, 1 2 
1,2,.,1-1 1,2 
a ri 
1 ,2,..,1 Ek 
ol ” Eet 5,4,3 
6,3 
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1 ,2,.…,/~2 1,2,3,4 
a 1-2 eos 
1,1-2 7,4 
1,2,3,4,5 
Es17,6,5 
8,5 


标 数 1 出 现在 角 图 任意 点 上 的 基本 表示 ， 能 够 由 与 此 点 共 
分 支 的 端点 所 对 应 的 那个 初等 表示 来 生成 。 即 有 下 列 定理 。 
定理 设 是 单 李 代数 之 的 邓 金 图 的 一 个 端点 ,而 B1=， 
，…， Ps 是 8 的 分 支 , 假定 ps, 是 的 标 数 1 出 现在 点 8. 上 
的 那个 基本 表示 ， 则 有 ps,== PY， r=1，2，…，h。 
在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 先 来 建立 一 种 由 不 可 约 表示 的 
首 权 逐次 求 出 这 个 表示 的 所 有 权 的 方法 (可 简称 逐次 求 权 法 )。 
假如 已 知 2 的 一 个 不 可 约 表示 p 的 首 权 以 ， 则 按 25.4 节 之 定理 
1 ，p 的 所 有 权 都 可 写 为 
M- a(li)- a(i)- -a(i), a En 
但 这 只 是 权 的 必要 条 件 ， 能 写 为 如 上 形状 的 .多 : 中 的 矢量 不 一 
定 是 P 的 权 。 所 以 需要 找到 一 种 方法 来 多 别 其 中 的 矢量 到 底 是 
否 是 p 的 权 。 为 此 ， 我们 将 p 的 所 有 权 加 以 分 类 ( 层 ) ， 可 和 写 
为 
M- a(i) 
M- C0 oli) 


-a(i)~ a(is) ~- -Qa(is) 


形状 的 权 ， SA 


可 以 通 伙 下 下 有 有 权 《以 本 身 避 称 夫 民权 )。 按 下 面 的 办 
可 以 逐次 求 得 各 层 的 权 。 


.| 人 a 
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先 求 1 层 的 权 。 因 有 是 首 权 ， 于 十 ae 人 不 可 能 是 权 ， 所 以 
1 的 c( 门 叙 列 中 的 co=0 ( 见 (25,25) 式 ) 。 由 (25.26) 有 
2CM,a(i)) _ 


(a(?) ,a(?)) 


于 -al0) 在 弄 的 a(i) 氢 列 中 出 现 的 充 要 条 件 是 p>>0。 因 而 
对 -ea() 为 权 的 判定 条 件 是 

2CM ,a(i)) 

Ca 六 2 有 之 0 (26.22) 
据 此 足以 确定 1 层 的 所 有 权 {M -a(i)}。 

再 求 2 层 的 权 。 每 个 2 层 的 权 A 必 -a(i1) - a(io) 都 可 写成 
一 个 工 层 的 权 减 去 一 个 单 纯 根 xc 人 的 形状 , 即 六 -a(t1) 和 
人 M-c(ia) 至 少 有 一 个 是 p 的 权 。 这 是 因为 否则 必 有 

Bo bur= Bo py=0 


从 而 有 

BairB oo Yu= Bauv Bo pu=0 
于 是 前- a(ii) -a(i,) 也 不 是 权 (注意 Pp 的 表示 空间 由 形 如 
(25.35) 的 矢量 张 成 ， 只 有 对 应 于 非 零 的 (25.35) 的 (25.36) 才 
是 p 的 权 ) 。 所 以 ， 只 需 对 每 个 1 层 的 权 MGa ) 求 形 如 

Mi) -a(i) (26， 23) 

的 2 层 权 。 邯 虚 权 以 中 的 a(7) 列 

MD Da 人 (ph MD 二 aa 人 
设 衣 中 =M~a(t)， 则 有 当 @( 站 了 a( 站 时 ，M 中 +a(i)=M 
一 4() 十 a(7) 不 是 权 (注意 权 的 必要 条 件 ) ， 因 而 有 g=0， 当 
4(i) 二 (7) 了 时 ，MM 中 +a( 站 =H 是 权 , 但 MD+(1+1)a(i) 
三 由 + ati) 不 是 权 ， 因 而 有 9 二 1。 总 之 gq(MD,a(7?))=6iyo 
所 以 Ma(i 让 是 权 ( 它 在 上 倒 列 中 出 现 ) 的 充 要 条 件 p 沁 0 可 
写 为 


122 


2CMOD ,a(i))、 = 
让 > dCAXD ,a(’)) Os (26.24) . 


对 1 层 的 每 个 权 M 都 找 出 权 M0 - wa(G)， 便 得 出 2 层 的 全 部 


权 。 A 
如 已 求 得 s 层 的 权 ， 便 可 用 同样 方法 求 得 s+1 层 的 权 。 每 
个 s+ 1 层 的 权 都 可 写 为 
MY- a(i) (26.25) 


M9 是 s 层 的 一 个 权 。 如 果 将 内 2 的 式 子 中 的 相同 的 项 加 以 合 
并 ， 可 写 为 

MH=M- .WG(i) -… 
则 MM 人 十 g( 站 ，…，AMM 中 +a(1) 都 是 权 ， 而 M+ (pi+1) 
‘a( 让 不 是 。 所 以 在 以 S 的 a(i) 列 中 的 9 为 

gq(M‘® ,a8(1))= hs 
从 而 (CM - wa()) 为 权 的 判定 条 件 是 (p>0) 
?> aM, oD))= -ps (26.26) 

对 s 层 的 每 个 权 寻 2， 作出 一 切 满足 (26.26) 的 (MCo - a(i))， 
便 得 到 s 十 1 层 的 全 部 权 。 


: S$ 
因 权 的 总 数 不 超 过 p 的 维 数 ， 是 有 限 的 ， 这 样 作 下 去 便 将 
穷尽 的 所 有 权 。 , 
现在 回 过 来 证 明 前 面 写 出 的 定理 。 ? 
证 明 只 需 证 明 pp, 的 首 权 与 8 的 首 权 相等 。 设 表示 和 
pp 的 首 权 为 MM， 则 用 逐次 求 权 法 不 难 作出 pp 的 其 余 的 权 。 按 表 ， 
示 pp 的 定义 ， 有 3 
200o | eh gen 
(a,a) 0， 当 @g¥Pi 


由 (26,22) 可 见 ，1 层 的 权 只 有 A 必 -Bp1。 容 易 算 出 


二 
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-1， 当 a=p， 
0， 当 w 天 DAP， 


| 2， 当 a=A， 


这 可 由 邓 金 图 看 出 。 所 以 有 
一 工 ， 当 w=p， 
244 -Pa) 


Ca-a) 1, 当 a=p,。 aoE 厅 


0,， 当 axp,p, 
(注意 (M-B,a)=(M,a)- (p,qa)) 。 由 (26.24) 可 见 ，2 层 
的 权 只 有 MM Bi js。 可 以 一 直 继续 作 下 去 ， 有 R 属 也 只 有 一 个 
权 M-A -ps-…-p。 注意 大 于 尺 的 层 的 权 都 低 于 权 M-A 
- … -ps， 所 以 上 面 得 到 的 权 列 
M,M-B,M-pi-pba,…,M-PBi-pbs-.…-P, 
是 表示 pp 的 按 高 度 递 降 排 列 的 前 (R+1) 个 权 。 因 此 ， 表 示 
p8 3 的 最 高 权 ， 即 pg 了 的 首 权 为 
Mt+(M-pD+CMN-P -PN)T… 
+(M-pi-p,-. -Bri) 
=rM-(r- pi-(r-2)p.- -pr 
(1<r<k) 
另 一 方面 ， 如 以 MM' 表 示 上 面 的 式 子 ， 则 容易 算出 


2 it r+ D=0 


(1=1,2,.…,r ~ 2) 


2M' ,Bri)  。。 
(PriBe) 2270 


2CM' ,pr) _ 
(Br,B:) 


2 ,0),, «EIIl, 2 天 pp ,Ps 


(ay 0) 
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按 ps, 的 定义 ， 上 列 诸 式 表明 M' 是 pp, 的 首 权 。 这 就 证 明了 
pp, 与 pgI 有 相同 的 首 权 MM'。 


26.4 ”典型 李 代 数 的 表示 

利用 前 面 的 一 般 结 果 ， 原 则 上 可 以 系统 地 构造 出 任意 单 李 
代数 〈 从 而 半 单 李 代数 ) 的 所 有 不 可 约 表示 。 下 面 将 针对 典型 
李 代 数 米 说 明 上 述 的 一 般 方法 。 对 例外 本 代数 的 不 可 约 表示 的 
构造 ， 可 进行 类 似 的 处 理 。 

A 的 不 可 约 表 示 

1) 初等 表示 

A 的 两 个 初等 表示 P10.0 二 P1 和 po.01= pi 


pi DO 一 -一 0 一 一 0… 一 一 0) 
了 2 3 71- 1 I 


l 
Di0 一 一 0 -一 人 0……0 -一 一 0 
1 2 3 1-1 I 


欧 首 权 分 别 为 


M(1)= -T(t etter) (26.27) 


1 
站 了 


ex (26.28) 


1 
站 


M(D)= 


(eni= 1,2,** ,1 十 四 是 1, 的 正 交 基 ( (ei, ce0)= 了 人 小 
因 s101+2D) 兰 4 是 矩阵 群 ,所 以 SCI+ IT) 本 身 就 是 4 的 自然 表示 
(1 二 1 维 ) 。 由 (24.89) 可 写 出 克 ; 的 矩阵 


了 25 


罗 0 
” 1 
厅 = ii 
. . 、 ] 
0 ”Ti 
_ 1 
/ TI 0 | 
A 
_ 141 
H,= 1 
1+1 
1 
0 7 二 于 
1 
和 于 1 0 | 
1 
/二 1 
ftni=. 1 
全 1 
1 
| 
。 0 7 十 17 


Hl, H,, "og Hi1 张 成 s1(1+1) 的 嘉 当 子 代 数 多 。 可 见 ， 这 
个 表示 的 首 权 恰 为 (26.27) 。 注 意 ， 写 出 权 分 量 的 基 与 表示 根 
系 的 基 是 一 致 的 ， 由 (24.26) 看 出 ， 这 基 即 为 {(e;} 。 因 此 ,初等 
表示 P1 即 为 (等 价 王 ) 自然 表示 。 

作 pi 的 对 侦 表 示 - 让 (Pp 表 p 的 转 置 )， 它 的 囊 E 多 的 握 
阵 ， 与 2; 的 相应 矩阵 的 转 置 只 差 一 符号 ， 可 见 此 表示 的 普 权 为 
“26.28)。 因 此 ， 初 等 表示 pi: 为 自然 表示 的 对 侦 表 示 。 
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2) ”基本 表示 
由 于 属于 每 个 端点 的 分 支 都 包含 全 部 点 ， 所 以 只 需 从 一 个 
初等 表示 〈 对 应 一 个 端 ) 出 发 ， 就 能 生成 所 有 ! 个 基本 表示 。 
记 与 点 r (单纯 根 a(r) 相对 应 的 基本 表示 为 Pr-= Po.o100 
,ool 
i 2 rr I 
按 26.2 背 的 定理 ， 有 p+= pr 。 
我 们 来 证 明 ， 表 示 pyY' 是 不 可 约 的 ， 于 是 pV = pe。 上 
面 写 出 的 p1( 右 ) 的 矩阵 ， 其 对 角 元 是 p1 的 权 分 量 。 我 们 看 到 ， 
(1 十 1) 个 权 没 有 重复 的 ， 而 表示 的 维 数 也 是 (1 十 1) ， 可 见 
(1+1) 个 权 都 是 单 重 的 。 事 实 上 ， 如 将 矩阵 p1( 右 ) 的 第 i 个 对 
角 元 所 对 应 的 权 记 为 m(i?)， 则 有 
m(1)=M(1)>m(2)>… >m(l+1) 
表示 pt! 的 权 由 (26.17) 给 出 
m(i) + mt) + + my), ii 
共有 ( “+!) 个 ， 都 是 单 重 的 ， 相 应 的 唯一 本 征 舌 为 (26.13)。 
p11 的 首 权 为 
m(1)+m(2)+ +m(r) 
在 25.3 节 中 已 经 得 知 ，A4, 的 外 尔 群 对 其 任意 表示 的 权 来 说 ， 就 
是 权 分 量 的 置换 群 。 由 此 便 不 难 验证 ， pf 的 每 个 权 都 能 由 首 . 
权 经 外 尔 群 的 操作 得 到 。 这 又 表明 ，p81 的 权 没 有 在 外 尔 群 下 
不 变 的 真子 集 。 于 是 可 以 推 知 ，pY1 是 不 可 约 的 〈 注 意 25.3 节 
的 定理 1 之 2") 。 最 后 得 基本 表示 
pr= py', +=1,2,.…,1 (26.29) 
已 知 D 的 基 {Ygij 按 SCI+ IJ 的 矩阵 变换 ， 从 而 由 (26.13)》 就 不 
难 写 出 表示 Ap ] 的 矩阵 。 
3) 任意 不 可 约 表 示 


局 
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按 26.1 节 的 定理 ，A4: 的 任意 表示 
Ai ka ks ki~1 ki 
O00'0—0 
1 2 3 i-1 1 
可 由 基本 表示 pi， PpP2s ***, Pi 造 出 

Pru-hi = PH PEO .OpY 


以 M(i) 表 基本 表示 Pp: 的 首 权 ， 则 ph.…h, 的 首 权 为 


Ph koh 


kM(1) + RoM(2)+ .+ kM) (26.30， 
相应 的 本 征 矢量 是 
权 Wg ig ge 3 
一 -一 一 -一 一 一 (26.31) 
k Rs Rk 
Pu 的 表示 空间 中 含有 此 基 矢 。 另 一 方面 ， 注意 到 (26.13)， 
此 矢量 显然 属于 张 量 空 间 


多 和 的 Zr RO YI = Yh tt ti 

因 此 ， DA 的 表示 空间 是 Zr *(»v=h 十 28。 十 “. + 1ki) 的 含有 
基 矢 (26.31) 的 不 可 约 子 空间 。 于 是 ， 构 造 表示 ph 的 问题 
便 被 简化 为 : 将 Pp, 的 表示 空间 的 次 直 千 空间 zy， 
(w= 家 克 ) (er 的 表示 空间 ) 约 化 并 定 出 含有 基 儿 (26.31) 的 
不 可 约 子 空间 。 

Bi 的 不 可 约 表 示 

/之 2 时 ，B, 的 两 个 初等 表示 


1 
pl 0——0'0—-0-—-® 


1 2 I-2 iI-1 { 

1 

pi 0…o0 一 一 oO 二 一 e@ 
2 1-2 1-1 1 


Oo -一 一 
1 
的 首 权 分 别 为 ( 见 (25.63) 式 ) 
M(1)=e@i (26.32) 
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M(D= 坟 (etert ter) : (26.33) 


的 自然 表示 是 so(21+ 1C)， 这 是 典型 群 SO(21+1;C) 的 达 
”代数 。 这 个 群 是 (21+ 1) 维 复 空间 上 的 正 交 算 子 群 ， 它 保持 一 
个 双 线 性 形 不 变 ( 见 24.7 节 ) 。 但 它 作 为 矩阵 群 的 同 构 形 式 并 
不 是 唯一 的 。 当 空间 的 基 取 为 正 交 妇 一 基 时 ， 这 些 算 子 的 矩阵 


是 正 交 和 矩阵， 有 
T=J 


于 是 这 个 群 成 为 正 交 矩阵 群 ， 而 其 李 代 数 便 是 所 有 反对 称 插 阵 - 
的 代数 
so(21+1,C)= {4A;A= - A} (26.34) 
由 于 这 些 和 矩阵 4 的 对 角 元 都 是 零 ， 不 能 直接 用 对 角 和 矩阵 来 表示 
宫 当 子 代数 ， 故 通常 不 采取 这 种 形式 。 为 了 得 到 SO(21+1,C) 
的 其 他 矩阵 形式 ， 考 虑 正 交 算 子 下 在 任意 基 下 的 矩阵 
T=S-1TS 
其 中 7T 是 分 在 正 一 一 基 下 的 正 交 盾 阵 ，3 是 由 正 一 基 到 任 取 基 的 : 
基 矢 变换 和 矩阵。 显然 有 
Fi=(8S)TI(SS)-! 
或 网 
T= KTTIK-! 
其 中 大 =5 是 任意 满 秩 的 对 称 方 阵 ( 民 =) 。 所 以 群 SO (28 
十 1,C ) 的 一 般 的 矩阵 形式 可 写 为 
SO(2I+1,C)= {A: A=KAiK'!, detKz0,K=K) 
其 李 代 数 的 相应 矩阵 形式 为 (经 指数 映射 ) 
so(2[+1,C)= {4A,A= ~- KAK'!, detKz0, KR=K) 
当 取 KK 二 TJ 时， 便 得 (26.34)。 现 在 取 


1 0 0V ， 
K=| 0 7 (26.35) 


0 I 0 


De 
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其 中 万 是 1x1 的 单位 方 阵 ， 则 得 所 需要 的 矩阵 代数 
so(21+1C)={4:4K+K4=0] (26.36) 
由 (26.35) 和 (26.36) 可 得 到 (26.36) 的 矩阵 4 有 一 般 形状 ( 按 
《26.35) 的 方式 分 块 》 


0 4 4 
A= — A, A;, A, 2 A:= - A,, As= ~ As 


~ A! A; -A, 
(26.37) 
据 此 ，so(21+1,C) 的 标准 基 可 取 为 ， 
10 0 0 
A 0 jonmer 
0 0 -~ A; 
Hi= Xi” Kivivis: 1=2,3,.,1+1 (26.38) 
以 及 (1 一 站 个 非 对 角 和 给 阵 
Ei= Xi- Xirpis: 2<i¥j<I+1 (26.39) 
0 0 0 
et 0 4 je 
0 0 0 
Eis= Xo Xp 2Si<I<I+1 (26.40) 
p21 E 0 |] 
了 个 |0 0 0 | 形 的 矩阵 
0 A 0 
= Korg 2 和 7J< 和 1+1 (26.41) 
0 4，0 | 
| 0 0 Jer 
-A 0 0 


FE!;=X1- X11 2 和 < 入 /十 1 (26 .42) 


0 0 4 
用 0 0 jem 
0 0 0 


Er=X- Xu 2&1i<I+1 (26.43) 
其 中 区;j 仍 表 第 1 行 i 列 的 元 素 为 1 而 其 余 元 素 乡 为 零 的 
(21 十 1) 阶 方 阵 。 { 厅 :}) 张 成 1 维 的 嘉 当 子 代数 ，Eiy 属于 根 
士 (ei-ey)(<7 时 取 正 号 ， 反 之 取 负 号 ) ，E;y 和 EY 分 别 属 
于 根 (e:+ey) 和 (ei:+ey)，i 和 E! 分 别 属于 根 -e: 和 e:。 由 
(26.38) 容 易 看 出 ， 自 然 表示 的 权 (21 十 1 个 ) 为 
0， 士 el， 士 ee，…， 士 ef | 
都 是 单 重 的 。 显 然 首 权 是 e; ， 与 p: 的 首 权 (26.32) 相 同 。 所 以 ， 
Bi 的 初等 表示 Pi1 即 是 (等 价 于 ) B1 的 自然 表示 。 
Bt 的 基本 表示 
pr 0 .00.0——e. 
1 2 rr 1-1i 
可 由 Pi 造 出 : pr=pl (r=1, 2, … 1-1). 
Bi 的 另 一 初等 表示 p11， 首 权 为 (26.33)。 由 B， 的 外 尔 群 可 
作出 与 首 权 等 价 的 权 


于 ( 士 e 士 ea 士 … 士 el) (26.43) 


( 见 25.3 节 ) 。 可 以 证 明 ，(26.43) 包 含 了 pi 的 所 有 的 权 。 注 
意 到 这 2! 个 权 都 是 单 重 的 ， 可 知 p1 是 一 个 2' 维 的 表示 。 这 个 表 
示 称 为 旋 量 表示 ， 其 构造 方法 没有 其 他 基本 表示 那样 简单 ， 但 
由 首 权 易 得 下 列 关系 
AP 一 OO 一 0 (26.44) 
Ci 的 不 可 约 表示 : 
1 之 2 时 ，Ci 有 两 个 初等 表示 
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1 


Pp1 一 一 一 一 6…e 一 一 9 一 -一 o 
1 2 8 1I-1 1 


1 
pr @ 一 一 9 一 一 9…6@ 一 一 9 一 一 0 
1 2 8 1 -1 


由 于 e(1) (端点 ! ) 也 属于 a(1) (端点 1 ) 的 分 支 , Ci 的 所 有 
基本 表示 可 只 由 一 个 初等 表示 pj 来 生成 

pr»=pYi, r=1, 2 ,1 . (26,45) 
而 pi 即 是 (等 价 于 ) Ci 的 自然 表示 sp(21,C)。sp(21,C) 是 六 
烙 Sy(21,C) 的 李 代数 。 辛 群 由 使 一 个 二 次 形 不 变 的 矩阵 组 成 
《 见 24.7 节 ) ， 妈 由 满足 下 列 条 件 的 矩阵 了 组 成 


TKT=K 
0 I 
x-( ) (26 ,46) 
-Za 0 
所 以 有 【〔 经 指数 映射 
sp(21,C)= {A:AK + KA=0} (26.47) 


从 而 可 得 sp{21,C) 的 元 的 一 般 形状 为 
A A, 
4 ) A,.= A,, As= A, (26 .48) 
A TA] 
据 此 ，sp(21, C ) 的 标准 基 可 取 为 ， 


A 
1 个 (9 ) 开 的 对 角 扰 了 


Hi= Xi ~ Xrayrs 1=],2,.. ,1 (26.49) 
以 及 (一 站 个 非 对 角 矩 阵 
Ess= Xi Kip (SS 人 (26.50) 


.有 -1Af0 4 
二 十 一 一 个 形 的 矩阵 
2 \o 0 


E’=Xun: (<i<D (26.51) 
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Eis= Xi t Xp: (1<i<IED) (26.52) 
0- 1 ( 7 
i+ 一 一 个 形 的 矩阵 
2 \A:,0 
Er= Xi (< 和 71) (26.53) 
Erj= X44s,t Kirgyi) (1<i<i<)) (26.54) 
{五 ;} 张 成 1 维 的 嘉 当 子 代数 ，Eij 属于 根 士 (e: ~ey) (i<j 时 
取 正 号 ， i> 时 取 负 号 ) ，Et: 和 EY 分 别 属 于 根 2e: 和 - 2ei， 
ij 和 EYy 分 别 属于 根 (e; 二 ey) 和 一 (ei+ey)。 可 见 ， 这 个 自然 
表示 的 权 为 
士 el， 士 ee，…， 士 @i 
(21 个 ), 都 是 单 重 的 。 首 权 M(1) =ei 与 Di 的 首 权 ( 见 (25.66)) 
相同 。 这 就 证 明了 pi 是 C1 的 自然 表示 。 | 
Di 的 不 可 约 表 示 
已 的 自然 表示 是 so(21,C)。 与 B 的 情形 类 似 地 有 


so(21,C)= {A, AK + KA=0} (26.55) 
0 I 
K= 
(7 1 (26.56) 


矩阵 4 的 一 般 形状 为 


A! .4 ~ 
A= ) A,= -A,, A,= ~ A, 


4 -4 
(26.57》 
so(21,C) 的 标准 基 可 取 为 
Al 0 
1 个 乡 H 肘 太 
(A ) 开 的 对 角 失 了 


H;i= Xi Kirss (1<Ii<D) (26.58》 
及 (1 一 站 个 非 对 角 和 矩阵 、 
Ew= Xi Kirpitts (LCiKI1<D) (26.59X 
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P-L (0 4A: 
与 4 形 的 矩阵 
0 0 


Ess= Xos- Xp (1<i<I<D) (26.60) 


Rr-1./0 0 
| je 
A 0 
Erj= Xs~ Xunpis (1KICI<I) (26.61) 
{ 玉 ;]} 张 成 ! 维 嘉 当 子 代数 ， 五 y 属于 根 土 (ei- ef)G<7 时 取 
正 号 ，!>>/ 时 取 负 号 ) ,Biy 属 于 根 (e1+ey) ， 五 人 属于 根 
- (ei 十 ey)。 可 见 自然 表示 的 权 为 
十 el， 士 eg，…， 士 et 

都 是 单 重 的 ， 首 权 为 e1 。 l 

D1 有 三 个 初等 表示 ， 与 其 邓 金 图 的 三 个 端点 相对 应 ,它们 
是 ({ 之 4) 


0 
1 /A/! 
pi O——O0.…O0——O 
1 2 1-2 
“oO 
1-1 
o 
pi 
pi.i 0———0.0———0O 
1 2 I-2 
O 
1-1 
1 
O 
1 
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由 (25.69)， 它 们 的 首 权 分 别 为 
M(1)=e@i (26.62) 


MG- TD 一 二 (el 二 ea 十 …… 十 et-D) -地 (26.63) 


M(D = 去 (ej 十 ea+… 十 en (26.64) 


(26.62) 表 明 ，p1 即 是 (等 价 于 ) Di 的 自然 表示 。 由 p: 可 生成 
(1- 2) 个 基本 表示 (注意 属于 端点 1 的 分 支 ) 
pr=pYl, r=1,2,.…,1—2 (26.65) 


Di 的 另外 两 个 初等 表示 pi-1 和 pi 称 为 旋 表 示 。 这 两 个 表示 
的 权 都 可 由 首 权 经 外 尔 群 得 出 ，pi i 的 权 为 将 (26.64) 中 的 奇 
数 个 正 号 改 为 负 号 ，A 的 权 为 将 (26.64) 中 的 偶数 个 正 号 改 为 - 
负 号 。 权 的 数目 都 是 2:*!， 且 都 是 单 重 权 (与 首 权 等 价 ) ， 故 
Pi 和 p11 的 维 数 都 是 2'"!。 显 然 有 | 
PY ~pR Np (26.66) 
pipr~py TT (26.67) 


$27 ” 卡 塞 米尔 (Casimir) 算 子 和 特征 标 


27.1 站 单 李 群 ( 李 代数 ) 的 卡 塞 米尔 算 子 

在 $22 中 我 们 对 SU (2) 和 SO(3) 群 引入 了 角 动 量 算 子 (J/,， 
了 了 ，9s) 或 (了,， 了 .-， 了 ,)， 由 它们 生成 了 群 的 表示 。25.1 节 中 
的 讨论 表明 ， 角 动量 算 子 是 SU (2) 或 其 复 扩 充 SL(2) 的 李 代 数 
的 标准 基 的 算 子 (作用 于 表示 空间 ) 。./: 是 嘉 当 子 代 数 ( 1 维 ) 
的 基 互 ! 的 算 子 ， 它 的 本 征 值 便 是 表示 的 权 。 我 们 看 到 ， 在 不 
可 约 表示 DW 中， 了 ,的 矩阵 有 对 角形 ( 见 (21.21) 或 (25.8) 中 
的 站 1 
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可 见 表示 DD 中 的 权 为 
7, -1, 1-2, 1, -J 
为首 权 。 因 而 不 可 约 表示 Dm 的 标记 7 实 为 其 首 权 。 另 一 方 
面 ，J 又 是 角 动 量 平方 算 子 了 的 量子 数 。 在 22.2 节 中 讨论 过 了 
了 的 后 一 种 意义 ,已 表明 D” 的 表示 空间 是 了? 的 属于 本 征 值 
A=J(J+1) 
的 本 征 子 空间 ; 而 算 子 j 为 李 代 数 s1(2) 基 的 算 子 的 二 次 形 


=J1+j2+74 = 了 +) 


这 一 情形 可 以 推广 到 一 般 的 半 单 李 群 中 去 。 

设 .2 为 半音 李 群 G 的 李 代 数 ，{X。 是 @ 的 一 组 生成 元 ， 
亦 即 .Z 的 一 组 基 ， 设 2 的 度 规 张 量 ( 逆 变 分 量 ) 为 gr?"， 在 2 的 
任意 表示 中 六 ,的 算 子 为 症 。。 定 义 作用 于 表示 空间 上 的 算 子 : 

C= grr 久 ,对 。 (27.1) 
称 为 G 或 的 卡 塞 米尔 算 子 。 注 意 到 gr?” 的 张 量 性 质 ，C 显 然 
与 多 的 基 {XX。} 之 选取 无 关 。C 的 基本 性 质 是 与 表示 的 所 有 算 


子 可 易 ， 即 - 
[C, 色 ]=0, XEY (27 .2) 


为 证 明 上 式 ， 只 须 证 明 C 与 所 有 人 况 : 可 易 ， 久 :是 .2 的 基 矢 。 
[C, 夺 1] 二 gr"[ 改 。 净 。, 诈 :] 
二 g?9[ 古 。, 蔷 :] 鲜 ,十 gPo 恒 。[ 证 。, 多 1] 
一 gpcchr 富 1 富 。 十 gpoc4z 富 。 准 ， 
一 g2oc 思 让 1 开 十 gec2 个 。 六 1 
二 grrchr( 必 1 证 ,十 号。 总 1) 
二 grogitepru( 必 1 症 , 十 证 。 首 ,) 
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因 c。-, 是 对 所 有 下 标 反 称 的 〈 见 24.3 节 ) ， 而 括号 内 的 因子 对 
指标 4 和 ac 是 对 称 的 ， 度 规 张 量 是 对 称 的 ， 这 要 求 上 式 改变 符 
号 之 后 不 变 ， 故 必 为 零 
[C ,三 ]=0 (27.3) 

由 舒 尔 引 理 ， 算 子 C 在 任意 不 可 约 子 空间 上 的 作用 (缩小 ) 
等 于 单位 算 子 的 常数 倍 。 换 言 之 ，G (或 2) 的 不 可 约 表示 空 
间 必 为 C 的 本 征 子 空间 。 由 于 不 可 约 表 示 (空间 ) 是 以 其 首 权 
MM 为 标记 的 ， 因 而 在 以 M 为 标记 的 不 可 约 表示 空 间 上 C 的 本 征 


值 必 为 好 的 函数 ， 即 
A4=f(M) (27.4) 


在 SL(2) 的 情形 ，Coc 了 2， 而 f(M)xM(M+1) 。 对 一 般 的 半 
单 李 群 ( 李 代数 ) ， 函 数 f 的 具体 形式 可 如 下 求 出 。 

在 乡 的 标准 基 下 ， 结 构 常 数 具有 较 简单 的 形式 (24.56) ， 
而 度 规 张 量 gs。 有 性 质 ( 关 于 标准 的 正 交 性 引 理 》 


ga,o=0, OF -a (27.5) 
gn.-a=1 ((24.33)) 
从 而 goo 的 矩阵 有 下 形 
9 7 0 
0 
(goo)= 0 (27.6) 
0 
0 10| 
由 此 又 知 其 逆 和 矩阵 为 | 
9 0 
| | :0 工 | 
(g°°)= 10. (27.7) 
i 1 
rs 
.0 10， 
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其 中 子 阵 (9 雪 是 (gif) 的 逆 。 注意 ( 1 )) = 了 >(23 ) = 
0 1 )。 因 而 讼 规 张 量 之 逆 变 分 量 也 有 


g"°=0, OK-0 (27.8) 
9 一] (27.9) 

由 以 上 两 式 ， 可 将 C 在 标准 基 下 的 形式 写 为 
CO= gt+ EBB. (27.10) 


在 以 M 为 首 权 的 不 可 约 表 示 的 空间 中 ， 取 属于 对 的 本 征 矢 Yu。 
将 C 作 用 于 yw, 并 注意 对 任意 正 根 a 月,px 一 0( 否 则 以 不 是 首 
权 》 > 因而 有 Ep. B= DPB th-aBbo) » Eh Bpu= 


BBB apu= Dab, Bp, pu = [Bapel yu, 可 得 
Cpu=g* MiMsput DIB Bolya 
LM,M) + Da 
=[M,M)+ Ta, M) Igy 


由 此 得 出 
1(M)=(M,M)+ Sa,M) (27.11) 


其 中 号 表示 对 所 有 正 根 求 和 。 引 入 正 根 之 和 之 半 矢 量 


6=3 Da (27.12) 


又 可 得 

1(M)=(M,M)+2(6,M)=(M+6)? -6 (27.13) 
总 之 ，G (多) 的 卡 塞 米尔 算 子 (27.1) 或 (27.10) 以 CG(2) 的 不 
可 约 表示 空间 为 本 征 子 空间 ， 相应 的 本 征 值 是 不 可 约 表 示 的 首 
权 的 函数 ， 并 由 (27.11) 或 (27.13) 给 出 。 
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对 典型 群 ， 由 它们 的 根系 〈 见 24， 5%) 容易 算出 正 根 之 称 
之 半 为 | 


i+1 I 
Al: 6= (St1)e (27.14) 
4 1 
B,， 6= >( i 到 je (27.15) 
i=1 2 | 
Ci 6= DitDe (27.16) 
Dr 6= 立 4-Dei (27.17) 


代入 (27.13)， 并 注意 (24.70) 等 式 子 ， 便 可 得 典型 群 的 卡 塞 米 
尔 算 子 的 本 征 值 (用 首 权 在 基 {eij 下 的 分 量 来 表达 ) 公式 
1 


Ai: = MAM, +1-2i+2) (27.18) 


2(1 二 1) 所 
Bi: 4 EM M2 +1) (27.19) 
Cri: 4= 去 三 SM (Mi+2!- 2i+2) (27.20) 
Ds 4=70 MM ta 2) (27.21) 


(27.4) 表 明 ， 每 个 首 权 如 决定 卡 塞 米 尔 算 子 的 一 个 本 征 值 
4。 反 之 , C 的 一 个 本 征 值 不 能 决定 一 个 首 权 ， 因 为 不 能 期 望 
单 由 一 个 数 4 去 充分 确定 1 个 独立 数 MM= (Mi,MM,，,… ,M1) .如 
果 除 C 外 ， 还 有 (1- 1) 个 作用 于 表示 空间 上 的 算 子 CO。，0s,…， 
O04 与 O01 一 0 一 起 构成 1 个 独立 的 互 易 算 子 ,并 且 它 们 与 儿 的 表 
示 的 所 有 算 子 可 易 ， 则 之 的 不 可 约 表示 空间 将 是 这 /1 个 算 子 的 
共同 本 征 子 空间 ， 相 应 的 本 征 值 仍 是 不 可 约 表示 的 首 权 的 函数 
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Ni=f (M) 

42=fa(M) 

‘4s= fs (M) (27.22) 

Hh1=f1M) 
这 样 的 一 组 本 征 值 4= (1 ，…,4) 可 以 由 上 式 单 值 地 决定 首 
权 术 ， 从 而 也 就 决定 了 不 可 约 表示 。 这 就 提供 了 标记 不 可 约 表 
示 的 另 一 种 更 明白 的 方案 : 以 算 子 (C1,0,,… ,C4) 的 共同 本 征 
值 4= (,4,,… ,1) 作为 的 不 可 约 表示 的 标记 以 4 为 标记 
的 不 可 约 表示 空间 是 这 组 算 子 的 属于 本 征 值 4 的 共同 本 征 子 空 
间 。 但 具体 构造 这 些 算 子 ， 并 计算 它们 的 本 征 值 谱 ， 是 困难 
的 。 不 过 ， 拉 卡 已 经 证 明 ， 对 每 一 1 秩 的 半 单 李 群 ， 存 在 一 组 
1 个 算 子 (C1,0,,…,C,)， 每 个 算 子 都 是 ( 久 1, 鲍 ,,…, 锡 ,) 的 
尔 数 ， 且 与 { 义 。) 可 易 ， 它 们 的 共同 本 征 值 单 值 地 刻 划 群 的 不 
可 约 表 示 〈 其 中 {XX。) 为 多 的 大 ) 。 

2.2 。 紧 天守 单 李 类 的 共 酌 元 素 类 
先 来 考虑 群 SU (n) 的 类 。 我 们 知道 ， 乏 正 矩 阵 恒 可 由 乏 正 
和 抢 阵 产生 的 相似 变换 对 角 化 ， 因 而 也 能 由 单 模 的 么 正 华 阵 (SY 
detS) 产生 的 相似 变换 对 角 化 。 所 以 ， 对 任意 gESU(n) ， 都 
有 hESU(n)， 使 hghr! 有 对 角形 。 但 e* 有 对 角形 的 充 要 条 件 是 
v 有 对 角形 ,而 两 者 的 对 角 元 也 是 指数 关系 。 又 由 su(n) 的 基 
(24, 104) 知 ，2E su(n) 有 对 角形 的 充 要 条 件 为 
v= Hipi=iY Hp (=V-D) 

Di Pe *%, PL 是 实 参 数 ， 1 二 n-1 是 SU(n) 的 秩 。 因而 ， 
SU (zn) 的 任意 元 (和 矩阵) 必 共 力 于 一 个 形 如 


@’' Hi91t+" tHig;) =e'iipi, eiHapa,.. oiHig! (27.23) 


的 元。 其 中 { 刀 万，…, 石 是 seo) 的 喜 当 子 代数 《〈 也 是 极 “ 
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大 可 换 子 代数 ) 的 基 ， 因 而 { 囊 ! , 妃 1 ,五 人 ] 便 是 su(n) 的 极 
大 可 换 子 代数 的 基 。 因 而 形 如 (27.23) 的 矩阵 的 全 体 构 成 SUCm) 
的 极 大 可 换 紧 李子 群 。 既 然 SV(m) 的 每 个 类 中 都 有 一 个 (27.23) 
形 的 元 ， 就 可 取 这 种 元 为 类 的 代表 元 ， 因 而 SU (n) 的 类 依赖 二 
1=#- 1 个 连续 参数 。 

上 述 情形 可 以 推广 到 一 般 的 紧 半 单 李 群 上 去 。 设 G 是 一 个 
紧 半 单 李 群 ，Z 是 它 的 李 代 数 。 若 Go 是 G 的 极 大 可 换 紧 李子 
群 ， 则 可 以 证 明 [143]，G 的 每 个 类 中 都 有 属于 G ,的 元 。 设 群 G 
的 秩 为 1 ， 则 多 的 极 大 可 换 子 代数 是 1 维 的 ， 设 这 个 子 代数 的 
基 为 {Hi ,HH;，…,H!}， 则 G 6 的 元 可 写 为 


go(P1 02，… ,D1) =eM19 + Hapat 人 tHip 


(27.24) 
注意 到 诸 太 , 互 易 ， 上 式 又 可 写 为 
oP1,Ps, ,D1) =g1(1) 9 (P23) .91 1) 
| Hig (27.25) 
gHAPh)=e 和“ 


显然 每 个 g,(9。) 生成 G。 的 一 个 单 参数 子 群 。 可 以 取 Go 的 元 
(27.24) 作 为 G 的 类 的 代表 元 。 可 见 G 的 类 依赖 于 /个 ( 实 ) 
参数 (91,89;,… ,rt) ; 而 G 的 任意 类 函数 都 是 这 ! 个 参数 的 函 
数 ， 特 别 地 ，G 的 任意 表示 的 特征 标 可 写 为 (p91,92,… ,1) 的 

国 数 。 

27.3 ” 紧 致 舍 单 李 群 的 单纯 特征 标 

设 C 为 紧 半 单 李 群 ，.Y 是 @ 的 李 代 数 ， 儿 的 复 扩充 为 2。 
(多 是 2 的 紧 实 形 ，2。 是 2 标准 基 的 复 系数 组 合 的 集合 ， 由 
和 过 。 的 标准 基 经 变换 (24.104) 可 得 . 乡 的 基 ， 儿 是 这 组 基 的 实 系 
数组 合 的 集合 )。 设 9=Atg)(gEG) 是 G 的 一 个 不 可 约 表示 ， 
则 按 上 节 的 结果 ， 这 个 表示 的 特征 标 可 写 为 
5p, 
X(g)=trA(g)=trA(go) =tre! 
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或 


i 入 
KX(g)=x( gu)=tre ts (27.26) 
{ 玉 由 是 2 的 嘉 当 子 代数 的 基 。 按 25.3 节 的 定理 2 ， 表 示 空 条 
的 基 可 取 为 {六 由 的 共同 本 征 舌 ， 相 应 的 本 征 值 便 是 表示 的 权 ， 
属于 同一 权 的 基 矢 数 便 是 这 个 权 的 重 数 。 显 然 ， 在 这 样 的 基 


下 ， 算 子 e 了 9: 的 拭 阵 是 对 角 的 ， 对 角 元 由 数 e >””: 组 
成 ， 且 其 出 现 次 数 等 于 权 m= 二 《mym2，,… ,mi) 的 重 数 vm。 所 以 
(27.26) 可 写 为 

gp 


i k 
Xp)=Byae ” =Dyne'™'") (27.27) 


在 上 式 中 已 将 P94 改写 为 Pp*， 这 样 可 表明 {9 合作 为 。 的 嘉 当 子 
代数 党 中 元 的 坐标 ， 在 基 {如 。} 变换 时 ， 是 与 基 逆 变 的 ， 间 时 
可 将 了 及;p* 中 的 和 号 上 略 去 ;p= 二 (91,9?,…,p')， 注意 {ms} 是 
与 {有 由 协 变 的 ，(m,9) 二 mp9!* 实 为 之 ,的 根系 所 张 成 的 多 , 空 
间 中 的 标 积 。 当 Y 的 基 { 瑟 } 的 选择 变换 时 ，(m,p) 是 不 变量 ， 
所 以 公式 (27.27) 的 形式 与 坐标 系 的 选取 无 关 。 

特征 标 公式 〈27.27) 尽管 形式 简单 ， 但 因 它 依赖 于 表示 的 
所 有 权 及 其 重 数 ， 而 这 些 因素 道 常 是 未 知 的 ， 所 以 并 不 是 一 个 
实用 的 公式 。 事 实 上 ，G 的 不 可 约 表示 是 由 首 权 决 定 的 ， 因 而 
特征 标 也 应 由 首 权 决定 。 仅 依赖 于 表示 的 首 权 的 特征 标 公 式 是 
外 尔 导 出 的 ， 推 帝 较 复杂 [151， 下 面 给 出 其 结果 。 

设 乡 。 的 外 尔 群 为 所 ，S 表 WV 的 元 ,6s 表 S (空间 多 ;中 的 
正 交 变换 ) 的 行列 式 6s 二 detS=1 或 - 1 以 人 为首 权 的 不 可 约 
表示 特征 标的 外 尔 公式 是 

p> Og'@!'S(M+O), p) 


Xu(P) = (27.28) 
5sEy : 
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其 中 6 为 多。 的 正 根 之 和 之 半 , SK 表 . 多 :中 的 失 量 KK 经 S 作用 后 
变 成 的 矢量 ，(，) 仍 是 .多 :中 的 标 积 符号 。 

为 了 便于 理解 外 尔 公式 的 含义 ， 现 将 它 用 于 典型 群 SU 
(n)。SU(n) 的 李 代 数 为 2 ==su(n)， 其 复 扩 充 为 ,=s1(n) 
衬 A。1。 在 27.1 节 中 已 算出 了 A1=A,_1 的 6 为 (27.14) 


nl 
5= 忆 (3 i+ 半 je 


而 
M+6= 2( i 十 天 it) 
令 
/= -i (27.29) 
Lh=Mit -i (27.30) 
则 可 将 前 面 两 式 写 为 


6= Sie, M+6= Ble 
(25,27) 和 (25.34) 表 明 A,_ ,的 外 尔 群 的 生成 元 $s 对 多 i 中 的 任 
意 矢 量 的 作用 是 对 换 该 矢量 在 (.%1, 1 的) 基 {et} 下 的 两 个 分 量 。 
又 反映 5. 的 短 阵 显然 相位 子 ( 。 ， ” ] ， 所 以 sse = -1. 因 而 ， 

-1 

外 尔 群 即 的 一 般 元 S 是 对 多 ;中 矢量 的 {es} 分 量 的 任意 置换 ， 
而 6s= 土 1 取决 于 S 是 偶 或 奇 置换 。 记 住 这 一 点 便 可 写 出 (由 
z=Dzien) 
fi(x1) ,六 (za) 9 , 太 (za) 
fz(x1) ,f2(7x2), fa (Tn) 


shiz) faze) fn(zn) 一 2 
fn Cx1), FalT2) ,oe, fn xn) 
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取 f*(zy)=e “9 用 于 (27.28)， 并 注意 (27.29) 和 (27.30) ,最 
后 可 得 
eilip!, ilap!, oe eilnp! 
Xu(P) = erg, eilag?, ..,, erlnp? 


, . i 
eilig", eilap", ..., eilng 


-10 1 -10 1 i0 1 

eilly , eil29, ..., eilng 

0 2 .0 2 0 2 
teill?, eil29, ..., eilry (27.31) 


io eillg", ..., eilng" 
注意 ，9 本 是 多 :中 的 矢量 ， 有 1=n -1 个 独立 分 量 ， 但 对 Ai， 
多 1 是 作为 多 i,! 的 子 空间 ( 超 平面 ) 看 待 的 ， 史 :中 的 矢量 则 作 
为 满足 条 件 (24.98) 的 .和 it 中 的 矢量 看 待 ， 所 以 尽管 mw 在 .多 ti 
中 有 ”= 一 1 十 1 个 分 量 
921 p2， ov pp" 
但 因 
r=0 (27.32) 
这 ”个 分 量 中 只 有 2- 1=/ 个 是 独立 的 。 这 样 做 只 是 为 了 形式 
上 的 对 称 和 方便 ， 也 可 以 不 引入 多 za 而 直接 使 用 多 :中 的 基 。 
(27.31) 与 (27.29)、(27.30) 给 出 了 SU(n) 的 首 权 为 到 的 不 可 
约 表示 的 特征 标 作为 群 的 类 参数 的 函数 之 解析 公式 。 
27.4 不 可 约 表示 的 维 数 及 权 的 重 数 
由 不 可 约 表 示 的 特征 标的 外 尔 公式 ， 可 以 导出 不 可 约 表示 
的 维 数 以 及 权 的 重 数 的 公式 。 
显然 ， 以 MM 为 首 权 的 不 可 约 表示 的 维 数 应 为 
n(M)=Xu(0) =limXxu(igp) (27.33) 


144 


将 (27.28) 代 入 上 式 ， 并 注意 内 积 的 性 质 
(v,19)= (tv,9)=t(v,9) 
以 及 
(Sv,p)=(v,S 9)=(5 9 ,v) (27.34) 
和 
6g=6g-1, 翌 一 


EW s-lew 


其 中 ，3E 丈 ， 是 空间 .多 中 的 正 交 变 换 。 便 可 得 
Dose'sr, ,EM+6)) 
n(M) =—lim3e 5 el(Sp: st6) | (27.35) 


i130 


利用 公式 
ose' mn 一 困 [e 一 e 全 (27.36) 


并 令 (27.35) 中 的 p= 二 6 (注意 (27.35) 对 任意 9p 关 0 都 成 立 ， 而 
6>0) ， 便 可 得 出 (27.35) 式 的 分 子 和 分 母 对 + 作 适 级 数 展开 
时 的 最 低 次 项 ， 它们 分 别 为 LI[i#(a， M+6)] J 和 [lt(a, 6)] 。 


消去 关于 鼠 的 共同 的 寡 ， 最 后 得 到 


[l(a,M+6) 


te 


(27.37) 

这 便 是 任意 半 单 李 代数 〈 其 根系 已 知 ) 的 以 M 为 首 权 的 不 可 约 
表示 维 数 的 一 般 公式 。 推 演 中 用 到 的 外 尔 公式 (27.28) ， 当 将 
9 解释 为 群 的 类 参数 时 ， 要 求 群 是 紧 致 的 ， 如 将 pg 仅 仅 理解 为 
多 的 坐标 ( 即 .多 ;中 的 矢量 ) 时 ， 则 (27.28) 对 任意 李 代 数 (或 
其 表示 的 特征 标 ) 都 是 成 立 的 。 所 以 ， 维 数 公式 (27.37) 不 受 
紧 致 性 限制 。 


\ 和 二 
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例 ”典型 群 的 不 可 约 表 示 的 维 数 
对 于 4，6 由 (27.14) 给 出 ， 从 而 有 . 


(ay 9) 一 (ei~ es;0)= 一 (0， -6)), i<i 


到 许 事 


(a,M+6)= [CM;—- My) + (6:-67)], i<i 


201+ 1) 
所 以 (27.37) 化 为 


一 CMi— Mj) + (61~6,) 
"(M) 几 ， 0 -0y 


类 似 地 容易 得 出 其 余 的 典型 群 的 相应 公式 ， 


(27.38) 


! n(M) = [I CC (6 — 6,) 
， 1 (< 1— 0s 
Mit+ MI)+ (061+6,) 
yy (27.39) 
= 站 MitMD)T+ (b+6) 
D "(M)= I, CC 
.Mi— My)+ (0; -6,) (27. 40) 


Ci 一 


由 外 尔 的 特征 标 公式 还 可 导出 关于 不 可 约 表示 的 权 的 重 数 
的 一 个 公式 。 由 (27.27) 可 见 ,以 MM 为 首 权 的 不 可 约 表 示 的 权 
m 的 重 数 ym 是 该 表示 的 特征 标 Xx(9) 对 gg 的 付 里 叶 展 开 的 系 
数 。 为 了 利用 这 一 点 ， 应 设法 将 Xu(2) 向 en” 展开， 然后 再 


比较 系数 。 
由 公式 (27.36) 有 
Bs “eis6, 一 [Tese [1 _ e-i(mp)] 


一 et9)eTT(I — e ‘(mr)) 
et 
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上 式 的 倒数 为 


ee) 十 人 十 ef2m92) 十 十 BAG 十， ] 

一 -eg De (meltst™tny arp) 
其 中 {a ?Ca ,ar} 是 .2 的 正 根 的 集合 。 记 

到 一 HI10Q1 十 po0o2 十 十 PrC7 
它 是 整数 个 正 根 之 和 (ai 在 其 中 出 现 m 次 ) 。 显 然 ， 将 4 分 解 
为 整数 个 正 根 之 和 的 方法 不 是 唯一 的 ， 车 这 个 分 解 的 方法 数 为 
P(4)， 则 在 上 面 的 号 内 将 有 了 P(N) 个 em 项。 因而 可 把 上 
面 的 式 子 写 为 
@- i(d9) “DPWe "=DP(e tr) 


这 是 (27.28) 式 中 分 母 的 倒数 ， 代 入 (27.28) 得 
Xu(p)=2 > OsPln)e SM+o) (+ 
ssew 


= Bdg: PIS(CM+6)- (m+6)leimoe) 
m SEW 


. (27. 41) 
对 照 (27.27)， 最 后 得 到 


vm= 2 6s:P[S(M+6) ~ (m+60)] (27. 42) 
SEeW 


这 就 是 半 单 李 群 以 以 为 首 权 的 不 可 约 表示 的 权 m 的 重 数 公 式 ， 
其 中 外 尔 群 万， 正 根 之 和 之 半 56 ， 函 数 呈 的 形式 都 由 群 的 李 代 
数 决定 。 这 个 公式 也 不 受 紧 致 性 限制 。 

如 果 已 知 不 可 约 表 示 的 首 权 ， 由 用 逐步 求 权 法 ( 见 26.3 节 ) 
可 以 求 得 该 表示 的 所 有 权 ， 这 些 权 的 重 数 可 由 公式 (27.42) 
确定 。 

例如 ，SU(3)(4,) 的 不 可 约 表示 pi 


1 1 
O O 
a(1) a(2) 


的 首 权 为 ( 见 (25,70)，(25.71)，(25,72)) 
M=M(1)+M(2)=e@1~ es=a(1) + a(2) 
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其 中 a(1) 和 a(2) 为 4, 的 单纯 根 。A; 的 另 一 个 正 根 是 a(3) = 
el-es=a(1)+a(2) ，, 6=(a(1)+a(2)+a(3))/2=a(1)+ 
a(2) 二 e1 -es。 用 逐次 求 权 法 易 求 得 pl: 的 所 有 权 : 0 层 的 即 
MM=a(1) 二 a(2)， 1 有 层 的 有 a(1) 和 a(2) ; 2 层 的 只 有 0 3 
层 的 有 ~ a(l1) 和 ~a(2); 4 层 的 只 有 -~a(l) -a(2) 。 共 有 7 
个 权 。 由 (27.38) 可 算出 pii 的 维 数 为 8， 可 见 7 个 权 中 只 有 1 
个 是 二 重 的 ， 其 余 6 个 都 是 单 重 的 。 利 用 公式 (27 ,42) 计算 权 
0 的 重 数 
?0 一 bo, PlS'i(2e1 ~ 2e3) - (e1~ ea)] 
其 中 Si: 是 对 .多 ;中 的 矢量 的 坐标 (在 基 {e:} 下 的 ) 的 置换 
Si1=(1), Ss=(123), Ss= (213), 
SS,=(12), Ss=(13), S06=(23) 
yo 可 写 为 
yo= P(e1- es3)+ P(~-e-2es+3e3)+P(- 3e1 
+2ezs+es) ~ P(-ei+2es -es)— P(-3el 
+3es) ~ P(e1- 2es+ ea) 
上 式 中 ， 只 有 第 一 、 六 两 项 中 的 矢量 是 正 的 ， 所 以 其 余 四 项 都 
是 零 〈( 负 矢量 不 能 分 解 为 正 根 之 和 ， 其 己 值 为 零 ) 。 而 
el-es= 一 Q(1)+a2)=x(3) 之 Pei-es) 一 2 
ei1~ 2es+es=0(1)- a(2)DP(e1 ~ 2es+es)=0 
从 而 得 
?70 三 2 
可 见 ， 唯 一 的 二 重 权 是 m=0。 
27.5 不 可 约 表示 的 直 积 的 约 化 
设 4 和 4 为 半 单 李 群 G 的 两 个 不 可 约 表示 ,它们 的 
直 积 4 )Q@4w ”一般 是 G 的 可 约 表示 (指标 M'，M" 是 表示 
的 首 权 ) 。 按 完全 可 约 性 ， 后 者 可 以 分 解 为 若干 个 不 可 约 表示 
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的 直 和 
4 SBaM',M", MA (27.43) 
M 


这 便 是 群 G 的 C 一 G 级 数 。 系 数 a 可 以 通过 特征 标 乘积 的 分 解 
来 确定 
Xu'(p)Xur (9)=Da(M',M", M)Xu(9) (27.44) 


利用 特征 标的 外 尔 公 式 和 权 的 重 数 公式 (27.42) 可 以 导出 
一 个 计算 系数 a(M',M";M) 的 公式 。 在 (27,44) 中 , Xu'(9) 用 
(27.27) 和 (27.42) 代 人 ， 而 Xur C9) 和 Xu(9) 用 (27.28) 代 入 


2 2 2 bse'PIS(M'+6) - (m+6)] ei(S’ (M' +6) +m,9) 
mi SEW 


=2] 5) Gsa[M’, Mr" M)e!(s(M+o),p) 
MSEwW . 


在 上 式 的 左边 令 m 二 »+6- S'(M”+6) ， 将 对 mm 的 求 和 换 为 对 
2 的 求 和 ， 在 右边 令 SCM+6)=v+6，,， 将 对 村 的 求 和 换 为 对 
2 的 求 和 ， 又 有 

2 2) 2 se PIS(M'+6) +S"(M" +6) -v26]etore 


» SE EwWs 
一 实 eo Mo S(v+0) -Oeitto,r) 
Slew SEw 


的 e019 的 系数 ， 得 
2 de’PISCM' +6) +S'(M" +6) -»- 261 


EW 
= Désa(M',M" S(v+6)—56) 
SEW 


现在 取 上 式 中 的 v 为 某 一 不 可 约 表 示 的 首 权 以 ， 则 按 25.3 节 的 
定理 1 之 2?，SM(SEWW) 也 是 该 表示 的 一 个 权 , 且 有 SM<<M。 
车 $(M+6) ~6 是 另 一 不 可 约 表 示 的 首 权 ， 按 同 一 理由 ， 以 
537(ST1EWW) 对 其 作用 后 得 到 这 个 表示 的 一 个 权 , 朋 有 


7 了 49 


(M+6)-S-i6<S(CM+0)-6=SM+S6-6。 总 之 有 关系 

M+(6-S-16)<SM+S6-6<M- 6- S56) 
但 国外 尔 群 的 任意 元 不 能 将 所 有 正 根 都 变 成 正 根 ， 除 非 是 单位 
元 2 一 18 可 知 ， 
6-S-10>0，6-S6>0 
且 其 中 的 等 号 只 在 $=1 时 成 立 。 因 此 ， 由 关于 骨 的 不 等 式 ( 注 
意 这 里 的 符号 人 表示 矢量 的 高 低 的 次 序 关系 ) ， 必 有 

9 一 1 

这 是 S(M+6) -9 成 为 一 个 不 可 约 表 示 的 首 权 的 必要 条 件 。 但 
a(M',M"; S(M+6) -5) 中 的 第 三 个 变量 为 首 权时 它 才 不 为 
零 ， 所 以 和 式 名 sa(M',M"， S(M+6) -6) 中 只 有 SS=1 的 


一 项 。 于 是 得 到 
a(M’,M"; M)= 2 2 drs.PIS(M'+0) 


SEW S'ew 
+S'(M"”+6)- M -26] ， (27 .45) 

这 就 是 在 以 M' 和 MM" 为 首 权 的 两 个 不 可 约 表 示 的 直 积 的 约 化 
中 ， 以 如 为 首 权 的 不 可 约 表 示 出 现 的 次 数 公式 。 此 结果 也 不 受 
紧 致 性 限制 ， 对 任意 半 单 李 群 都 成 立 。 

公式 (27.45) 中 含有 对 外 尔 群 元 的 双重 求 和 ， 当 外 尔 群 很 
大 时 ， 这 个 求 和 的 计算 是 繁重 的 。 当 表示 A4W 和 44 中 有 
一 个 的 权 及 其 重 数 为 已 知 时 ， 可 以 使 用 另 一 个 更 为 实用 的 公式 
来 求 C 一 一 G 级 数 。 此 公式 可 和 如 下 导出 。 

Xur (9) 和 Xr() 分 别 用 (27.27) 和 (27.28) 人 代入， 得 

Xur (PIXun(P) 


一 (M') i(S(MI+O tm: P) 1(86,9) 
Gs ye e's / Ze 
SEW im SEW 


注意 外 尔 群 的 元 只 是 置换 不 可 约 表 示 的 权 ， 且 不 改变 权 的 重 数 
《pew 二 Pm)， 则 
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DH") @' (SM"+8) tm. 9) 一 习 pW ") @i SUIN+ 6)+m. 由 
™ Le 


于 是 前 式 右 边 的 分 子 可 写 为 

Sy 7) FseiS HM”+6)+m. 9) 

= TT séy 
我 们 来 研究 其 中 对 S 求 和 的 式 子 习 bse'***?) 的 性 质 。 设 S 是 
环 的 任意 固定 元 ， 注 意 到 当 S 跑 遍 瑚 时 SS' 也 跑 遍 色 ， 以 及 
es, 一 0o.66，， 有 

2) GeetSA9) 一 Go 2 Goeitss "4,$) 

SEW SEW 
如 果 球 中 存在 非 单位 元 使 不 变 ， 则 矢量 4 必 在 17 的 蘑 个 生成 
元 三 的 反映 面 上 ， 从 而 有 

Du=h, 6s= -1 
取 前 式 中 的 S"= 如 便 得 
Dl Joet3wp) 一 一 Diveils hp) 

SEW SEW 

于 是 必 有 
ZI dge'st'r) 一 0 
SEW 
如果 万 中 不 存在 使 4 不 变 的 非 单位 元 ， 则 有 
SK4=S4DS1=5, 
因而 矿 中 使 SA 达到 最 大 (最高) 值 的 元 是 唯一 的 。 设 这 个 元 
为 (Zu 之 Sh4，SEVW1)， 并 取 前 面 的 S'= 马 ， 又 得 
了 set3we2) 一 >， pa Ggei SE p) 
SEW SEW 

总 之 有 

Zl Ose Sr tp). Tose'ssr,r) 

SEW SEW 
其 中 


0 ， 当 7 中 有 S 尖 1 使 Sp 二 4 
i 一 
4 (2 当 硝 中 只 有 S=1 使 4 不 变 (27.46) 


而 二 E 矿 (了 唯一 的 ) 满足 
DusSsu, SEW (27.47) 


利用 这 些 结果 可 得 
Xu (PXy (P= DD yu) tm+M"+6) 
SS i(S {m+Mr+6 } ,9) 
2 
bE PL 
SEW 
其 中 花 括号 代表 S'(m 十 MM"”+6)(S'E 玉 ) 中 的 最 高 者 
{4}=2(4) 
注意 到 上 式 中 的 分 式 是 以 {m 十 及 "十 科 - 6 为 首 权 的 特征 标 ， 便 
有 最 后 结果 
Xu PpIX (Pp)= Dr .tm+ M+6) 
(p), (27.48) 


'% {m+mr+s }—s 


或 (不 受 紧 致 性 限制 ) 
AW @4000 = tmt M"+6) 


«A({mtMy+s 一 9) (27 .49) 
例 SU(3) 的 表示 p11 的 pun 的 分 解 


已 知 SU(3)(A4,) 有 
6=el 一 28 一 《1 0, — 1) 


1 1 
不 可 约 表示 pn 0 一 一 0 的 首 权 
M’= M"=el 一 CE3 一 (1), 0， 一 1) 
用 (27.49) 中 的 符号 有 P11 二 44."-D， 要 分 解 的 直 积 表示 p11@ 


p0=40o0 5G@4ow-D。 由 前 面 已 求 得 的 pi 的 权 及 重 数 ， 可 
得 出 下 表 
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op 1 (0 -5 1 (3,0, ~ 3) {2,0, 一 2)》 
ri | era 1 | 
QD 1 Gl) -9 Eo 1 Gi (1,1, -2) 
on | 0D 0 ao 
C1,1,0) 1 9 oo | | 
| 
(-1,0,1) 1 (1,0, ~ 1) CT 1 (1,0, —1) (0,0,0) 


其 中 S 为 玉 中 使 (m+ 居 ” + 加 不 变 的 元 ， 是 几 对 矢量 坐 标的 置 
换 符号 写 出 的 。 代 人 (27. 49) 便 可 得 出 
ALDOAYY DS AL HD AL -LD 
BA HDIAL NDA (27.50) 
这 里 的 不 可 约 表示 是 直接 用 其 普 权 舌 量 在 基 {e:} 下 的 分 量 来 标 
记 的 。 在 一 般 讨 论 中 已 经 指出 ， 首 权 也 可 以 用 它 对 于 基本 权 
《多 :的 基 )) 的 分 量 (k, ,k; ) 来 标记 ， 相 应 的 表示 为 ps ss。 两 种 
分 量 的 关系 由 (25.58) 给 出 
ki=M,— M,, k,=M,— M, 
所 以 有 
A Y= psy Do， A = pos, 
0-D 一 Pd000 一 ol 
(27.50) 也 可 写 为 
PnOpP1= PDPs0PD pos PD2PnDBPoo (27.51) 
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用 表示 的 角 图 来 表示 就 是 
1 1 1 1 2 2 8 0 
oo—0Wo0—0=0—00PBo——o 


0 3 1 1 1 1 0 0 
人 Do 一 0 级 0 一 -0 四 0 一 0 人 儿 0 一 -0 


首 权 为 零 的 不 可 约 表示 是 单位 表示 。 
3$ 28 人 多 一 SU(3) .SO(4) ,SO(3,1) 的 表示 


28.1 SU (3) 的 表示 

SU (3) 的 李 代 数 su (3) 是 4* 的 紧 实 形 ， 它 的 表示 论 可 归 
结 为 4 的 表示 论 ， 这 已 如 前 所 述 。 在 26.4 节 中 已 对 4 的 不 可 
约 表示 的 构造 进行 了 讨论 ， 将 其 一 般 结 论 用 于 4。 即 可 引出 
SU(3) 的 不 可 约 表示 。 前 面 已 经 提 到 , SU(3)(A,) 的 两 个 基本 


表示 都 是 初等 表示 ， 即 p10=p10 一 0 和 poi 一 pao o。 pi 
是 自然 表示 ，ps 是 pi 的 对 偶 表 示 。 任 意 不 可 约 表示 Puma 可 由 
P 和 p 按 下 式 产 生 
Paniz = PIPY2 (28.1) 
也 可 单 由 p1 按 如 下 的 方式 产生 ， Pugz 为 P 和 1*2k2 中 首 权 为 
M=hM(D+IRMG2) 


=(& 十 RR + 2 2 )z 十 


AR + 2k k, +2) 
C _ Ri 3 )e +( - + je 


的 不 可 约 成 分 。 由 p41'?h 求 出 首 权 为 导 的 不 可 约 成 分 phso， 可 
以 借助 于 置换 群 的 表示 理论 来 实现 。 设 pi 的 基 为 {$1:} ， 则 
Pi 三 pm 和 2 的 基 为 

{Pips ss} 
考虑 > 阶 置换 的 群 S,， 让 S, 的 每 个 置换 对 应 基 矢 的 一 个 变换 ， 
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新 基 矢 由 原 基 矢 的 下 标 经 相应 的 置换 得 出 。 这 样 就 在 由 基 
{%i 2%2… 细 所 张 成 的 空间 多 ”上 又 定义 了 和 群 s, 的 一 个 表示 oo。 
容易 验证 ，* 上 的 两 个 表示 pi 和 o 是 互 易 的 。 由 14.2 节 的 一 
般 结 果 可 知 ， 当 我 们 把 空间 区 * 按 5S, 的 不 可 约 表 约 化 时 ， 相 应 
于 5, 的 不 可 约 表示 o' 的 基 矢 矩形 的 列 将 按 SU (3) (4 ) 的 同一 
个 表示 变换 。 能 够 证 明 ，A; 的 这 个 表示 也 是 不 可 约 的， 而 且 它 
与 5, 的 表示 0 中 相互 决定 。 若 o 中 的 标记 为 分 割 
[A]=[h1, ha, A,] 
=[%1, hs hs, 0, ,0] 


一 [242243] (28.2) 
hi1 访 和 字 和 全 0，h1 十 As 十 N43 二 (28.3) 
则 由 oe ?导出 的 4, 的 不 可 约 表 p 的 标记 (81 ,Rs ) 为 
人 2 或 i (28,4) 
ho = 一 A 四 ， 
43=0 


所 以 ， 为 了 在 空间 2* 中 求 得 表示 pp 的 一 组 基 ， 只 需 作出 
按 S, 的 不 可 约 表 示 [4 ]=[ 启 十 局, 如] 变换 的 基 矢 矩形 的 一 个 列 ， 
例如 第 1 列 。 而 这 可 以 用 20.3 节 中 的 方法 来 实现 。 从 而 又 可 得 
出 表示 puw 的 矩阵 。 

按 (25.75)， 互 相对 侦 的 表示 其 态 ; 算 子 〈 已 取 对 角形 ) 只 
差 一 符号 ， 因 而 两 个 表示 的 权 的 集 合 也 只 差 一 符号 。 由 此 可 
知 ， 每 个 表示 的 首 权 必 为 其 对 偶 表 示 的 最 低 权 乘 以 (- 1) 。 反 
之 ， 如 果 两 个 表示 的 权 有 此 种 关系 ， 则 它们 必 对 偶 。 我 们 已 知 
Pi 和 p; 是 对 偶 的 ， 即 M(1D) 和 - M(2) 分 别 为 pi 的 最 高 权 和 最 低 
权 (M(1) 和 MM(2) 表 示 p1 和 pz 的 首 权 ， 幢 (25,70) 给 定 ) 。 而 
P: 的 最 高 权 的 最 低 权 分 别 为 村 (2) 和 一 MM(1)。 从 而 ， 由 (28.1) 
可 知 ， Ph 的 最 高 和 最 低 权 分 别 为 丸 有 (1)+hoM(2) 和 
-hiM(2) -ksM(1) ， 而 pssny 的 最 高 和 最 低 权 分 别 为 bo M (1) 


155 


+hiM(2) 和 -kM(2) -kM(1) 。 因 而 表示 pw 和 pu 是 对 

偶 的 。 又 由 变换 (24.104) 可 见 ， 由 4: 关 s1(3) 的 表示 通过 

(24.104) 所 形成 的 su(3) 之 表示 的 矩阵 都 是 反 厄 米 的 ， 再 通 

过 指数 映射 生成 的 SU (3) 的 表示 则 必 为 么 正 的 。 因 此 ， 当 把 

pu 看 作 《〈 实 为 由 4 的 表示 puw 生 成 的 )SV (3) 的 表示 时 ， 都 

是 稼 正 的 。 么 正 表示 的 对 偶 表 示 即 其 复 共 思 表 示 。 所 以 ， 作 为 

SU (3) 的 表示 phn 和 Ppsn 互 为 复 共 轿 表示 。 | 
至 此 ， 对 于 SU(3) 的 不 可 约 表示 已 经 提 到 了 三 种 标记 方 ， 

法 ， 即 a 

M= (Mi, M;, Ms), (ki, hk2), [hi1, 42] 
三 者 之 间 的 关系 已 在 上 面 给 出 ， 即 (28.4) 及 


Mi 三 各 十 如一 言 ( 生 + 2k,) 


; Ms = kh, - 计 (& + 2k,) (28.5) 
‘Ms = ~ (hi +2hs) 
在 粒子 物理 中 ， 用 维 数 来 标记 SU (3) 的 不 可 约 表 示 。 按 维 数 公 
式 (27.38)， 对 SU (3)(As) 有 
naCM) = 六 (M， -atDOU -MI+2)0U -MI+D 
或 


nn( 有 hs) 二 去 ( 如 二 1) (如 十 1)( 且 十 有 十 2) (28.6) 


(Xs ?2) = 二 (D1 bt) (ht 1) (hit2) (28.7) 


由 (28.6) 可 见 ，?(RiAs) 一 5(RsAl )， 即 复 共 因 的 表示 有 相同 的 
维 数 。 所 以 在 用 维 数 来 标记 不 可 约 表示 时 ， 还 需 区 分 同 维 数 的 
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两 个 复 共 辑 表示。 约定 ， 忆 > 的 表示 (hk1k,) 用 其 维 数 靖 表 
示 ， 其 复 共 生 表 示 (RazRi: ) 用 六 来 表示 。 显 然 ，h， 二 ks 的 表示 与 
其 复 共 轩 M 表 示 是 等 价 的 ， 所 以 不 必 另 外 规定 其 复 共 施 表示 的 记 
号 。 下 面 列 出 SU (3) 的 一 些 低 维 的 不 可 约 表示 ， 

维 数 记 法 (hi, hk) [45，23] (Mi, M,, M;) 


1 (0,; 0) [0, 0 (0,，, 0， 0) 

2 , .1 -1 
> 1 1 _2 
4 _2 _2 
- 2 2 _4 
6 (0, 2) [2, 2] (3 3 4) 
8 (1， 1) [ 2， 1] (1， 0， 一 工 ) 
10 (3, 0) [3, 0] (2, -1, -1) 
10 (0， 3 ) [ 3， 3 】 (1, i， 一 2) 
好 (2， 2 ) [4， 2 ] (2， 0， ~ 2) 


维 数 低 于 27 的 不 可 约 表示 ， 没 在 上 面 列 出 的 还 有 (2，1)， 
(1，2)，(3，1)，(1，3)，(4，0)，(0，4) ， 其 维 数 分 别 为 
15，24，15。 注 意 (2，1) 与 (4,0) 的 维 数 都 是 15, 表 明 上 面 的 维 
数 记 法 并 不 是 SU (3) 的 不 可 约 表示 的 一 种 普遍 的 标记 方法 。 
在 粒子 物理 中 ，SU (3) 的 不 可 约 表示 中 只 有 少数 是 重要 的 ， 所 
以 用 维 数 记 法 尚 不 致 引起 混 清 。C 一 一 G 级 数 (27.51) 也 可 写 为 
8%8=1D8PD8DIODIODY (28.8) 


SU (3) 的 单纯 特征 标 可 由 SU (n) 的 相应 公式 令 n=3 求 得 。 
以 n=3 代 入 (27.29) 和 (27,30) 得 
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19=1, 19=0, 19=—1 
l=M,+1, 1,=M,, ls=Ms-1 
再 代入 (27.31)， 将 行列 式 展 开 ， 稍 加 整理 后 得 出 


Xu (Pp) = 地 Doppe i Mt Dot+MoP2+(M 8 一 1)93] 
2 - 


" [sin(2 ~ 2) + sin(g? ~ p) +sin(g’: ~ 1)! 
(28.9) 
其 中 p 是 对 p!，gp?，g: 的 指标 的 置换 ， 类 参数 满足 
JI 十 22 十 903 一 0 (28.10) 
为 了 正确 地 得 出 SU (3) 的 卡 塞 米尔 算 子 (27.10) ， 需 先 取 
一 组 满足 规范 条 件 (24.33) 的 标准 基 。 在 (24.88) 后 面 诸 式 中 
7 三 3， 即 可 得 s1(3) 的 一 组 基 。 令 


100 000 000 
ceo 中 [010] ooo] 
000 000 001 
010\ | 001 000 
| (ee x | 
000 000 000 
000 000 000 
一 ,中 (060) X= WD 
000 100 010 


以 和 9 个 矩阵 中 ， 后 6 个 都 是 s1 (3) 的 独立 元 ， 而 前 3 个 不 是 
31 (3) 的 元 (tr 天 0)， 但 


Hi=Xu- DX Hi= Xs -3DX, 


Hs= Xs- FDX 
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是 s1(3) 的 元 (tr 二 0)， 且 满足 (24.12) 


Hi+H;+Hs=0 (28.11) 
3 个 厢 ! 张 成 51(3) 的 寨 当 子 代数 ， 而 
Hi=Hi1- H;, Hi=H;- H’; (28.12) 


是 嘉 当 子 代数 的 一 组 基 。s! (3) 的 标准 基 可 取 为 太 ,， 太 ;和 6 
个 Es 二 ut, k 是 待定 的 规范 化 常数 。6 个 非 零 根 为 a(k1) =e- 


(e(k), e(D)) = (28.13) 
oj; 是 如 ;的 根 分 量 (w! =ei(k) 一 ei(D) 一 和 一 O11) 
[H;, Esc]l=os Eo, 1 一 1 2 3 (28。14) 
显然 有 
a!i+as+as=0 (28.15) 


所 以 根 < 是 .多 的 子 空间 多 。 内 的 矢量 。 由 (28.12) 和 (28.14) 又 
有 
[Hi, Eso]=(a1 -ol)Es=aEe 

(rr 
上 式 是 对 易 关 系 的 标准 形状 (ai 是 根 a 在 多, 内 的 分 量 ， ai 是 
ax 在 多 ;内 的 分 量 ) 。 现 需求 出 与 { 瑟 |, 娘 ;} 相应 的 度 规 张 量 
904。 由 (24.30)， 并 把 (28.16) 中 的 =af -ai 代入 ， 有 

gu= Doras= D6 dn dat om (Os 

-On Ost oe) 
将 上 式 展开 并 去 掉 显然 为 零 的 项 ， 求 和 后 得 

gi1=6(0iy— ig ~ Os tO,s+1) 


(28.16) 


或 
( ‘2-6( 2 了 (28.17) 
1 2 
从 而 
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，， 1 2 1 
(g )- 斋 ， 上 (28.18) 
由 此 又 可 定 出 巨 。 中 的 待定 常数 
[Eo BE-al=1[ XX in]= (Ks Xn) 
=yr(Hi-H)) 
另 一 方面 ， 按 (24.37) 
[Eo, EJ]=a'Hi= groH, 


= 去 [2(61- O11- bt oo) Hit+ (6 6- d+6) HH, 
+ (024 — O21 — O34+ 03) Hit+2(02- 621— 038+ 6031) HH,] 


= [0m DH!+ (6 GD HL+ (6 05):] 
= [6+ 0 +6) H} — (061161 + 06s) HH!] 


= 才 (HI- HD 


所 以 必 有 
_ 1 
HT 
即 有 
Bef Xn (28.19) 


最 后 写 出 SU (3)(4;) 的 卡 塞 米尔 算 子 


0=5 (DI+H A +H) + DBR 
1 六 :2 2 | 
一 于 (应 全 十 万; 十 应 呈 十 如 p>. (28.20) 
(A) 
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(注意 : (HI+BRI+2=0) 祖 -2(B1BJ+RIBS+RID!> 
二 万! 十 人 入! 十 食 1*)。 由 (27.,18)， 算 子 0 的 本 征 值 可 写 为 


$= [MM t+ 2) + ME+ Ms( Ms 2)] 


一 二 (hY 二 好 二 Ra) 二 地 +ha) (28.21) 


28.2 SO(4) 的 表示 

SO(4) 是 实 四 维 空间 中 的 旋转 和 群 ， 它 的 一 种 同 构 形式 是 4 
阶 实 正 交 单 模 方 阵 群 。SO(4) 的 李 代 数 是 so(4) ， 可 取 为 4 阶 
实 反 对 称 方 阵 李 代数 ， 其 复 扩充 so(4,C) 为 4 阶 复 反 对 称 方 阵 
李 代 数 。 而 so(4,C) 硅 DD, 三 BIDBDB1 守 so0(3,C) 的 so(3,C)。 取 
其 紧 实 形 ， 有 和 群 的 同 构 关系 

SO(4)SSO(3) x SO(3) (28.22) 

所 以 3O( 人 的 不 可 约 表示 可 由 两 个 SO(3) 的 不 可 约 表示 的 直 积 
构成 。 可 见 ， 主 要 的 问题 在 于 给 出 (28.22) 的 群 元 间 具 体 的 同 
构 对 应 。 为 此 ， 我 们 对 4 阶 实 反 对 称 方 阵 的 李 代数 so(4) 进行 
更 具体 的 讨论 。 


so(4)={A;A4= - 4} (28.23) 
其 一 般 元 可 写 为 (a; 和 6; 为 实数 ) 
0 -as a -bi 
A=| 0 rbK) 
一 as ai 0 -bl Gl 


bi bs, bs 0 
(28.24) 
其 中 
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/ 00 00 00 10 
00 -10 0 0 0 0 
T= | ,= 3? 
0 1 0 0 ) -1000 
00 00 0 0 0 0 
| 0 -1 0 0 0 0 0 -1 
1 0 0 0 000 0 
| -| 3 
0 000 000 00 
‘0 000 “100 0 
00 0 0 0 .00 0 
| _ 
x.| oo 1| x Ilo 00 0 
1° 0 0 0 0.0 0 -1 
0 10 00 00 1 0 
(28.25) 
是 so(4) 的 一 组 基 。 易 验证 ， 它 们 的 对 易 式 为 
[71s = Deisnls (28: 26) 
[Ki T= Deinks (28.27) 
[Ki Ks]= Deinls (28. 28) 


以 上 三 式 决定 了 李 代 数 so(4) 的 结构 常数 。(28.,26) 和 (4 14) 事 
明 ，so(3) 是 〈 同 构 于 ) so(4) 的 一 个 子 代 数 ( 由 IT，J，,，，J, 张 
成 ) 。 

在 so(4) 中 引入 新 的 基 


1 一 1,2,3 (28.29) 


易 得 出 其 对 易 式 


162 
[M,, M,s]= De 
[wae (28.30) 
[M;, Nis]=0 
可 见 ，so(4; 等 于 分 别 由 {Mi, MH, Ms} 和 {Ni,NN,, 和 Ns} 张 成 的 
两 个 子 代 数 的 直 和 ， 而 这 两 个 子 代数 都 同 构 于 so(3) 。 并 且 ， 
so(4) 的 一 般 元 (28.24) 可 写 为 


A= HaMiipN)=aM+iBN (28.31) 
f=1 


其 中 
(se i=1,2,3 (28.32) 
Pi=a: 一 bs 
都 是 实 参 数 。 所 以 群 $O(4) 的 元 可 写 为 
Be 一 eq (28.33) 


而 e“… “和 ex 分 别 对 应 〈 同 构 ) 于 30(3) 群 的 以 w 和 有 为 转动 矢 
量 的 元 。 这 样 就 得 到 了 (28.22) 的 群 元 间 的 同 构 对 应 。 在 $21 中 
已 求 出 SO(3) 的 不 可 约 表 示 和 矩阵 D(a) ， 现 由 (28.30) 和 
(28.33) 便 可 立即 写 出 SO(4) 的 不 可 约 表示 矩阵 
Ddrof2(aB)=Dno)ODda(CB) 
| (28.34) 


0 了 工 ,1 3 
J1， 7 0, 11, 了 F， 


在 上 式 中 ，SO(4) 的 6 个 实 参数 已 取 为 (a, B)， 与 (Qa,B) 对 应 
的 群 元 由 (28.33) 确 定 。 当 将 群 参数 取 为 (qa, 25) 时， 可 得 
Deiri2(g,b)= Di (a+b) WD (Gg -b) 


,1 3 (28.35) 
Ji,J2 0,3'1,7 


其 中 与 (a,8) 对 应 的 群 元 e4 应 由 (28.24) 确 定 。 总 之 ，SO(4) 
的 不 可 约 表示 是 由 两 个 量子 数 (71 ,7;) 来 标记 的 ， 并 由 (28.34》 
或 (28,35) 表 示 ， 而 DH 是 已 知 和 矩阵 。 


163 


显然 ，D41 志 的 维 数 为 D540 与 D423? 的 维 数 之 积 
n(f1,j2)=(271+1)(21s+1) (28.36) 
而 D4 的 特征 标 为 DI 与 D4 的 特征 标 之 积 
XA (Gg, Bp)=XI (a) XI (B) 


=sin (1 + 二 josin 人 5 + 下) ( sin 号 sin 4) 


(28.37) 
其 中 2 2 2 11/2 
| (28 .38) 
B= BITCETARETABSI 
由 SO(3) 的 C 一 G 级 数 ( 见 821) 
DHWDYIN = 3 DY 
T= 有 
和 (28.34) 可 得 出 SO(4) 的 C 一 G 级 数 
i+ jz2+42" 
DY DY" = 3 习 Dur 
T1317 oj2 7 fo 
(28.39) 


在 822 中 已 求 得 SO(3) 的 C 一 G 系 数 ( 见 (22.27) 式 ) S77, ym= 
(jmj'm’ 7M) ， 即 直 积 DW@D4? 被 相似 变换 矩阵 S41= 
(SH JM ) 所 约 化 。 由 (28.39) 可 见 ， 直 积 万 (rr 筷 轩 Deargan 
将 被 相似 变换 矩阵 
SS 人 SH MS, aM ) 
(28.40) 
所 约 化 。 所 以 ，SO(4) 的 C 一 G 系 数 等 于 SO(3) 的 C 一 G 系 数 的 
二 重 积 ， 由 (28.40) 确 定 。 
以 上 结果 表明 ，SO(4) 的 表示 论 可 归结 为 已 知 的 SO(3) 的 
表示 论 。 注 意 到 李 代 数 so(4) 是 so(4, C ) 圭 品 , 的 紧 实 形 ， 这 些 
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结果 也 能 从 关于 DD 的 表示 的 一 般 结论 得 出 。 这 时 要 将 对 易 关 
系 (28.30) 标 准 化 《即将 M;:、Ni 换 为 so(4, C ) 的 标准 基 ) 。 
在 25.1 节 中 已 经 指出 ， 对 so(3,C)s 关 81(2) 来 说 ， 规 范 化 的 淮 基 


为 |- 访 7a， 王 7， 二 7- 再 将 7 的 对 易 子 积 与 (28.30) 对 
照 ， 就 不 准 看 出 ，so(4，C ) 的 标准 基 应 为 
了 (ab， 十 ?4， ) 9 尼 - = 本 (MiM) 


i 


[已 ,= Ms,E 6 -一 
| ~? 

| 1 

| 


iH: 一 FEN Eo= (NtiN,), E-p=5(N, -iN,) 


(28.41) 
对 照 (25.2) 式 可 知 ，so(4, C ) 圭 DD, 的 四 个 非 零 根 为 


+o=+(Js, 0) +p=+(0, 5) 

其 中 两 个 正 根 a 和 组 成 Ds 的 单纯 根系 (注意 ， 此 处 的 a 和 
Bp 是 李 代数 的 根 的 记号 ) 。 由 25.4 节 的 定理 3，M=Mic+ 
MB 是 中 ,的 菜 不 可 约 表 示 之 首 权 的 充 要 条 件 为 (注意 (& ,8) 
一 0) 

2 =k,=0,1,2,.. 

| 1, 2，… 
可 见 有 

(Mi1, M,)= (1, 7,) 
所 以 也 ;的 不 可 约 表 示 可 用 首 权 对 单纯 根系 的 分 量 (f, i;) 来 标 
记 。 将 以 =jig+j2B 直 接 代入 维 数 公式 (27.37)， 并 注意 91y= 


O41y, 6= 了 (a+p), 便 得 


Ct) 2 (i113) |)? 


174 174 (2 +1)(21s +1) 


n(f1,72) 
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此 即 (28.36) 。 
由 (25.2) 不 难看 出 ， 算 子 


P= BItBB tho ~ SN (28.42) 


与 作 ,， hb,, 硼 _s 对 易 ， 因而 与 (1, ,Bo, Bp, Bo, Bo) 对 易 ， 
同样 地 ， 算 子 

P= lithob oth-sBo= -SN (28.43) 
也 有 同样 性 质 ， 而 且 这 两 个 算 子 互 易 。 它 们 的 本 征 值 分 别 为 


和 = 六 六 (ji.+1) (28.44) 


和 = 六 fa(j 二 1 (28.45) 


因而 可 见 ， 不 可 约 表示 (71, 7s) 的 表示 空 间 ， 是 算 子 组 { 记 ,， 
六 } 的 属于 上 述 本 征 值 的 共同 本 征 子 空间 。 这 是 在 27.1 节 末 所 
指出 的 拉 卡 的 一 般 结果 的 特例 。 卡 塞 米 尔 算 子 (27.10) 为 
CO=DI+ DihB ,+h Bot hob oth. Bo= P+ Ff, 
(28 .46) 
其 本 征 值 (27.11) 为 


4 = 寺 (7 二 用 + 六 + 总)= 和 + (28.47) 


两 个 独立 算 子 可 取 为 六 、 户 或 CO、0'=F - 户 ,。 它们 的 本 
征 值 和 相应 的 本 征 子 空间 决定 着 不 可 约 表示 的 首 权 和 表示 空 
间 。 
28.3 SO(3,1) 的 局 部 卖 示 ( 工 ,的 夫 示 ) 
SO(3,1) 是 使 二 次 型 . 
2 十 2 二 7 一 (28.48) 
不 变 的 实 么 模 线性 变换 群 ， 写 成 实 矩阵 形式 便 是 
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SO(3,1)={A;:A-'!=JA], detA=1} (28.49) 


其 中 
,1 0 0 0 
0 1 0 0 
J _| ((6.29)) 
10 0 1 0 
‘0 0 0 -1 


条 件 4-!==JAJ (或 474=y) 等 价 于 (28.48) ， 由 此 可 证 〈 见 
(6.36) 式 ) 4 和 4 之 1。 因 此 ，SO(3,1) 中 的 矩阵 可 分 为 4 之 1 和 
44 委 -1 的 两 种 情况 。 第 一 种 情况 包含 单位 矩阵 了 上， 因而 形成 
SO(3,1) 的 一 个 子 群 ， 对比 (6.32) 式 可 见 ， 这 个 子 群 是 正常 洛 
仑 兹 群 Lm# 第 二 种 矩阵 形成 的 子 集 可 写 为 (- 站 Lae 从 而 有 


SO(3,1)=LpU(-1)Ls, (28 ,50) 


注意 Ca 中 的 矩阵 (44z>1) 不 可 能 连续 地 变 为 (- 7T)Zp 中 的 卸 
阵 (A44 亏 ~1)， 可 见 SO(3,1) 是 不 连通 的 ， 它 由 两 个 连通 分 支 
Ls 和 ( - 了) Lz 组 成 ， 因 而 由 无 穷 小 生成 元 只 能 生成 SO(3,1) 的 
子 群 Ls。 所 以 ，SO(3, 1) 的 李 代数 so(3, 1) 也 就 是 正常 洛 仓 效 
群 Ls 的 李 代 数 ，so(3, 1) 通 过 指数 映射 生成 Lb。， 而 上 p 的 表示 可 
由 so(3, 1) 的 表示 通过 指数 映射 来 获得 。 至 于 群 SO(3, 1) 的 表 
示 ， 则 因 它 可 和 写 为 子 群 Lp 和 {7, -~ 了} 的 直 积 (由 (28.42) 式 ) 


SO0(3,1)=L,x {1, ~ 7} (28.51) 


因而 易 由 Ls 的 表示 引出 。 所 以 ， 下 面 我 们 只 讨论 群 Lg 的 表示 
( 亦 即 SO(3; 1) 的 局 部 表示 ) 。 
由 (28.49) 可 知 ，so(3,1) 由 所 有 满足 条 件 747 = - 4 的 实 
算 阵 组 成 (注意 此 条 件 包含 了 tr4=0) 
s0(3,1)={A:JAJ7= -A} (28 .52) 
将 (28.52) 中 的 4 写成 《| 一 | 表 3x3 的 子 块 ) 
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站] 4 
| | | As | 
A 
A Ass Ass Ae 


由 (28.52) 和 (6.29) 可 得 


| — A 
J AT = | = -4 
- Ass 
-A - A 一 -La A 
1 | | 
| -| - Au 
| A 
-A 一 -da -As -A 
从 而 有 
| = 一 
4 一 44 1 二 1],2,3 
Ass=0 
于 是 ，so(3, 1) 中 算 阵 的 一 般 形状 为 
0-a ar bi 
as 0 -ai bs 
4 一 28 .53 ) 
-as a 0 2 4 
b: 6b bs 0 


其 中 G1、 42、4s、 bi、 bs、 bs 是 六 个 实 参 数 。 由 上 式 即 可 得 
s0(3, 1) 的 一 组 基 〈 在 六 个 独立 参数 中 取 一 个 为 1 ， 其 余 为 0 ) 


, 0 0 0 0 0 0 1 0 
‘oo 5951 | 
0 1 0 0 -1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 -1 0 0 0 0 0 1 
1 000 “| 0 0 | 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
gl 0 0 | 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 
0 1 0 0 0 0 1 0 
(28.54) 
它们 的 对 易 关 系 为 


[Ti,11]= Peisnls 
[Ks Tl= Dewnks (28.55) 
[Ki, Kj]= — enls 


对 比 (28.54) 和 9.4 节 中 的 (4.8) 可 见 ， 旋 转 群 SO(3) 的 三 个 生 
成 元 正 是 Ls 的 前 三 个 生成 元 (只 差 全 为 零 的 第 四 行 和 第 四 列 )， 
而 前 者 的 对 易 式 (4.14) 与 (28.55) 中 的 第 一 对 易 式 相同 。 这 表 
明 ，(28.54) 中 的 前 三 个 基 生 成 A, 的 子 群 ( 同 构 于 ) SO(3) 。 
事实 上 有 


EL191+T293+ Tsag 一 


， RESO(3) 


局 
~ oS 


(28.56) 
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同样 经 简单 的 运算 可 得 
1 0 0 0 
0 1 0 00 
KaD 一 
2 ”| 0 0 chb shb 428.57) 
0 0 shbs chbs 


对 照 (6.12) 一 (6.15)， 上 式 表明 单 由 生成 元 不 ， 生成 的 一 维 子 
群 是 特殊 洛 仑 兹 群 。 
为 了 得 到 Lp 的 (局部) 表示， 考虑 李 代 数 so(3, 1) 的 结构 。 
so(3, 1) 的 元 (28.53) 可 写 为 基 (28.54) 的 实 系数 组 合 
A= DolitbK) (28.58) 


如 将 上 式 中 的 系数 改 为 任意 复数 ， 便 得 到 复 扩充 so(3, 1,C) 的 
一 般 元 4co， 且 可 看 出 {1;, 民 i} 也 是 so(3,1,C) 的 基 。 令 (下 式 
中 的 ， 是 ~ 一 1) 
K!=i1K, (28.59) 
可 得 出 so(3,1,C) 的 另 一 组 基 {7: KK!}， 由 (28.55) 得 
_ [7i, 71] = Peisls 
LK;, l= Penk!s (28.60) 
[Ki, Ky]= Dewnls 


今 


(Mi=3 (+t KD)=3(IHiKD 
| (28.61) 


N= 二 (7 K)) = iK) 


显然 (与 上 小 节 对 照 ) 其 对 易 式 也 是 (28.30) 。 用 这 组 基 可 将 
so(3,1, C) 的 一 般 元 写 为 
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Au = {aib) Mit (artib) Na] 
i=1t 
—@-ib .M+(a+tib):N 


-aM+pN (28.62) 
其 中 
0 地 28.63) 
(gi (28. 


Qt 和 1 均 为 复数 ， 故 1 和 Pi 也 是 彼此 独立 的 复 参 数 。 当 a1,51 取 
为 实数 时 ，(28.62) 则 给 出 实 代数 so(3, 1) 的 元 (28.58) ， 这 时 
a1 仍 为 任意 复数 ， 但 Bi 不 再 是 独立 于 a1 的 参数 ， 而 有 Pi 二 a?。 
所 以 ， 也 可 将 so(3,1) 的 一 般 元 写 为 
A=a:M+t+a*:N 
= Ao |ap* (28 .64) 
于 是 过? 的 一 般 元 为 


a Ge a 
eE4 一 ET10 区 一 EM er Nedo |p_ax (28.65) 


从 而 ， 群 Ls= {e 人 的 表示 可 由 群 SO(3, 1,C)={e4c} 的 表示 
通过 (28.65) 得 到 。 

由 有 耻 、N 互 易 可 知 ，so(3, 1,C)={4o} 可 分 解 为 分 别 由 
{Mi ,Ms, Ms} 和 {Ni, Ns, Nes} 张 成 的 两 个 子 代数 的 直 和 。 又 
由 25.1 节 中 的 讨论 和 (28.30) 得 知 ， 这 两 个 子 代 数 都 同 构 于 
s1(2)， 且 有 下 列 同 构 对 应 关系 


MA ~ 六 (E! 十 五 了 。 ) 一 村 CE。+ 五 -。 = 
1 

‘Ms, NLP Ei)=- (Es -Es)=0 
2 Ns~ )=-( 


Mis Ns~FHI=}V IH, = 


(28.66) 
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( 见 (25.1)、(25,2)、(25,3) 、(25.4) 式 ) 其 中 cx 是 泡 利 矩 


阵 。 上 式 可 缩写 为 
M,N~-i0/2 (28.66) 
或 写 出 一 般 元 之 间 的 同 构 对 应 
a:M, a:N~-ia'o/2 (28.67) 
上 式 写 成 群 元 闻 的 同 构 关 系 为 
eM, e"Nae-ia'o/2 (28.68) 
利用 上 述 结果 可 得 
SO(3,1,C)={e"™M} x {esN}2SL(2) x SL(2) 
SO(4,C) (28.69) 


(注意 SL(C2)={e "2} ，so(4,C) 守 DADA =s1(2) 
十 s1(2))。 由 此 可 知 ，SO(3,1,C) 的 不 可 约 表示 可 由 SL(2) 的 
不 可 约 表示 的 直 积 给 出 。 这 已 在 25.1 节 中 由 (25.7) 和 (25.8) 确 
定 : D(a)。 和 矩阵 D? 在 形式 上 与 SU(2) 的 表示 和 矩阵 相同 ， 
但 对 SL(2)a 是 复 参 数 ， 对 SU(2) a 是 实 参数 。 从 而 由 
(28.65) 便 可 得 出 Lp 的 不 可 约 表 示 
Di (Gg ,6)= DIV (a) ODI (we*) 
,0 二 (28.70) 
可 以 证 明 ， 和 矩阵 D 人 有 性 质 
DP(a)*=SDH(a*)s-! (28.71) 
由 (7.7) 知 ，SL(2) 的 特殊 元 e™ ?9212 ~ io,， 于 是 有 


(@-ir0/2) 一 Bi /2 -to N0002/2 
一 一 从 1 i 区 » 
ee! jos) (~ ta /Vio (~ ig,)e ia /2(70,) 


一 BT-froa[2g-ia 0 /2girog/2 


福 意 032!=0s 祖 (10s) = 二 (-io,)-!。 从 而 又 有 
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DN (ei °/2)*= DDN((eTtn 0/2)* ) 


= DD(po-tro /2 -fa 人 [2 tno /2 
DN(e-Iro/2e e@'"02/2) 
=DD(e-tso/2) DD (ei /2) DD (pins/2) 


取 S=DD(e-1ro272) 即 得 (28.71) 。 上 式 中 的 第 一 个 等 号 的 根 
据 是 ,D(A) 的 阵 元 作为 4 (A4ESL(2)) 的 阵 元 的 函数 是 一 齐 
次 多 项 式 ， 多 项 式 的 系数 都 是 实数 并 由 (21.39) 给 出 (参照 
(21.35)， 用 5L(2) 的 和 矩阵 代 夫 SUV(2) 的 矩阵 ， 只 需 将 (21.39) 
中 的 8* 和 (-y)* 代 以 例如 a 和 6 ) 。 

式 (28.71) 表 明 ，D (ea*) 与 DH(@)* 只 差 一 相似 变换 。 
因而 经 一 相似 变换 也 能 将 (28.70) 写 为 (作为 上 sg 的 表示 与 
(28.70) 是 等 价 的 ) 


Duii12 (0@, OP) 
ji ja=0, 4, 1 3， , (28.72) 
这 里 需要 暂时 离开 所 讨论 的 问题 对 D(a)* 作 一 点 解释 。 
在 李 群 的 表示 论 中 ， 所 说 的 表示 都 指 解 析 表 示 ， 即 表示 的 矩阵 
( 阵 元 ) 为 李 群 参数 的 解析 函数 。SL(2) 是 复 三 维 李 群 ， 前 面 
取 Q 为 三 个 复 参 数 ， 显 然 D? (Qa) 一 DD(e-1o/2) 是 a 的 解析 函 
数 ， 因 而 都 是 解析 表示 。 但 因 a* 不 是 a 的 解析 函数 ，D (a)* 
一 D(a"*) 也 不 是 a 的 解析 函数 ， 故 DPCa)* 不 是 SL(2) 的 解 
析 表 示 。 但 是 ， 当 把 DP(@)==DW(@ -~ 说) 看 作 六 个 实 参数 
CE、5 的 函数 时 ， 由 e-46-i'o72 和 @™i(a+ 夫 )'o/2 都 是 (@,B) 的 解 
析 函 数 可 以 看 出 ，DP (a) 和 DPCa)*~DW(a*) 都 是 (a,6) 
的 解析 函数 。 因 而 ，DYii2 (a,b) 是 Lg 的 解析 表示 (但 不 是 
SL(2) 的 (解析 ) 表示 ) 。(28.27) 给 出 了 Lg 的 不 可 约 (解析 ) 
表示 的 完整 家， 它们 是 以 数组 (j, ，/，) 为 标记 的 。 下 面 写 出 
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(fisf2) =(0,0)) (3 路 (0 二 )， (3 下) 的 表示 矩阵 。 


门 oo(ew;B) 一 1 (28.73) 
CED) (ob)=D Ea)=e 1/ (28.74) 
DIB) gb) = Dt) r= (et (28.75) 
D8) ,b=e "20 /2)" (28.76) 


这 四 个 表示 的 维 数 分 别 为 1 ，2，2，4。. 

由 (28.72) 可 见 ， 厂 422 是 (2 放 十 1) x (27s 十 1) 维 的 ; 而 
Dorza) 与 站 (fa 加 ) 百 为 复 共 斩 表 示 ， 且 有 相同 的 维 数 。 通 过 与 上 
小 节 相 同 的 考虑 可 知 ， 上 La 的 C 一 G 级 数 也 是 (28.39) 。 注 意 到 
SL(2) 与 SU (2) 的 C 一 G 系数 相同 并 且 已 取 为 实 数 ， 便 可 得 知 
Ls 的 C 一 G 系 数 也 是 SU (2) 的 C 一 G 系 数 的 二 重 乘积 ( 见 28. 40)。 

在 25.1 节 已 经 讲 到 ， 复 三 维 李 群 9 二 (2) 也 可 看 作 是 一 个 实 
六 维 李 群 ， 后 者 记 作 “ 实 SL(2)”。 上 面 的 复 wo 和 实 (a,6) 便 
` 分 别 是 SL(2) 和 实 SL(2) 的 参数 。 而 DP? 和 D4* 对 实 参 数 (@， 
68) 来 说 都 是 解析 函数 ， 因 而 它们 都 是 实 SL(2) 的 解析 表示 。 
从 而 Df2(g,6) 也 是 实 SL(2) 的 解析 表示 。 实 SL(2) 的 元 
ea 0 "72 也 可 写 为 2x 2 的 么 模 方 阵 


4 3) 6 -pr=1 (28.77) 
则 由 21.5 节 中 的 分 析 ， 并 用 (8.77) 取代 其 (21.35) 式 中 的 
(_ ge ) 便 可 得 出 类 似 于 (21.39) 的 式 子 。 从 而 可 知 表 示 
D(A) 有 性 质 

DH(~-A)=(-1)3DH(A) (28.78) 
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代入 (28.64) 可 得 
站 020(- A)= (1):41+10 D4112) (A), 
AE 实 SL(2) (28.79) 
它们 作为 实 SL(2) 的 表示 都 是 单 值 的 。 另 一 方面 ， 由 于 Ls 的 自 
然 表示 〈 即 Ls 本 身 的 和 矩阵 形式 (6.32) ) 是 一 个 4 维 不 可 约 表 
示 ， 故 必 与 表示 万 (各 雪人 等 价 。 因 而 不 计 一 相似 变 换 ， 即 可 将 
箱 阵 品 ( 引 2) (qb) 视 为 Ls 的 元 
Lo={D$) (ng,5)} (28.80) 
而 (28.76) 又 可 写 为 
DG 和 =4Qde=( sje( A 
和， G py*, O* ， 
(28 .81) 
这 表明 工 ,是 实 SL(2) 的 同 态 象 。 这 同 态 是 2 对 1 的 ， 即 士 4 


对 应 同一 个 D3) (四 (28.81) 易 求 出 这 一 同 态 的 核 为 


1 0 1 0 
一 司 态 关系 ， 
人 小 (, ,外 所 以 ， 有 同 态 关系 


a 
( 一 1)2(7+g2) 万 (of2)( A) 
(28 .82) 

由 此 可 知 ， 吕 9112 作为 Lg 的 表示 ， 当 (j 1 十 js) 为 整数 时 是 单 
值 的 ， 当 (j1 +js》 为 半 奇 数 时 是 双 信 的 。 例 如 ，D 导 '") 
和 DC” 区 ) 是 工 , 的 双 什 表示，D (3) 是 工 的 单 值 表 示 〈 都 是 
实 SL(2) 的 单 值 表示 )。 

这 里 指出 ， 实 SL(2) 群 与 Lo 的 关系 ， 同 SU (2) 与 SO(3) 
的 关系 是 相似 的 。 两 者 的 李 代数 同 构 ， 因 而 两 个 群 局 部 同 构 ， 
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但 整体 关系 具 是 同 态 的 ， 而 且 实 SL(2) 两 次 复 盖 上,。 作 为 实 
SL(2) 和 上 g 的 局 部 表示 ，D Hi 都 是 单 值 的 (注意 4 和 - 4 
当中 只 有 一 个 在 单位 元 了 的 领域 内 ) ; 当 解 析 地 延 拓 为 实 S 工 
(2) 的 表示 时 ， 它 们 仍 是 单 值 的 〈 见 (21.39) ) ， 但 由 于 4 和 
- 4 部 是 可 取 元 《对 应 Lp 的 同一 元 ) ， 而 局 人 2 在 4 和 - 4 
处 取 值 一 般 是 不 同 的 ({28.79))， 故 作为 Lp 的 (整体 ) 表示 时 ， 
一 般 将 是 双 值 的 〈 在 这 两 个 值 相 同 的 情形 ， 表 示 退 化 为 单 值 
的 ) 。 

Ls 的 复 扩充 为 〈 同 构 于 ) SO(4,C) ( 见 (28.69) ) ， 可 见 
是 二 秩 的 半 单 李 群 ， 故 有 两 个 独立 的 不 变 算 子 。 显 然 可 将 它们 
取 为 


| ,二 一 去 必 
(28 .83) 
P= 
其 本 征 值 谱 为 
加 = (+1) 
(28.84) 


ja: 一 部 fa 人 (7 十 1) 


Ls 的 不 可 约 表示 DD V10 正 是 用 与 两 个 本 征 值 相应 的 一 对 量子 
数 ( 疡 ，7) 来 标记 的 。 与 刀 o 纪 相应 的 表示 空间 , 便 是 ( 训 ,六 
属于 本 征 值 (2,22) 的 本 征 子 空 间 。 卡 塞 米 尔 算 子 为 


0 一 一 总 (应 ?十 态 切 一 名 十 外 


一 -并 ( 产 -在 9 ， (28.85) 


第 六 章 “” 群 论 与 量子 力学 


群 论 和 群 表示 理论 对 于 物理 学 来 说 十 分 重要 。 这 是 因为 
固体 、 分 子 、 原 子 、 原 子 核 、 基 本 粒子 等 重要 的 物理 体系 都 
具有 十 分 丰 宣 的 对 称 性 质 ， 而 群 论 和 和 群 论 表 示 正 是 对 这 种 对 称 
性 进行 数学 分 析 ， 从 而 揭示 出 其 物理 效应 的 有 力 工具 。 在 量子 
物理 中 ， 群 论 方 靶 显 得 更 为 重要 。 这 首先 是 由 于 量子 力学 的 数 
学 结构 与 经 典 力学 相 比 特别 适合 于 运用 群 论 方法 ， 其 次 还 由 于 
量子 力学 的 基本 方程 的 求解 问题 除 少数 几 个 简单 的 特殊 情况 
外 ， 是 超出 现今 数学 的 能 力 的 ， 因 而 特别 需要 单 从 体系 的 对 称 
性 出 发 弄 清 尽 可 能 多 的 物理 性 质 或 使 方程 简化 ， 至 于 在 实验 数 
据 较 少 而 探索 性 更 强 的 领域 (如 基本 粒子 的 结构 问题 ) 里 ， 对 
称 性 和 对 称 分 析 的 方法 就 更 加 重要 了。 在 前 几 章 中 ， 已 涉及 到 
一 些 群 论 与 物理 问题 的 联系 ， 本 章 中 我 们 将 比较 系统 地 讨论 如 
何 用 群 论 方法 来 处 理 物理 学 中 特别 是 量子 力学 中 的 对 称 性 问 
题 。 

$29 一些 简单 的 应 用 例 

29.1 物理 张 量 的 独立 分 量 

如 所 周知 ， 物 理 方程 对 某 类 变换 的 不 变 ( 协 变 ) 性 质 要 求 相 
应 的 物理 量 在 变换 下 按 张 量 的 规律 变换 。 特 别 地 ， 在 空间 坐标 
系 的 转动 和 反 演 下 ， 物 理 量 应 表现 为 张 量 或 唐 张 量 。 我 们 知道 
《 见 6.1 节 中 的 讨论 ) ， 参 考 坐 标 系 的 转动 等 同 于 物理 空间 
(包括 物理 体系 ) 沿 反方 向 的 转动 而 参考 系 不 动 (物理 体系 与 参 
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涛 系 的 关系 在 两 种 情形 下 是 相同 的 ) ， 参考 系 的 反 演 则 等 同 于 
物理 空间 的 反 演 。 由 此 可 见 ， 三 维 物理 空间 中 的 张 量 和 麻 张 量 
也 可 以 用 它 在 空间 的 转动 及 反 演 (参考 系 不 动 ) 下 的 变换 性 质 
来 刻画 。 注 意 到 空间 转动 和 反 演 操作 的 群 是 0(3)==5O(3) x 
C1， 上 述 变 换 性 质 也 就 是 在 O(3) 的 操作 下 的 变换 性 质 。 设 4 
为 0(3) 的 操作 的 矩阵 形式 ， 则 4 的 全 体 形成 0(3) 的 自然 表 
示 ， 以 下 也 用 4 代表 这 个 表示 。 按 定义 ， 一 个 2 阶 的 张 量 或 唐 
张 量 7 了 os， 在 操作 4 下 应 按 如 下 的 方式 变换 


了 一 
了 一 di 4 了 了 yy 
IJ 


(29. 1) 
:或 
Tai =det(A) , > Li 了 

1 


(29.2) 
也 可 以 说 ，n 阶 张 量 按 4 的 n 次 直 积 4" 变换 ， 而 n 阶 唐 张 量 
按 4 的 ”次 直 积 与 一 维 表示 det(A) 的 直 积 det(4)A" 变换 。 

当 物 理 体 系 县 有 一 定 的 空间 对 称 性 时 ， 描 写 其 固有 性 质 的 
物理 张 量 其 分 量 之 间 一 般 存 在 一 些 关 系 ， 使 得 它 的 分 量 当 中 只 
有 一 部 分 是 独立 的 ， 而 其 余 分 量 可 由 这 些 独立 分 量 来 表示 。 因 
而 ， 我 们 能 够 从 体系 的 对 称 性 出 发 简化 体系 的 一 些 物理 张 量 
(使 其 独立 分 量 的 数目 最 小 ) 。 这 方面 的 简单 例子 已 在 3,2 节 
中 提 及 ， 现 在 可 以 建立 用 群 论 的 概念 来 处 理 这 类 问题 的 一 般 方 
法 。 

设 体 系 的 点 对 称 群 为 G， 显 然 GCO(3)。G 中 的 操作 使 体 
系 不 变 ， 因 而 也 不 会 改变 描写 体系 固有 物理 性 质 的 张 量 的 分 
量 。 例 如 ， 体 系 的 惯量 张 量 、 弹 性 张 量 (4 阶 ) 、 介 电 常 数 张 
量 、 压 电 系 数 张 量 (3 阶 ) 等 ， 其 分 量 在 体系 的 点 对 称 群 的 操 
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作 下 都 是 不 变 的 。 即 有 如 下 关系 


Ti,=,D Anndi,s, Tne > AeG 
ly 


iat 
(29.,3) 
上 式 是 关于 的 分 量 的 方程 组 ， 其 中 所 有 的 4 人 
因 对 称 群 G 算 是 已 知 的 ， 它 限制 了 工 的 独立 分 量 的 数目 。 一 个 
入 显 的 例子 是 ， 当 GG 中 含有 反 演 1 时， 把 4= i 代 和 (20.3) 可 


得 (Aiy== 61) 
(一 1)*，” 当 了 为 张 量 

了 Xx |， 1)a+1 ， 当 了 为 唐 张 量 
从 而 可 知 ， 具 有 空间 反 演 对 称 性 的 物理 体系 ， 所 有 奇数 阶 的 张 
量 为 零 ， 所 有 偶数 阶 的 座 张 量 为 零 。 例 如 ， 由 电极 化 强度 是 1 
阶 张 量 (矢量 ) 和 胁 强 是 2 阶 张 量 可 知 ， 联 系 二 者 的 线性 系数 
一 一 压 电 系 数 必 为 3 阶 张 量 。 由 此 即 可 断言 ， 压 电 效 应 不 可 
能 存在 于 属于 晶 类 Ci、Con、Daa、Ca、Dae、Cw、 姜 ，、 
Con、Des、Ts、Os 的 晶体 中 (这 11 个 晶 类 具有 空间 反 演 对 称 
性 ) 。 

事实 上 ， 只 需 对 群 G 的 生成 元 写 出 方程 (29.3)， 因 为 G 的 
任意 元 可 写 为 生成 元 的 乘积 ， 只 要 (29.3) 对 全 部 生成 元 成 立 就 
对 @ 的 任意 元 成 立 (注意 群 表示 的 性 质 ) 。 以 G 的 生成 元 代入 
(29.3) 的 4， 所 得 之 方程 组 决定 了 G 不 变 的 张 量 或 座 张 量 的 分 
量 之 间 的 联系 。 由 这 组 方程 足以 确定 了 张 量 的 独立 分 量 的 个 
数 ， 以 及 其 他 分 量 与 所 取 独 立 分 量 的 关系 。 但 但 由 群 表 示 论 可 以 
给 出 一 个 解决 此 问题 的 更 巧妙 的 方法 。 

(29.3) 表 明 ， 每 个 G 不 变 张 量 ( 作 为 G 的 表示 空间 中 的 矢 
量 ) 在 G 的 表示 4" 或 e4A"(e4= det4) 的 作用 下 不 变 , 因而 生 
成 一 个 一 维 不 变 子 空间 ( 它 按 G 的 单位 表示 变换 ) 。 根 据 20.3 
节 中 的 结果 ， 所 有 这 样 的 张 量 了 4) 可 由 对 称 化 算 子 
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LA -NA 或 FJ 庆 4 


作用 于 一 切 了 张 量 来 生成 


TDH=p TT (29.4) 
上 式 的 显 式 写法 为 
和 ,名 Ai, yg Li 当 了 为 张 量 
TI = 
[Be 有 ha…h4ssnTaen, 当 7 为 诗 张 量 
和， 


(29.5) 
G 不 变 张 量 的 独立 分 量 的 个 数 9 等 于 所 有 了 中 形成 的 子 
空间 的 维 数 , 也 就 是 G 的 表示 如 或 e44" 当中 含有 单位 表示 的 
次 数 。 因 此 ， 由 (18.2) 有 (单位 表示 的 %*(A)= 1) 


Toy 
d= 4) = Ed) 
其 中 
p04 一 C0 当 了 为 了 
eaX"(A)， 当 了 为 腐 张 量 
从 而 得 到 


2 Ya"(4)， 当 了 为 张 量 
AEG (29.6) 


人 (9 儿 忌 eax"C4D， 当 了 为 座 张 量 


其 中 %(4) 是 G 的 自然 表示 的 特征 标 ，e4= 1( 当 4 是 正常 转动 ) 
或 -1 ( 当 4 是 非 正 常 转动 ) 。 因 4EO(3)， 当 以 wp 表示 操作 
4 的 转角 时 ， 显 然 有 
X(A)=es(l1+2cosgpa) (29.7) 
实际 上 的 物理 张 量 ， 除 了 在 空间 方面 的 G 不 变性 之 外 ， 常 
常 还 具有 对 于 指标 置换 方面 的 某 些 对 称 性 。 这 时 ， 张 量 独立 分 
量 的 数目 将 进一步 减 小 ， 因 而 公式 (29.6) 不 能 直接 应 用 ， 需 作 
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相应 的 修改 。 具 有 某 种 指标 置换 对 称 性 的 张 量 形成 一 般 〔 没 有 
这 种 对 称 性 限制 的 ) 张 量 空间 的 一 个 子 空间 ， 由 (29.1) 和 
(29.2) 可 见 ， 这 些 张 量 张 成 表示 4" 或 et 的 一 个 不 变 子 空 
间 。 这 个 子 空间 所 荷载 的 G 的 表示 是 表示 如 或 sj 的 一 个 编 
小 ， 它 所 包含 的 G 的 单位 表示 的 次 数 即 为 G 不 变 的 且 是 具有 给 
定 置换 对 称 性 的 线性 独立 张 量 的 个 数 ， 亦 即 这 种 张 量 的 独立 分 
量 的 个 数 ,所 以 ， 问 题 在 干 确定 上 述 缩 小 表示 的 特征 标 .例如 ， 
对 于 2 阶 对 称 张 量 有 
Tiy=Ty 

九 个 分 量 中 只 有 六 个 是 独立 的 (通常 取 为 i 去” 的 六 个 ) ， 张 
成 九 维 张 量 空间 的 一 个 六 维 子 空间 。 由 (29.1) 可 知 ， A 在 这 个 
六 维 子 空间 上 的 缩小 可 写 为 

Tis= AmnAyrT 十 AAdnt AnAs) Th (和 7 ) 
其 特征 标 为 

4 04) 二 之 4 和 十 /Aids + AisdAy:) 


-FAN+tH Ardst ArsAs) 


oI 


SAAdsst AisA) 


| 


言 [%2(-) 十 %(LD3] (29.8) 
所 以 有 
so 1  ， 2 
9 aNtGy RLY (A +Y(4?)] (29.9) 
同样 ， 对 于 反对 称 张 量 ， 有 


Xe(A) = [YA) -XA)?] (29.10) 
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ol | 
9 NCG) 人 (4) -%(42)] (29.11) 

由 (29.7) 和 (29.9) 容 易 算 出 具有 高 级 、 中 级 和 低级 点 群 的 
对 称 性 的 晶体 其 2 阶 对 称 张 量 的 独立 分 量 的 个 数 ， 分 别 为 


高 级 点 群 (立方 晶 系 ) 1 
中 级 点 群 (六 方 、 四 方 、 三 方 晶 系 ) 2 
正 交 蝇 系 3 
低级 点 群 } 单 斜 晶 系 4 
三 斜 晶 夭 6 


注意 ， 这 里 所 说 的 的 独立 分 量 是 相对 于 任意 坐标 系 而 言 的 。 

29.2 分 子 中 的 振动 模式 

在 券 虑 祥 原子 分 子 中 原子 的 运动 时 ， 可 将 每 个 原子 看 作 一 
个 质点 ， 而 整个 分 子 则 可 看 作 是 相互 作用 着 的 六 个 质点 的 点 
系 。 在 2.2 节 中 ， 我 们 已 写 出 了 这 个 质点 系 在 内 力作 用 下 的 运 
动 方程 (2.9)、(2.10)， 其 中 9 表 原 子 对 平衡 位 置 的 微小 位 移 
坐标 ，z? 表示 原子 平衡 位 置 〈 初 始 位 置 ) 的 坐标 。 方 程 (2.9) 
或 写 为 分 量 形式 的 方程 组 


qi+ Efisg,=0 (29.12) 
3 


表明 ， 六 个 原子 或 3W 个 坐标 9 的 运动 一 般 是 相互 关联 的 。 由 
于 实 对 称 和 矩阵 矿 = (fi;y) 总 可 通过 实 相 似 变 换 加 以 对 角 化 ， 上方 
程 能 够 化 为 关于 新 坐标 〈 广 义 坐 标 ) 变量 4 的 彼此 独立 的 运动 
方程 。 设 = (9 是 使 严 对 角 化 的 相似 变换 的 矩阵 ， 令 4;= 
祁 3?49; 或 以 =>Q， 以 3 左 乘 运动 方程 (2.9)， 得 

d? 


TEL tSFS IU=0 
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- fi 0 
SFS-: -| fa 
0 fay 


其 中 fi 是 下 的 本 征 值 ， 记 f=。3?， 则 上 的 方程 化 为 

Ui Oui=0, 1=1, 2, ,3N (29.13) 
可 见 wi 彼此 独立 ， 分 别 以 频率 o,，( 圆 频 ) 作 谐 振动 (@=0 的 
谐振 动 定义 为 匀速 运动 ) 。 以 5S"! 二 (57) 表 5S 的 逆 矩 阵 ， 可 
解 出 

0 一 Zooii (Q=S"U) (29.14) 

1 > 

坐标 ui 常 被 称 为 体系 的 简 正 坐标 。 每 一 个 简 正 坐标 决定 着 体系 
的 一 种 基本 振动 模式 。 例 如 ， 在 (29.14) 中 取 刀 天 0， 刀 三 如 王 
…-=usaw 一 0， 便 得 到 由 简 正 坐 标 4 所 决定 的 振动 模式 


qi = ST (29.15) 
代 回 (29.14)， 又 有 
qi = Bq) (29. 16) 


这 表明 ,体系 的 一 般 运 动 是 3W 个 独立 的 基本 振动 模式 的 选 加 ， 
振动 模式 44) (或 QW) 的 谐振 频率 为 0;〔( 即 4 的 频率 ) 。 当 
斑 的 本 征 值 有 简 并 (重复 ) 时 ， 具 有 同一 频率 的 独立 模式 的 数 
目 等 于 其 简 并 度 〈 重 复数 ) 。 

以 上 的 分 析 表明 ， 分 子 中 的 原子 《有 内 力 的 质点 系 ) 的 微 
小 运动 问题 ， 可 完全 归结 为 确定 其 所 有 独立 振动 模式 的 问题 。 
相应 的 数学 问题 是 ， 求 出 使 已 矩 阵 对 角 化 的 变换 矩阵 8 或 求解 
下 的 本 征 值 与 本 征 和 撩 。 由 于 多 原子 分 子 中 的 原子 数 和 之 3, 和 矩阵 
斑 的 阶 数 就 高 于 9(3N)， 所 以 志 “ 此 解 上 述 问 题 很 不 方便 ， 但 
利用 分 子 的 点 对 称 性 却 能 使 ;4 一 问题 大 为 简化 。 

设 分 子 的 点 群 为 G= {9)， 则 在 2.2 节 中 已 经 表明 ， 在 操 
作 g 下 ， 位 移 坐 标 Q 将 按 G 的 一 个 3N 维 表 示 4(g) 变 换 ， 且 


183 


4(g) 与 五 对 易 ( 见 (2.14)、(2.16)、(2.18)， 其 中 的 S(9) 现 改 
写 为 4(g))。 表 示 .4 一 般 是 可 约 的 ， 我 们 将 它 约 化 。 这 意味 着 
要 对 位 移 坐 标 9, 进行 重新 组 合 ， 使 组 合 后 的 新 坐标 分 组 按 @ 
的 不 可 约 表示 变换 ,因为 G 的 不 可 约 表示 的 完整 表 是 已 知 的 , 易 
写 出 在 20.2 节 中 定义 过 的 对 称 化 算 子 ， 从 而 可 用 20.3 节 中 所 
建立 的 方法 来 实现 表示 4 的 约 化 ， 作 出 按 G 的 不 可 约 表示 变换 
的 对 称 华 标 。 这 也 就 是 将 分 子 的 坐标 按 在 G 下 的 变换 性 质 进行 
分 类 (或 按 分 子 的 点 对 称 性 分 类 ) 。 以 wu 名 表示 按 G 的 不 可 约 
表示 .A 的 第 1 行 变换 的 华 标 ( Pp 是 .A 在 A 的 约 化 中 的 重复 
脚 标 ) 。 因 在 此 坐标 系 下 4 是 完全 约 化 的 ， 而 已 是 与 表示 .4 可 
易 的 ， 则 由 14.2 节 的 基 人 结果 可 知 ， 变 到 坐标 系 {zgy 闻 后 的 已 
和 矩阵 形 如 〈( 见 (14.25)) 
Pipiirpr t= fh Oi (29.17) 
这 表明 下 已 经 大 部 分 (对 主要 脚 标 i 和 1 ) 对 角 化 了 ， 五 的 完 
全 对 角 化 问题 被 简化 为 一 些 ai( A 在 A 中 的 重复 度 ) 阶 的 对 角 
子 块 (7 和 人 的 对 角 化 问题 ( 见 (14.26 一 一 (14.28)), 而 简 正 坐标 
将 由 对 称 坐 标 uw$? 对 脚 标 > 进行 组 合 得 出 。 实 际 上 重要 的 是 
A 在 4 中 的 重复 度 不 超过 1 的 情形 。 这 时 无 需 引入 脚 标 p， 
对 称 坐 标 好 2 即 是 简 正 坐 标 ， 而 已 是 完全 对 角 化 的 
Fren=f D6 6 (29.18) 
值得 注意 的 是 ， 这 时 的 简 正 坐 标 wi 站 的 构成 及 式 (29.18) 是 单 由 
体系 的 对 称 性 决定 的 ， 体 系 内 力 的 性 质 只 参与 决定 Ko9=o; 的 
数值 。 这 就 是 说 ， 体系 的 几何 性 质 ( 对 称 性 ) 规 定 着 它 有 多 少 个 
加 有 频率 ， 每 个 频率 的 简 并 度 (表示 4 中 的 维 数 ) ， 以 及 相应 
的 振动 模式 ， 而 其 物理 性 质 则 规定 固有 频率 的 具体 数值 。 
作为 例子 ， 考 虑 位 于 等 边 三 角形 三 个 顶点 上 由 三 个 相同 原 
子 组 成 的 分 子 。 这 种 类 型 分 子 的 对 称 群 是 Das=Cue x C,,C3o 的 
三 次 转轴 垂直 于 分 子平 面 并 通 过 分 子 的 中 心 ( 即 点 群 的 中 心 )， 


184 
的 映 面 为 分 子平 面 , 三 个 原子 的 位 移 坐标 为 67) = (9, ,42,9;s); 
67, 一 (94,45196)，67s 二 (971,498;99)， 其 中 67; 和 07; 均 表示 位 
于 第 i 个 位 置 上 的 原子 的 微小 位 移 。 在 Ds 的 操作 9 下 ,位 移 6rs 
实际 上 经 历 两 种 变换 ， 它 的 起 点 1 被 搬 到 点 gi 67; 的 方向 经 
转动 g (正常 的 或 韭 正 常 的 ) 变 为 g6r:。 因 此 ， 变 换 后 gi 点 
的 位 移 67s; 等 于 变换 前 i 点 的 位 移 bri 作 转动 9 ， 即 074 ,= 
9g67(9EDa)， 或 写 为 〈( 令 gf>1 则 一 9g710) 
Ori=girss ,gE€D, (29. 19) 


NN 6ri' = CHF, 


dry 一 (3 Gr 


Ori= Cr 
图 29.1 操作 Cs 


图 29.1 示 出 了 在 操作 g= Cs 下 的 变换 情形 。9g 对 i 的 作用 相当 
于 一 个 置换 ， 显 然 有 下 列 关系 

Cs~(123) C3~(132) olW~(23) 

(oe oI~(12) oa~(1) 

(29.20) 

Dss 有 六 个 类 ， 可 写 Das= {7 ,2Cs ,30%,0%, 2C30n,30v0k}o 
不 难 算出 由 (29.19) 所 确定 的 Ds 的 一 个 九 维 表示 的 特征 标 ， 
这 时 对 位 移 坐 标 使 用 双 脚 标 较为 方便 
07: 一 (9，9l?， 913) 
br, = (qs1, 4922, G23) (29.21) 
brs = (qs1, G3s, 933) 
设 Da 的 自然 表示 矩阵 为 D(g)， 则 由 (29.21)，(29.19) 可 明 
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Qf1=2 CL (9)g ii pp (29.,22) 


i 
从 而 可 写 出 九 维 表示 的 特征 标 
X(g)= Do Du(g)= (Zo4i, )' Dng) 
一 (站 go .Xp(g9) (29.23) 


其 中 Xo(g) 表 示 Dss 的 自然 表示 的 特征 标 ， 可 用 (29.7) 式 计 - 
算 

Kp{g9)=eo(lit2cospo) (29.24) 
由 (29.20)、(29.24) 和 (29,23) 易 算出 特征 标 X(g) 的 值 。 另 一 
方面 ， 由 已 知 的 Css 的 单纯 特征 标 和 C ,的 单纯 特征 标的 乘积 ， 
即 可 写 出 Ds 的 单纯 特征 标 。 现 将 它们 的 数值 列 于 下 表 。 


Dy 7 : 2Cs | B30ov on 2Cs0n 30vOh 
| i 
(1) 1 1 1 1 1 1 
zx -1 1 1 -1 
x | 2 | -1 0 2 -1 0 
XA) 1 1 1 -1 -1 -1 
xi 1 | 1 aa -1 -1 | 1 
Xt6) | 2 | -1 | 0 |-g 1 | 0 
% ! 9 0 1 8 0 -1 
利用 重复 度 公式 (18.2) 
qi= 击 SX(9) X19) 
geD,, 


由 上 表 得 出 . 
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(29.25) 


al 一 Go 一 04 一 06 一 1， 
二 2，05 三 0 
Dss 的 不 可 约 表示 完整 表 可 由 已 知 的 Ca 和 C。 的 不 可 约 表 
示 的 直 积 给 出 (Cs 只 有 两 个 一 维 不 可 约 表示 )， 据 此 不 难 写 出 
Ds 的 各 对 称 化 算 子 。 参 照 C3, 的 对 称 化 算 子 (20.22)， 可 将 
Da 的 各 对 称 化 算 子 的 组 合 系数 列 于 下 表 


DaB | 1 Cs C3 ot Ga U3 Oh Caoh C3on O1Oh OOh OION 
| 
< _ _ 
pp) | 王 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 
B20 1 1 -1111 2 1 1 -1 
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 
PD 11 -1 -1 1111 1 1 1 1 
li ie 12 12 12 12 6 6 12 12 12 12 6 
人 (3) 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
P22 16 12 "12 12 12 .76 6 12 12 12 2:. 6 
网 . _ | 
p(3) i0 V8 _vV8_.vV8 v8 0 0 Y83_.vV8_vs v3 0 
12 12 12 12 12 12 12 12 12 
人 . 
2(3) 10 _YV8 V8_vV38 V8 0 0 _vV8 V83_ve V3 0 
21 12 12 12 12 12 12 12 12 
pli i 1 1 1 1-1i_1i -1 -1 -1 -L 
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 
D5) 1 1 1 _1 -1 -1_1_1 1 1 1 1 
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 
p(6) 1 _1 -1 _1 _1 1_1 1 1 1 1 _1 
li 16 12 12 12 12 6 6 12 12 12 12 6 
BO 11 1 1 -111 11 -1 1 
22 16 12 12 12 12 6 6 13 12 12 12 6 
Ni6) | V3 V8_vV8 v8 _V3 V8 Vea _ va 
Pl 0 一 一 一 二 一 ’ 0 0 一 二 -一 一 一 0 
2 12 12 12 12 12 12 12 12 
Po lo-V8 Va_vs vs 0 8_v8 Vs_vs 0 
21 12 12 12 12 12 12 12 12 


一 ~ 


EY 


| <“ 
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每 个 算 子 是 群 元 算 于 9 的 组 全， 其 组 合 系数 由 表 中 相应 的 行 
给 出 。 而 是 作用 于 九 维 表示 空间 [Q } 上 的 ， 它 对 Q 矢 量 坐标 
的 变换 (将 9 变 为 g!) 由 (29.22) 决 定 。 也 可 形式 地 将 (29.22) 
写 为 

991 1= SDu'(g)gg ur (29.26) 


从 而 利用 此 式 和 上 表 便 可 写 出 各 个 少 算 子 对 9 坐标 的 变换 。 
Ds 的 自然 表示 人 矩阵 D(9) 不 难 写 出 。. 显 然 其 前 6 个 矩阵 构成 
子 群 C3, 的 自然 表示 ， 这 已 在 11.1 节 中 写 出 ， 即 


/1 工 _V3 0 
1 0 0 | 2 了 
| 
DO)=| 0 1 0 DC)=| 可 1 
0 0 1 a -3 0 
.0 0 1/ 
1 AAS 01 Il _V3 0 
2 2 | 5 - 
D(Ci)= VE 1 , D(a1)= VF 1 ， 
2 2 | 2 2 
_1 V3 
2 2 0 1 0 0 
Dicg;,)= [了 1 D(gs)=|0 -10 
| 2 2 0 0 1 
' 0 0 1 
注意 到 
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便 可 知道 其 余 的 6 个 矩阵 只 是 将 相应 的 前 6 个 矩阵 右 下 角 的 1 
下 为 (1)。 

由 (29.25) 知 ， 需 要 建立 的 九 个 对 称 坐标 是 ,xb ，w2， 
wn)， 名。 由 九 个 相应 的 对 称 化 
算 子 得 出 〈 注 意 ， 因 坐标 按 算 子 矩阵 的 行 变换 ， 与 此 相应 地 
.名 的 行 标 二 对 应 于 坐标 w 铝 的 行 标 nm ) 


3 /3 1 
(1 一 万 (1) 一 一 一 oo 
/U Pp' “qu Bau 13 ~ 一 一 Q12 + 无 Ga2l 十 1 一 广 -d22 全 231 


4 人 一 pgu 一 于 gn + 全 


1 
12 qi2 一 玫 921 


了 
+ G22 ~ 3g 


3 3 
uf = 8 全 ou = + Ql12 + -Yq 十 Be 


, V3 V3 
4 = = + qa- -2 ga 十 二 go 二 本 92z 
/3 

upign = + 492 十 D921 

| 1 / 
本 922 下 gal 
。 3)_ _1 3 
4 并 二 p 守 gu 二 了 qu ~ 13 G12 1 91 12 G22 
3 

| 十 6 一 932 


可 1 ] 1 
(有 = gs + 9st 可 933 
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3 3 
(us)= pg1s = -2 di3 十 6 923 


(29.27) 


这 就 完成 了 九 维 表 示 空间 的 约 化 ， 得 到 六 个 不 可 约 子 空间 ， 它 
们 分 别 按 D3s 的 不 可 约 表示 4 ，4@2 ,4 4G ,4004 变 
换 ，(19.27) 给 出 了 各 子 空 间 的 标准 基 。 

容易 验证 ，(29,27) 中 的 变换 系数 对 于 xl 的 指标 2 入 
是 正 交 的 。 这 是 由 8 的 定义 以 及 不 可 约 表示 阵 元 作为 群 元 的 
函数 的 正 交 性 、 变 换 (29.26) 的 正 交 性 所 决定 的 《请 读者 加 以 
证 明 ) 。 但 对 于 指标 p ， 一 般 并 不 存在 这 种 正 交 人 性。 事实 上 ， 
由 于 4@ 在 约 化 中 出 现 两 次 ，(z 全 ，x 介 ) 和 (ws 名，ut ) 的 选择 
并 不 是 唯一 的 ， 因 为 


(3) (3) (3 
Uyi url U2 
(6) 二 ce se) 
\ fo 
j# (ig) 
显然 也 按 表示 4 路 变换。 为 了 保证 四 个 v 坐标 的 独立 性 ， 只 需 


取 det( 《和 ) 产 0。 利用 这 一 任意 性 ， 我 们 可 以 使 变换 系数 对 


于 w (或 " ) 的 p 脚 标 也 是 正 交 的 。 例 如 ， 为 了 使 四 个 vi3) 的 
-变换 系数 是 正 交 归 一 的 ， 由 (29.27) 可 知 ， 只 需 令 


(re 


对 其 余 的 五 个 w 和 8 分 别 乘 以 系数 的 归 一 化 常数 ， 便 得 归 一 化 的 
多。 总 之 有 . 


ee 
SG SC、 
tv [3 

Pd 上 此 
Te 

oO 

ee 
Eg SS 
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V3 1 /3 
[0 人 一 一 -一 9 一 六 glz 二 6 gal 十 F422 3 Gai 
3 3 
一 二 9 十 6 91 一 Sqn + 922 ~ 93z 
v= YS (gu +t gut gn 
1 
J/ 
| Vi =~ (q+ go + qa2) 
(V3 1 M3 1 /3 
vy 二 十 去 十 一 一 一 
| 2i 6 qQ11 2 22 6 qui D922 3 ga3t 
wy 1, V3 _ 1 _ AAA 3 
U22 D911 6 gi2 pu 6 qz2 十 3 432 
M3 
UW = -3 (gs + gas + ga3) 
/6 M6, _~ 
v6) = 
3 二 + 一 一 6 9 ~ FQ 
, M2 
WN! 二 ~ 913 十 一 -一 一 923 


(29.28) 


将 上 式 写 为 逢 阵 形式 信 = SQ, 则 是正 交 条 阵 (5- ‘=8), 故 
容易 解 出 Q= 人 SF 六。 即 有 
i= Dei = ES sv (29.29) 


其 中 对 坐标 9 和 v 都 采用 顺序 脚 标 ，Sij 是 式 (29,28) 中 的 变换 
系数 。 对 称 坐 标 v" 即 是 体系 的 简 正 坐标 。 
现在 由 (29.29) 来 讨论 各 谐振 模式 的 图 象 。 令 (ol ,vo ，…， 
v9) 中 的 ww 除 vi 外 全 为 零 ， 便 得 vi 的 振动 模式 ， ， 
gl) =S vl (29.30), 


在 上 式 中 取 1=3 得 到 v9 模式 的 图 象 


‘6. 全 一 3 2 二 (10 0) 243) 


| 07 = ,0,0) 全 (29.31) 
| 
Gr = 3.(1, 0,0) :vi 
这 显然 是 体系 沿 z 方向 的 平移 运动 。 同样 地 ， uv 和 ‘(1= 4 


和 7 ) 分 别 代表 体系 沿 ! 方 向 和 > 方向 的 平移 和 运动。 在 (29.30) 
中 取 1 了 = 2， 得 出 模式 "2 的 图 象 


2” 6 

| -一 
PE 
| 一 

| ry =(0, - ~, oj 


(r=( -~ Sz ) > (29.32) 
| 
| 


其 中 zo 为 z 方向 上 的 单位 矢量 ，z? 的 分 量 是 相对 于 写 出 万 ,的 
自然 表示 矩阵 的 那个 坐标 轴 ( 如 图 29,2) 写 出 的 。(29.32) 显 然 


为 体系 弹 z 轴 的 转动 运动 ( 角 位 移 为 - 7 zoj 同样 可 知 ， 模 
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r=(1.0.0) 


图 29.2 ”原子 的 平衡 位 证 
式 o 人 和 v8) 分 别 为 体系 绕 y 轴 和 绕 z 轴 的 转动 运动 。 剩 下 的 
三 个 模式 才 是 真正 的 振动 。 

在 (29.30) 中 取 1/ 了 =]1， 得 出 wz@ 的 模式 


orge=( >， 部， oj (29.33》 


其 振动 位 移 图 如 图 29.3 所 示 。 
在 (29.30) 中 分 别 取 1 = 5 和 1 = 6， 得 出 9 和 5 的 振 : 
动 模式 


M3 
， sr = (~ -总 ， 0 es (29.34 


619=(- 二 ， -M3, 0)v% (29.35) 
| 
、 07 旬 =(0， 2， 0 名 


相应 的 位 移 图 如 图 29.3 所 示 。 


1 1 1 
2 2 
2 


{=1 1=5 1=6 


图 29.3 分 于 的 振动 模式 
总 之 ， 有 三 个 移动 模式 ， 三 个 转动 模式 ， 三 个 振动 模式 。 
体系 的 一 般 微 小 运动 是 这 九 个 独立 的 基本 “振动 ”模式 的 选 
加 。 显 然 ， 移 动 模式 和 转动 模式 的 频率 都 是 零 (无 外 力 ) ， 所 
以 只 需 计算 三 个 振动 模式 的 频率 。v 中 的 频率 
of= Pf {= 2 fs (29.36) 


其 中 S 仍 是 (29.28) 的 变换 系数 矩阵 。vw4 涪 和 vi 属于 同一 不 可 
约 表示 4;， 所 以 有 相同 的 频率 w。( 二 度 简 并 ) 
0 = sf (29.37) 


在 上 面 这 个 例子 中 ， 我 们 对 分 子 的 全 部 自由 度 进行 了 彻底 
的 群 分 类 。 这 在 实际 上 是 不 必要 的 ， 因 为 我 们 可 以 事先 将 平凡 
移 移 动 和 转动 自由 度 分 离 出 去 ， 而 只 考虑 真正 的 振动 模式 。 我 
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们 知道 ， 平 动 位 移 和 转动 角 位 移 分 别 为 三 维 空间 中 的 矢量 和 唐 
矢量 ， 因 而 在 Dss 的 操作 下 它们 分 别 按 自然 表示 乙 (9) 和 表示 
刀 (g)=Y5(9)D(9) 变 换 。 利 用 前 面 给 出 的 Ds 的 单纯 特征 . 
标 表 和 各 自然 表示 的 特征 标 ， 可 得 到 

D(g)=AV(g)PDAW (9g) (29.38) 

D'(g)=A®W(g)PDAY(g) (29.39) 
由 此 可 见 , 平移 坐标 和 角 位 移 坐 标 分 别 按 ADA 和 A 
44 变换 。 因 而 不 必 考虑 4@， 40, 4 和 一 个 49(4@ 出 现 两 
次 ) 的 基 ， 而 只 作出 4 中 和 另 一 个 4 的 基 v，z 名 ，v 钻 即 
可 。 这 样 便 可 迅速 地 得 出 三 个 振动 模式 和 相应 的 频率 公式 。 这 
时 要 留意 的 是 ，w639 一 2q 中 的 4 必须 选 得 使 x3 的 系数 与 平 
移 ?(9u 十 ga 十 ga) 的 系数 是 正 交 的 。 这 就 可 以 保证 Cu? ) 
中 不 再 含有 平移 成 分 。 

最 后 需 指出 , 在 本 节 中 所 讨论 的 问题 的 数学 提 法 , 是 具有 一 

定 的 对 称 群 的 算 子 的 本 征 值 问题 .我 们 看 到 , 通过 群 论 方法 可 以 
将 这 个 算 子 所 作用 的 矢量 空间 的 基 按 其 变换 性 质 来 分 类 ， 即 作 : 
出 对 称 某 (或 对 称 坐 标 ) 。 结 果 ， 本 征 值 问 题 将 得 到 部 分 解决 
(对 只 出 现 一 次 的 不 可 约 成 分 ， 相 应 的 对 称 基 即 是 属于 同一 本 
征 值 的 独 了 立 本 征 和 拓 ， 表 示 的 维 数 即 该 本 征 值 的 简 并 度 ， 而 本 征 
值 的 公式 如 (29.36) 式 ), 其 余部 分 (不 可 约 成 分 出 现 一 次 以 上 ) 
则 被 简化 。 所 以 本 节 中 所 详细 和 兽 述 的 方法 适用 于 所 有 对 称 本 征 
值 问题 (有 限 维 空间 ) ， 例 如 量子 力学 中 的 定 态 微 扰 论 。 


$30 对称 性 与 村 恒定 律 
30.1 李 群 的 生成 元 与 守恒 的 力学 量 
在 1.3 节 中 已 经 表明 ， (量子 ) 体系 的 运动 方程 〈 哈 密 顿 
算 子 ) 对 于 空间 平移 的 不 变性 导致 了 体系 的 动量 守恒 ， 对 于 空 
间 转 动 的 不 变性 导致 了 角 动 量 守重 ， 对 于 空间 反 演 的 不 变性 导 


了 95 


致 了 字 称 守恒。 平移 不 变性 意味 着 空间 的 平移 群 是 体系 的 对 称 
群 ， 平 移 群 的 元 在 态 矢 空间 中 表现 为 平移 算 子 (1,7)， 其 无 穷 


小 生成 元 (无穷小 算 子 ) 为 - 祥 = - 元 请。 空间 转动 与 反 演 不 


变性 则 表示 群 0(3) 是 体系 的 对 称 群 ，O(3) 在 态 矢 空间 中 的 表 
现 则 由 (1.9) 和 (1.6) 来 刻画 ,其 中 0(3) 的 生成 元 为 ( 见 9.2 节 ) 


-7xV=- 计 上 ，i ( 反 演 i 的 算 子 ; 即 字 称 算 子 )。 可 见 ， 以 


上 这 些 守恒 的 力学 量 都 是 体系 的 对 称 李 群 的 生成 元 ( 差 一 常 因 
子 ) 。 需 要 指出 ， 这 只 是 下 述 一 般 情 形 的 特例 。 
设 G 是 体系 的 对 称 李 群 ， 并 假定 G 在 体系 的 态 矢 空间 中 总 
表现 为 一 个 么 正 算 子 群 {9) 
9'90=99'*=1 (30.1) 
如 以 I: 表 G 的 无 穷 小 生成 元 (相对 于 群 参数 w) ， 则 在 单位 
元 的 邻 域 中 有 


BFlius : 
9=e (30.2) 
注意 到 wi 是 独立 的 实 参 数 ， 将 (30.2) 代 入 (30.1) 可 得 
it-+f,=0 (30.3) 
. 即 全 都 是 反 厄 米 的 。 于 是 (i1,) 都 是 厄 米 的 
Cf) = (07) (30.4) 


所 以 ， 体 系 的 实 维 对 称 李 群 对 应 的 女 正 算 子 群 的 个 无 穷 小 

生成 元 给 出 〈 乘 以 虚数 单位 i ) 作用 于 态 矢 空间 上 的 个 线性 

独立 的 厄 米 算 子 一 一 力学 量 ， 而 这 些 力学 量 都 是 运动 积分 
= BL), #1=0 


《注意 (1.14) 和 (30,2)) 。 
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反之 ， 由 一 组 对 易 子 积 封闭 的 披 此 独立 的 运动 积分 也 可 导 : 
出 体系 的 一 个 (局 部 ) 对 称 李 群 。 设 户 ， 廊 ,，…，, 是 一 组 
独立 运动 积分 (守恒 量 ) 
Ptr=h, 
[Ff,, 8] =0 
假定 其 对 易 子 积 在 它们 所 张 成 的 线性 空间 中 是 封闭 的 
[Ph, Fl=5CY,P, 
则 人 为 无 鹤 小 生 肛 元 《可 差 “并 因子 ) 的 么 正 变换 杰 攻 的 
写 为 〈 在 单位 元 的 邻 域 ) . 


-i DP ， 
$= € 
这 个 李 群 的 结构 常数 便 是 Chj。 
体系 的 对 称 李 群 的 生成 元 与 运动 积分 的 上 述 关 系 表明 ， 体 
系 的 一 定 的 对 称 性 是 与 一 定 的 守重 定律 相关 联 的 ， 或 者 说 两 者 
是 相互 决定 的 。 例 如 ， 体 系 的 旋转 (SO(3)) 对 称 性 蕴含 着 其 角 : 
动量 守重 ， 反 之 亦 然 。 这 种 联系 也 为 从 物理 测量 上 去 判定 体系 
是 否 县 有 某 种 对 称 性 提供 了 理论 依据 (例如 ， 关 于 弱 作 用 中 字 
称 不 守 便 的 实验 ,也 就 否定 了 弱 作 用 对 于 空间 反 演 的 不 变性 ); 
而 一 旦 证 实 了 体系 具有 某 种 对 称 性 ， 就 可 以 由 群 论 引出 〈 比 守 
恒定 律 ) 更 多 的 物理 结论 。 这 种 考虑 在 粒子 物理 中 具有 重要 意 - 
义 。 
下 面 以 氨 原 子 为 例 ， 来 说 明 如 何 由 体系 的 守恒 量 (运动 积 . 
分 ) 出 发 作出 一 个 (最 大 的 ) 封闭 代数 ， 并 由 这 个 李 代数 生成 
体系 的 一 个 (最 大 ) 对 称 李 群 。 
复原 子 的 哈密 顿 算 符 是 


r 


= . 
A = (30.5) 
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先 找 出 体系 的 全 部 守恒 量 。 于 本 身 是 一 个 运动 积分 ， 它 对 应 于 
体系 对 时 间 平 移 的 不 变性 。 由 与 1.3 节 中 对 空间 平移 的 同样 的 
考虑 ， 将 (1.7) 中 的 > 改 为 上 +， 便 得 出 时 间 的 平移 算 子 


2 


jz)=e 和 (30.6) 
又 由 运动 方程 ， 有 

0 . 

ii= (30.7) 
(30.6) 也 可 写 为 

pr) ee (30.8) 


其 中 实 参数 表示 时 间 平 移 量 。9(7) 形 成 由 自 所 生成 的 一 个 一 
维 对 称 李 群 。 因 为 9g(r) 与 所 有 运动 积分 可 易 ， 因 而 也 与 体系 的 
完全 对 称 群 的 所 有 群 元 可 易 。 所 以 这 个 一 维 李 群 总 可 以 作为 一 
个 直 积 因子 从 完全 对 称 群 中 分 离 出 去 ， 且 由 于 它 对 所 有 体系 者 
存在 而 可 以 不 加 考虑 。 除 应 之 外 其 它 的 运动 恒 量 ， 我 们 已 知 有 
角 动 量 上 上 。 了 的 三 个 分 量 的 对 易 子 积 是 封闭 的 . 形成 SOU3) 的 
李 代 数 ， 生 成 的 对 称 群 即 为 已 知 的 SO(3) 〈 同 构 于 SO(3) 的 么 
正 算 子 群 9 (Q)=e-io.? /人 *) 但 除 角 动 量 以 外 ， 体 系 还 存在 其 
他 独立 的 运动 恒 量 ， 因 而 SO(3) 只 是 氨 原 子 更 大 的 对 称 群 的 一 
个 子 群 。 

为 了 找 出 独立 于 五 的 运动 恒 量 ， 可 先 借助 于 经 典 的 考虑 。 
从 经 典 力学 知道 ， 只 有 在 牛顿 型 (库仑 型 ) 势 场 广 (r) = -£ 
中 运动 的 粒子 才 可 能 有 闭合 的 椭圆 轨道 。 当 势能 对 于 上 述 形式 
有 所 偏离 时 ， 将 引起 椭 回 的 长 轴 在 椭 回 平面 内 进 动 ， 从 而 使 轨 
道 不 再 闭合 。 即 势 场 的 SO(3) 对 称 性 只 能 保证 轨道 在 一 个 平面 
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灼 ， 而 不 能 保证 轨道 闭合 ， 只 有 库仑 势 才能 保证 有 不 动 的 〈 因 
而 闭合 的 ) 椭圆 轨道 。 这 表明 ， 库 仑 势 将 引进 新 的 守恒 量 (不 
变性 ， 即 对 称 性 ) 。 显 然 长 轴 的 方向 矢量 就 是 库 仓 势 所 引进 的 
竺 加 守恒 量 ， 这 个 矢量 称 为 楞 次 矢量 
M= PYL er (30.9) 
凡 r 
在 图 30.1 所 未 的 坐标 系 下 ， 容 易 写 出 形 的 直角 分 量 


图 30.1 


2 . 
| Ms:=Ly-— z=L(ising +rcospP) -ecosp 


2 
M,= — Lz2i— y= —L{(Fcosp -rsinmp) -esing 


、 ,dr. ，_ 了? :次 
注意? a 2 多 73” 并 利用 轨道 方程 


"(起 )/ aa 十 ecns0O ) 


代 人 后 得 出 〈e 为 轨道 的 参数 偏心 率 ) 、 
4 一 e2e 
(wi 
可 见 收 确 为 沿 z 方向 的 不 变 矢量 。 
将 (30.9) 量 子 化 , “得 到 相应 的 厄 米 算 子 


(30.10) 
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Y= (px L- bx p)-er (30.11) 
容易 验证 ， 有 如 下 关系 
[ 夏 ， 方 ] =-0 
艺 . 政 = 让 .元 =0 (30.12? 
MM: = 十 元 2 ) +e4 


这 个 居 就 是 (三 个 分 量 ) 独立 于 生 和 及 的 新 的 守恒 量 。 六 个 算 
子 上 6、 上 s、 放 i \ 用 ;\ 放 ; 是 线性 独立 的 ， 张 成 一 个 六 维 线性 
空间 。 如 果 六 个 算 子 的 对 易 子 积 仍 属于 此 空间 ( 封 闲 ) ， 我 们 
便 得 到 一 个 六 维 李 代数 ， 否 则 还 需 增 加 新 的 独立 算 子 (扩大 了 
空间 的 维 数 ) ， 直 到 对 易 子 积 在 其 中 封闭 为 止 。 六 个 算 子 间 诲 
15 个 对 易 式 为 

[Lh, Lsl=ihDewt (30.13?》 


[M1 £;]=ik Sew, (30.14) 


[下 N= Bent -人 ) (30.15) 


由 于 ;他 一 般 不 能 写 为 前 六 个 算 子 的 线性 组 合 , (30.15) 表 明 ， 
六 个 算 了 不 构成 一 个 封闭 代数 。 但 体系 (和 氨 原 子 中 的 电子 ) 的 
整个 态 矢 空间 可 以 分 解 为 应 的 所 有 本 征 子 空间 的 直 和 《根据 语 
的 本 征 落 数 系 的 完备 性 ) ， 而 每 个 本 征 子 空间 都 是 信和 放 的 不 
变 子 空 间 (这 是 由 于 二 和 硒 都 与 六 可 易 ) ， 因 而 多 和 应 在 整个 
态 矢 空间 中 的 行为 可 用 它们 在 所 有 本 征 子 空间 内 的 行为 来 描 
述 。 在 属于 本 征 值 忆 的 本 征 子 空间 内 四 = 瓦 ， 从 而 (30.15) 退 
化 为 
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[A,, B11=( -2 inenntn) (30.16) 
可 风 在 每 个 本 征 子 空间 内 ， 六 个 算 子 都 张 成 封闭 李 代 数 。 
令 
下 ;=AAHA1/2 El M, (30.17) 


最 然 政 ;也 是 厄 米 的 ， 有 
I bs]=ih Dewks 
上 Ll=ihBeyal! (30.18) 
记 
[下 1， WH;]=+ihD ernb, 


其 中 第 三 式 的 右边 对 EE<0 的 本 征 子 空间 (和 氨 原 子 的 束缚 志 ) 
取 正 号 ， 对 之 0 的 本 征 子 空间 ( 氢 原 子 的 自由 态 ) 取 负 号 。 若 
将 (30.18) 中 的 各 算 子 遍 除 以 该 ， 便 可 把 式 中 出 现 的 读 去 掉 。 
将 去 掉 后 基 的 (30.18) 与 95O(4) 生 成 元 的 对 易 式 (28.26) 以 及 
上 sg 的 生成 元 的 对 易 式 (28.55) 相 对 照 ， 便 可 看 出 以 上 述 二 个 算 
子 ( 卫 ， 型 ) 为 生成 元 的 么 正 算 子 群 (局 部 ) 同 构 于 SO(4) (对 
<0 的 本 征 空间 ) 或 L,( 对 E>0 的 本 征 空 间 ) 。SO(4) 和 
Ls 以 SO(3) 为 公共 子 群 ( 见 28.2 节 和 28.3 节 ) 。Ls 是非 紧 
移 ， 它 没有 有 限 维 的 乏 正 表 示 ， 而 上 述 与 Lg 同 构 的 乏 正 算 子 群 
是 Ls 的 一 个 么 正 表 示 ， 因 而 已 >0 的 本 征 子 空间 必 为 无 限 维 
区 〈 这 与 在 初等 量子 力学 中 已 熟知 的 事实 相符 ) 。 

通常 所 说 的 氢 原 子 是 指 其 束缚 态 。 以 上 的 分 析 表 明 ， 氢 原 
子 的 对 称 群 (准确 地 说 应 为 能 级 简 并 群 ， 因 为 这 个 “ 群 ” 即 使 
对 于 束缚 态 的 空间 也 不 是 封闭 的 ， 只 是 对 及 的 每 个 本 征 子 空间 
才 封 闭 成 群 )》 是 以 SO(3) 为 子 群 的 SOC4)。 

3¢.2 ”对称 群 与 完整 力学 量 组 

为 了 确定 量子 体系 的 状态 ， 需 要 一 组 可 以 同时 测量 ( 互 
易 ) 的 力学 量 ， 它 们 的 共同 本 征 态 不 再 简 并 〈 因 而 是 完全 确定 
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的 ) 。 这 称 为 体系 的 一 个 完整 (或 完备 ) 力学 量 组 ， 用 米 对 体 
系 的 状态 进 和 生 分 类 (以 半 本 作 信 作为 标记 装 态 的 县 了 了 数 》， 对 

给 定 的 体系 完整 力学 量 组 的 选取 不 是 唯一 的 , 最 好 取 为 运 
二 分 国 为 几 18 作 区 的 定 过 行当 未 ， 们 和 生 于 
是 “好 量子 数 ”。 因 而 对 所 研究 的 量子 体系 ， 如 何 寻 求 一 组 完 
整 的 运动 积分 ， 是 一 项 具有 基本 重要 性 的 工作 。 这 就 是 要 找到 
彼此 互 易 的 最 大 数目 的 独立 运动 积分 (其 他 力学 量 都 是 它们 的 
函数 ) 。 这 个 问题 地 是 与 体系 的 对 称 性 密切 相关 的 ， 体 系 的 对 
称 群 将 提供 一 定数 量 的 互 易 运 动 积分 。 

设 G 是 体系 的 对 称 ( 实 ) 李 群 ， 它 在 态 矢 空间 中 表现 为 一 
个 么 正 算 子 群 G= (9)， 9! =9*， 则 G 的 无 穷 小 算 子 都 是 作用 
于 态 矢 空间 上 与 匠 对 易 的 反 厄 米 算 子 。 所 以 ，G 的 无 穷 小 算 
子 乘 以 ;= =- 1 后 都 可 视 为 体系 的 运动 积分 。 现 在 需要 由 它们 
生成 互 易 的 运动 积分 。 若 G 的 秩 为 ! ， 则 有 1 个 互 易 的 无 穷 小 
生成 元 ,它们 是 G 的 李 代数 之 嘉 当 子 代数 的 一 组 基 ， 乘 i 后 记 
为 {从 !， 琅 ,，…， 用 !}。 这 些 甩 ,都 是 互 易 厄 米 算 子 ， 它 们 实 
际 上 是 G 的 复 扩充 的 嘉 当 子 代数 .ze 的 基 。 取 Ze 的 标准 基 
{站 :， 译 :}， 可 按 (27.10) 作出 卡 塞 米 尔 算 子 O= 99 谨 ; 方 ， 
+ Dh, Bo. 如 果 C 是 紧 致 的 , 则 按 (24.104)，( 态 。- 方 。) 


和 i 让。+ 台 _。) 都 是 G 的 无 穷 小 算 子 〈 其 李 代数 2 的 基 ) ， 因 
而 都 是 反 厄 米 的 ， 这 要 求 


Bit=b._, (30.19) 
从 而 知 C 也 是 厄 米 的 
C+=0 (30.20) 


刹 以 ， 一 个 对 称 紧 致 李 群 至 少 可 以 提供 (+1) 个 互 易 运动 积分 
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{8 1, FH,, “Hi, CO) (30.21) 


实际 上 除了 C 之 外 还 存在 (1- 1) 个 与 (30.21) 对 易 且 彼此 互 易 
的 独立 算 子 ( 见 27.,1 节 ) ， 其 中 满足 自 厄 条 件 或 经 适当 组 合 后 
能 满足 自 厄 条 件 的 均 可 加 入 体系 的 完整 力学 量 组 的 行列 。 

例如 ， 处 于 有 心 外 场 中 的 体系 具有 空间 转动 对 称 性 
SO(3)，SO(3) 的 秩 为 1 ， 从 而 有 互 易 运 动 积分 及: 和 C， 由 
25.1 节 中 的 讨论 可 知 


(J 了 由 (22.1) 定 义 ， 满 足 (21.9) 等 对 易 关系 。) 这 就 是 熟知 的 
总 角 动 量 。 时 间 平 移 对 称 群 ( 见 (30.8)) 提供 的 运动 积分 就 是 
哈密 顿 算 子 ( - 巍 / 站 。 因 而 体系 的 完整 力学 量 组 总 可 写 为 


{HB, f2, f,, ...} 


车 对 称 群 G 为 有 限 群 ， 则 有 + (类 个 数 ) 个 类 算 子 { 契 ， 
下,，-…， 契 ,} ， 它 们 彼此 互 易 且 与 哈密 顿 详 可 易 ( 见 § 16)。 
因 G 是 有 限 的 ， 故 总 可 看 作 是 态 矢 空间 上 的 么 正 算 子 群 ， 但 一 
般 不 是 厄 米 的 ， 因 而 类 算 子 (16.3) 一 般 也 不 是 厄 米 的 。 但 作为 
力学 量 ， 算 子 必须 是 所 米 的 ; 为 了 得 到 互 易 运动 积分 ， 需 由 类 
算 子 生成 厄 米 算 子 。 为 此 ， 再 对 类 算 子 的 性 质 作 -点 讨论 。 

由 共 厄 元 的 定义 (9.5) 容易 看 出 ， 两 个 相互 共 厄 的 元 其 逆 
也 是 相互 共 厄 的 。 所 以 ,一 个 类 中 的 所 有 群 元 的 逆 也 成 一 个 
类 。 这 样 的 两 个 类 通常 也 称 为 是 互 道 的 ， 一 个 类 如 果 与 它 的 逆 
类 重合 ， 则 称 为 自 逆 的 。 由 此 ， 群 @ 的 类 总 可 分 为 两 部 分 ， 一 
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部 分 是 自 逆 类 ; 另 一 部 分 是 非 自 逆 类 ， 它 们 必定 以 两 两 互 逆 的 
形式 成 对 出 现 〈 因 而 数目 为 偶数 ) 。 若 类 K' 是 类 天 的 逆 ， 则 


KF'=3090'= 390=(T0))'=R? (30.22) 


- 即 ; 互 逆 类 的 算 子 是 相互 共 厄 的 。 特 别 地 ， 自 逆 类 的 算 子 是 自 
厄 〈 捷 米 ) 的 
玉 + 一 度 当 度 "= 一度 | (30.23) 
出 (30.22) 可 知 ， 每 对 互 道 类 的 算 子 可 组 合 出 两 个 后 米 算 子 
K+R!’ 和 和 i(KR -KR') (30.24) 


总 之 ， 设 忆 的 自 逆 类 为 Ka，Kos，…，Kon, 非 自 逆 类 为 K;， 
K!, K,, 天 7 oy Kn, K/!'(n+2m=r), 则 对 称 性 群 G 至 
少 为 体系 提供 + 个 互 易 运动 积分 
{Ko 的 Kon; (KK, +!), i( 太 ,~ K!), “ey 
(Knmt ER), i(Kn— RK,)) (30.25) 


其 中 不, 一 1 是 恒 等 算 子 (Ko1= (7])， 可 以 去 掉 。 

例如 ， 由 空间 反 演 i 生成 的 二 元 群 Ci= {J，?} 的 两 个 类 
{7 了} 和 {站 都 是 自 逆 的 ，{ 人 站 的 算 子 i 是 和 白 厄 的 ， 它 便 是 字 称 。 
具有 Ci 对 称 性 的 体系 的 1 是 运动 积分 。 

群 C3,= {7 ,C3,C3，04，g9)，063)) 的 三 个 类 也 都 是 自 
逆 的 ,对 有 Cs 对 称 性 的 体系 给 出 两 个 互 易 运 动 积分 :请 0s =0。 
+08, Ro=0+oW+od, T={1,4C,, 4C8, 3C,) 
的 四 个 类 有 两 个 自 逆 的 ， Ko=={ 了}，K0s= 二 {3Cs}; 其 余 两 个 
互 逆 ， 不 ,二 {4Cs}, 不 !={4C 引 。 因 而 它 对 人 对称 系统 提供 3 
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个 互 易 运动 积分 人 玄 o (1 + 太 人 和 i( KR1 -到 1)。 
8 31 ”对称 性 与 简 并 
31.1 对 称 简 并 与 偶然 简 并 
”我 们 已 经 知道 ， 体 系 的 能 量 本 征 子 空间 Y's 在 体系 对 称 群 
G 二 { 们 下 是 不 变 的 (YExs, 即 y 二 Ey 沪 B 了 (9%)=97 Y= 
天 (9)， 亦 即 99E9s) ， 因 而 是 G 的 一 个 表示 空间 。 这 个 表 
示 一 般 是 可 约 的 ， 设 第 i 个 不 可 约 成 分 4 在 其 中 出 现 的 次 数 
为 ai， 4 中 的 维 数 为 Hi;, 则 gs 的 维 数 可 写 为 
fa= Zasns (31.1) 


这 显然 是 能 级 互 的 简 并 度 。 所 以 ,能 级 的 简 并 度 是 体系 对 称 性 的 
一 种 表现 。 问 题 的 实质 在 于 ， 凡 是 与 妃 对 易 的 算 子 9 都 使 zs 不 
变 ， 只 要 这 个 算 子 在 rs 上 不 等 于 单位 算 子 的 倍数 , 便 意 味 着 简 
并 (至少 有 一 个 yg Es， 使 98 与 线性 无 关 ) ; 反之 ,使 
不 变 〈 对 所 有 五 ) 的 算 子 必 与 全 对 易 《( 写 出 能 量 表 象 中 的 矩阵 
形式 即 可 见 ) ， 因 而 是 体系 的 一 个 对 称 变换 。 所 以 ， 体 系 辫 的 
对 称 性 与 能 级 的 简 并 ， 这 两 个 不 同 的 概念 实际 上 是 密切 相关 
的 ， 也 可 以 说 后 者 是 前 者 的 一 种 物理 效应 。 

通常 说 的 对 称 群 G 不 一 定 是 体系 的 完全 〈 最 大 ) 对 称 群 
Ca， 一 般 G 只 是 Ga 的 一 个 子 群 。 设 1 是 不 含 于 G 的 一 个 对 称 变 
换 ， 则 27z 在 下 也 是 不 变 的 ; 但 zz 的 每 个 (关于 G 的 ) 不 可 约 
子 空间 (只 对 9EG 不 变 ) 在 让 不 一 定 不 变 ， 有 可 能 将 一 个 不 可 
约 子 空间 的 矢量 变 为 另 一 个 子 空间 (或 在 其 中 有 非 零 分 量 ) 的 
矢量 。 因 而 ， 随 着 对 称 群 的 扩充 ， 原 来 的 几 个 不 可 约 子 空间 将 
合并 为 一 个 不 可 约 子 空 间 。 可 以 设想 ， 当 G 扩 充 为 完全 对 称 群 
Ga (不 能 再 扩充 了 ) 时 ，2 a 将! 合并 为 一 个 不 可 约 空 间 。 由 于 
实际 上 人 们 无 站 断言 所 达到 的 对 称 群 是 否 已 经 是 体系 的 完全 对 
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称 群 ， 上 述 设想 只 是 一 个 没有 证 明 的 命题 。 有 些 作 者 将 它 称 为 
“不 可 约 性 假设 ”。 这 条 假设 可 以 更 明确 地 表述 为 ,量子 体系 
的 能 量 ( 肪 ) 的 本 征 子 空间 是 体系 (全) 的 完全 对 称 群 Gm 的 不 可 
约 表示 空间 ， 或 ， 简 并 的 定 态 波 函 数 按 完全 对 称 群 的 不 可 约 表 
示 变 换 。 按 此 假设 ， 当 我 们 发 现 简 并 的 波 函 数 按 对 称 群 G 的 可 
约 表示 变换 时 ， 就 说 明 C@G 是 不 完全 的 ， 体系 还 存在 尚未 被 发 珊 
的 对 称 变换 。 

以 复原 子 为 例 ， 已 知 G=SO(3) 是 它 的 一 个 对 称 群 (不 计 
自 旋 ) 。 考 虑 能 级 上 的 本 征 子 空间 ,。， 它 由 本 征 函 数 . {Yrim 
=Rat(r)Yin(0,9): [=0,1,2, ,tn-1, m= 71, (-1+1), 

1! } 张 成 ， 球 函 数 {Yin} 按 5O(3) 的 不 可 约 表示 D 中 变换 ， 
张 成 不 可 约 邓 空间 rss 可 写 : 


At 


31. 
fn=1+3+ +2(n-1)+1=n? (31.2) 


2 的 可 约 性 表明 氨 原 子 还 存在 除 SO(3) 之 外 的 对 称 性 。 在 圭 


节 中 已 找到 了 新 的 对 称 变换 黎 ， 从 而 将 SO(3) 扩 充 为 SO(4)。 
现在 本 征 子 空间 2 当然 是 SO(4) 的 一 个 表示 空间 ， 可 以 看 出 ， 
这 个 表示 是 不 可 约 的 。 将 上 节 中 对 氨 原 子 的 讨论 与 28.2 节 中 关 


于 SQ(4) 的 表示 的 讨论 相对 照 ， 不 难看 出 ， 气 原子 的 算 子 爷 和 
玫 ' 与 (28.25) 中 的 了 和 KE 相当 ， 即 


人 


L=ifij。 ， 矶 = 款 度 (31.3) 
所 以 SO(4) 的 不 变 算 子 (28.42) 和 (28.43) 可 写 为 


ht 
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-7_ 售 )? 一 工 ?Mn ol f2 4 
F,= BC KK) gt M') gzit 十 ) 
(31.4) 


其 中 已 用 到 (30.12) 的 第 二 式 。 曾 在 28.2 节 中 指出 ， 这 两 个 不 
变 算 子 的 共同 本 征 子 空间 便 是 2 秩 李 群 SO(4) 的 不 可 约 表示 空 
间 。 将 它们 作用 于 Yes， 注意 闫 = 匹 ,并 利用 (30.17) 和 (30.12) 
的 第 三 式 ， 可 得 


这 表明 zz 是 如 和 大 :的 共同 本 征 子 空间 ， 按 SO(4) 的 不 可 约 表 
示 了 人 各 变换 。 而 广 = 户 = 了 由 下 方程 确定 ( 见 (28.44) ) 


了 工 ，， __ 工 ee) 
于 7(7 十 了 1 (1+ (31.5) 


这 就 证 明了 Zs 对 于 SO(4) 是 不 可 约 的 。 或 令 


n= 二 27 十 1 
《7 一 1， 2， …), 可 解 出 
E=- ne/(2Nhn?) (31.6) 


这 便 是 毛 原 子 能 级 的 波 尔 公式 ，n 即 主 量子 数 。 现 在 可 以 说 ， 


能 级 E, 的 简 并 波 函数 按 SO(4) 的 不 可 约 表示 万 (下 ) 恋 
换 ， 简 并 度 即 这 个 表示 的 维 数 ， 由 (28.36) 有 


fa=(27+41):=n2 (31.7) 


由 〈31.2) 可 见 ， 当 将 SOC4) 的 表示 D( 了 ， ) 看 作 其 子 群 
SO(3) 的 表示 时 ; 它 是 可 约 的 ， 并 有 约 化 公式 
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8 一 1 


万 (与 | 一 Do 申 Do 四 四 De-b 
下 (31.8) 


上 式 也 可 由 SO(4) 的 不 可 约 表示 公式 (28.35) 或 特征 标 公式 


(28.37) 得 出 ， 只 须 令 其 中 的 j=j。 =i 一 3， 并 注意 在 


SO(4) 的 烙 参 数 中 令 6=0， 即 有 一 a， 便 退化 为 子 群 SO(3) 
(〈( 见 (28.24) 和 (28.32)) 。 
在 上 面 的 例子 中 ， 库 仓 场 的 SOC4) 对 称 性 决定 了 所 原子 能 


级 FE, 的 DD ,号 ) 简 并 (mn? 度 )。 不 破坏 这 一 对 称 性 ， 怎 样 疏 “ 
变 系统 参量 都 不 能 消除 这 种 简 并 。 如 果 用 一 般 的 有 心力 场 来 取 


代 库 仑 场 ， 则 SO(4) 对 称 性 将 被 部 分 破坏 ， 因 从 一 般 不 再 是 对 
称 变换 。 从 而 体系 的 对 称 群 由 SO(4) 退 化 为 子 群 SO(3)。 与 此 


相应 ， 能 级 的 D(*，" ) 简 并 也 将 被 部 分 消除 〈 按 (31.8) 分 
裂 ) ， 新 的 能 级 Ew 具有 DCSO(3) 的 不 可 约 表示 ) 简 并 
((21 十 1) 度 ) o 同样 地 ， 内 要 不 破坏 SO(3) 对 称 ， 不 管 怎样 
改变 有 心力 场 的 函数 形式 ， 都 不 能 消除 D" 简 并 。 一 般 地 ， 可 
以 说 与 对 称 群 G 相 联系 的 对 称 简 并 是 由 G 的 不 可 约 表 示 来 体现 
的 ,相应 的 简 并 度 等 于 不 可 约 表示 的 维 数 。 对 氨 原 子 的 情形 ,与 
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SO13) 对 称 相 联系 的 简 并 只 是 D 路 ， 而 不 是 万 (下 ,已 后 者 
是 与 SO 全 对 称 相 联系 的 。 随 着 对 称 性 的 下 降 〈 破 缺 )， 原 对 
称 群 将 被 其 某 一 子 群 所 取代 ,因而 原来 的 每 个 本 征 子 空间 ( 原 群 
的 既 约 表示 空间 ) 将 分 解 为 几 个 新 的 本 征 子 空间 ( 子 群 的 既 约 
表示 空间 ) 的 直 和 。 所 以 ， 使 体系 的 对 称 性 下 降 〔 部 分 破坏 ) 
的 向 扰 一 般 将 导致 能 级 的 分 裂 和 简 并 度 的 降低 。 

除了 上 述 由 体系 的 对 称 性 所 引起 的 对 称 简 并 之 外 ， 还 在 在 
一 种 与 对 称 性 无 关 的 “偶然 简 并 ” 。 我 们 知道 ， 体 系 的 能 级 是 


208 
体系 本 身 以 及 外 场 的 某 些 参数 的 国 数 ， 能 级 将 随 这 些 参数 的 改 
变 而 变化 。 以 = 表示 所 说 的 参数 ， 考 虑 两 个 相 邻 的 能 级 E1 (zx) 
< (x)， 可 能 出 现下 述 情形 ， 随 着 zx 的 增 大 ，E, (z) 上 升 而 
as (z) 下 降 ， 当 z 增 至 ze 时 恰 有 已 , (zu) = 已。(zo) 7>zo 时 ， 
已 ;和 书 , 又 分 开 来 。 这 样 在 参数 z 的 特殊 值 ze 处 便 出 现 了 与 对 
称 性 无 关 的 附加 简 并 性 。 这 就 是 偶然 简 并 。 侦 然 简 并 是 不 能 用 
对 称 分 析 的 方法 来 处 理 的 。 

31.2 ”时 间 反 演 简 并 

时 间 反 演 简 并 也 是 一 种 对 称 简 并 。 但 时 间 反 演算 子 与 空间 
反 演算 子 不 同 ， 它 不 是 线性 算 子 ， 因 而 这 种 对 称 性 的 物理 效应 
也 与 一 般 可 用 线性 算 子 表达 的 对 称 性 有 所 不 同 ， 例 如 它 没 有 相 
应 的 守恒 定律 和 运动 积分 。 时 间 反 演 对 称 性 仍 具 有 简 并 效应 ， 
由 于 上 述 原因 ， 对 这 种 简 并 效应 需 作 特殊 分 析 。 

(1) 时 间 反 演 态 与 时 间 反 演算 子 

相 名 上 力学 中 一 个 科 了 的 庆 配 用 其 从 标 和 动量 Cr 了) 


来 描写 的 。 对 时 间 反 演变 换 ， 7 不 变 ， 而 pec 7 变 为 - Pp， 因 


而 状态 (7, Pp) 的 时 间 反 演 坊 是 (+, - p)。 在 非 相 对 论 量 子 力 学 
中 ， 单 粒子 的 状态 用 波 函 数 y=y(7, sz) 来 描写 这 时 应 如 
何 定义 态 光 的 时 间 反 演 态 yz 呢 9 由 经 典 类 比 ， 对 状态 yr 和 
区 ， 力 学 量 z 的 平均 值 应 相等 ,力学 量 2 的 平均 值 应 差 一 符号 ， 
力学 量 s (与 =7 x Pp 类 似 ) 的 平均 值 也 应 差 一 符号 .特别 地 ， 
如 多 是 fr、 或 sn 中 某 一 量 有 确定 值 的 状态 ， 则 yz 也 应 是 这 样 
的 态 ， 且 所 属 的 本 征 值 对 + 是 相间 的， 对 和 st 则 差 一 符号 ， 
即 有 


人、 人 
T= FYy7=r Yr 


py=py—> pyr= -pypr 
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8 Np=5ap—> 8 npr= ~ snypr 
如 以 个 表 时 间 反 演算 子 | 
pr=Ty (31.9) 


上 壕 条 体 可 表 为 关于 时 间 反 演算 子 的 性 质 〔 注 意思 为 任 总 单位 
矢量 ) 


Pr=r 人 人 (31.10) 
Pp=- PP (31.11) 
Ps=- 8 多 (31.12) 


此 外 ， 经 两 次 时 间 反 演 后 应 变 回 原 态 ， 即 企 ?% 与 少 应 为 同一 状 
态 ， 因 而 这 两 个 波 函数 只 能 差 一 常 因子 ， 全 :y=c$。 此 即 


分 2 一 ec (31.13) 
按 波 国 数 的 物理 意义 ， 显 然 还 应 有 
(pr, pr)=(Pp, FY) = $y, yp) (31.14) 


(上 式 益 含 (31.13) 中 的 1c| ?=}， 下 面 将 表明 ， 还 应 有 进 一 
步 的 要 求 ，c? = 二 1) 。 

以 下 渚 式 (31.9) 一 一 (31,14) 便 是 量子 力学 中 时 间 反 演 态 
(或 时 间 反 演算 子 ) 的 定义 所 应 满足 的 条 件 。 : 

误 吓 上 上 述 诸 条 件 的 算 子 人 不 可 能 是 线性 的 ， 因 而 这 里 需 对 
线性 算 子 的 概念 进行 一 点 儿 扩充 。 注 意 式 (31.14)， 此 式 应 对 
态 矢 空间 中 的 所 有 成立， 因而 要求 , 如 果 它 对 细 和 ,成 
立 ， 也 须 对 (i 十 外 ) 成 立 : 如 对 成 立 ， 也 须 对 c%$ 成 立 (ec 
是 任 一 常数 ) 。 当 作为 线性 算 子 ， 显 然 满足 这 两 点 要求 。 现在 
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我 们 仍 保 留 全 的 一 部 分 线性 性 质 ， PY 十 pa) = 人 Dp 十 分,， 
同时 注意 上 面 的 第 二 点 要 求 除了 可 由 条 件 个 (cy) = 二 cy 葡 足 之 
外 ， 还 可 由 条 件 全 (cg) =c* 全 % 满 足 。 由 此 可 知 ， 除 了 线性 算 子 
外 ， 与 条 件 (31.14) 相 容 的， 还 有 “ 反 线 性 ” 算 子 

P(e 二 co $2)=ci 人 Py, + ct 人 Dy, (3] .15) 
对 于 线性 算 子 ， 由 它 不 改变 笑 量 的 长 度 ( 即 式 (31.14))， 便 可 
推 知 它 也 不 改变 任 二 矢量 的 内 积 。 即 ， 满 足 条 件 (13.14) 的 线 
性 算 子 是 么 正 的 。 对 于 反 线 性 算 子 (31.15)， 用 类 似 的 方法 易 
推 证 ,车 它 不 改变 任意 矢量 之 长 度 , 则 也 不 改变 任 二 矢量 内 积 的 
绝对 值 ， 事 实 上 它 将 任 二 矢量 的 内 积 变 为 其 共 圈 复数 。 这 样 的 
算 子 称 为 是 “ 反 么 正 ” 的 。 所 以 ， 满 足 条 件 (13.14) 的 反 线 性 
算 子 必 为 反 乏 正 的 。 从 而 有 

(Dy, Pp)=(p, $)=(p, p)* (31.16) 
下 面 将 会 看 到 ， 反 么 正 算 子 与 条 件 (31.9) 一 (31.14) 是 相 容 
的 。 

由 (31.16) 可 以 证 明 ，(31.13) 中 的 常数 c 只 能 取 士 1。 由 

(31.16) 可 得 

(Pp; 9)=(Pp, Py)=c(Pp, y) 

(Fp, $)=(Pp, Pp)=c(Ty, p) 
将 第 二 式 代 入 第 一 式 ， 得 

(全 多，0 ) 一 c2 (PY, oy) 

所 以 ， C2 一 ]。 即 


外 2 一 士 1 (31.17) 
”有 反 乏 正 算 子 的 一 个 简单 的 例子 是 复 共 轿 算 子 下 


Mv 
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Kp=: yp* (31.18) 

显然 廊 足 
Rca teaspa)=et KRY) +cetKRy, (31.19) 
(Ry, Ko)=(p, 9p)*=(P, $) (31.,20) 
RK:=1 (31.21) 


任意 两 个 反 乏 正 算 子 的 乘积 一 定 是 乏 正 算 子 。 所 以 守 记 =0r 是 
勾 正 的 。 将 此 式 右 乘 和 六， 并 注意 (31.21)， 可 得 
=0rK (31.22) . 
这 可 以 看 作 是 反 乏 正 算 子 的 一 般 形 状 ， 么 正 算 子 与 复 共 堪 算 子 
之 积 。 将 (31.22) 代 入 (31.10) 一 一 (31.13) 及 (31.17)， 便 可 得 
到 么 正 算 子 Vz 所 须 满足 的 条 件 
Orr=70r (31.23) 
Vrp = pOr (31.24) 


Dr8; = 一 Su 六 7 
Vr8y= S07 (31.25) 
Dré: 一 一 SD 


Dy=+0r (31, 26) 


其 中 已 注意 到 ， 对 任意 算 子 六 ,有 处 记 = 户 * 记 ;在 ?表象 中 ,是 
实 的 ， 而 了 = ~ 计 了 是 纯 虚 的 ， 在 $s 为 对 角 形 的 表象 中 ， 由 


(21.2) 式 确定 的 ;和 s- 的 短 阵 都 是 实 的 ,因而 $= 过 ($+ +8-) 


是 实 的 ，5= 才 (8: - 3-) 是 纯 虚 的 。 … 
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下 面 我 们 利用 (31.23) 一 一 (31,26) 来 确定 算 子 5z 的 具体 
形式 ， 从 而 确定 算 子 全 的 形式 。 条 件 (31.23) 和 (31.24) 要 求 Ds 
对 乡 (7, s:) 中 的 变量 7 无 作用 而 只 作用 于 变量 sz。 取 ,7，, sz/ 表 
象 的 基 矢 jr, ss>， 由 (31,23) 知 D0z |r, ss» 仍 是 ?的 属于 本 征 什 
7 的 本 征 矢 ， 所 以 在 Uz |r, s> 的 展开 式 中 不 可 能 含有 其 他 7? 值 
的 基 矢 〈? 值 不 同 的 基 矢 是 正 交 的 ) 


Ds LL Sz> =2UT SLSz (rr) |r, Se> 
f 
Sz 


又 由 (31.24) ， 上 式 中 的 函数 U(r) 必须 与 P 可 易 ， 从 而 
YU(7)=0， 即 UV(7)= 常 数 。 所 以 在 (7, sz) 表象 中 ，Da 是 与 
7 无 关 的 常数 矩阵 ， 作 用 于 变量 ss。 换 言 之 ，0z 是 作用 在 自 旋 
函数 空间 上 的 么 正 算 子 〈 和 矩阵 )》 。 设 粒子 的 总 自 旋 量 子 数 为 
s ， 则 其 自 旋 函 数 空间 按 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 也 ce)(e) 变 换 
( 见 22.2 节 ) ， 写 成 算 子 的 形式 便 是 


站 oa)=e 五 (31.27) 
此 即 (22.1) 式 ， 但 了 = 全 ,并 加 入 了 曾 被 略 去 的 常数 (不 再 
取 才 =1》 。 由 此 可 看 出 ， 式 (31.25) 几 和 平 完 全 确定 了 算 子 Ds。 
假如 自 旋 函 数 空间 上 的 么 正 算 子 4 也 满足 (31.25)， 则 算 子 
AD7! 显 然 与 S$ 可 易 ， 因而 407! 也 与 D(a) 可 易 。 按 Schur 引 
理 ， 必 有 A407! 二 c。4 的 乏 正 性 要 求 |c| =1。 总 之 有 
A=e Ds (31.28) 
4 是 实 常数 。 由 以 下 的 考虑 不 难 找 出 (31. 25) 的 一 个 解 。 后 面 
还 将 表明 ， 僻 是 2500(3) 的 一 阶 不 可 约 张 量 ( 即 矢 量 ) 算 子 ， 即 
有 变换 性 质 . 
D(a)sD' (a)-!= g(a)s (31.29) 


g(a) 是 三 维 空间 中 的 转动 操作 《SOC3) 的 元 )。 如 取 g(a) 为 
绕 y 轴 转 x 角 的 转动 ( 即 取 @a = zyo， 则 它 将 使 3 和 8。 变 号 而 4y 


PF 


人 
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不 变 。 这 时 (31.29) 化 为 (将 a "Wo 代入 531.27) 和 (31.29)) 


i 人 
~ igs 了 
e 方 oF” 7 一 一 és 
一 ,ms -NS 
e 衣 y sc y = 8 | (31.30) 
a 
ee 有 有 Szeh 一 一 


与 (31.25) 对 比 ， 便 可 看 出 勾 正 算 子 e “是 一 个 解 。 按 
《31.28) ，(31.25) 的 一 般 解 为 


站 一 ee-imsy/ 有 (31.31) 


注意 条 件 (31.26) 对 相 因 子 e” 无 限制 ， 可 简 单 地 取 e”= 1 


《4 一 0)。 基 后 得 

站 一-irsy/ 胡 (31.32) 
必须 验证 一 下 (31.32) 是 否 满足 条 件 (31.26)， 如 果 满 足 ， 就 说 
明 个 =Vz 契 符合 时 间 反 演算 子 的 全 部 条 件 ， 并 说 明 反 么 正 性 与 
那些 条 件 是 相 容 的 而 么 正 性 则 不 能 与 那 些 条 件 相 容 (无 么 正 
解 ) : 如 果 不 满足 (31.26)， 则 说 明 反 径 正 算 子 也 不 能 充当 时 
刘 反 演算 子 。 由 (21.21) 可 见 ， 3+ 一 和 6 一 和 +， 所 以 

$y= — $y 
从 而 有 
Ds 二 eizsy/ 和 一 ginsy/ 芭 一 2xziSy /项 4C -ie 下 
但 由 21.3 节 的 讨论 可 知 
e 2rist/k =D 2mg) = 1)" (31.33) 

所 以 有 

Dz=(-1)20s (31.34) 
说 明 (31;32) 满 足 条 件 (31,26)。 "i | 
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由 (31.32) 我 们 得 到 单 粒 子 体系 的 时 间 反 演算 子 


P=e-insv/ 友 .大 (31.35》 
(31.34) 又 表明 
1 对 于 玻 色 子 
= (31.36) 
-1 对 于 费 米子 、 
对 于 无 自 旋 (s=0) 的 粒子 ，8$=0 
: Ve (31.37) ， 


时 间 反 演算 子 就 是 复 共 罗 算 子 。 对 于 自 旋 为 1/2(s=1/2) 的 粒 
子 ， 


84 二 Oph/2, 而 e irsy/ 反 =@ ~irgy/2— igs 
(由 (7.7) 和 (7.8) 式 ) ， 所 以 
P=-iok .: (31.38) 


对 于 多 粒子 《 n 个 ) 体系 ， 要 求 条件 (31.23)、(31.24 淮 
(31.25) 对 每 个 单 粒子 的 算 子 都 成 立 ， 因 而 应 有 《注意 不 周 粒 
子 的 算 子 是 互 易 的 ) 

Doe -frsly/ 有 -rmsay/ 下 eg 一 insn vy/ (31.39) 
代入 (31,.22) 得 出 工 算 子 


P=einsiy/heinsy/h einsny/k Ke (31.40) 


并 有 
S Ss 7 1,7 二 半数 

De "| ， 
- 一 1 二 奇数 


(31.41) 
其 中 x' 为 体系 中 的 费 米子 数 。 站 
(2) 时 间 反 演 对 称 性 
时 间 反 演 对 称 性 或 时 间 反 注 不 变性 ， 宕 牺 班 止 尼 指 人 加 在 


外 
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给 定 条 件 下 的 运动 的 可 道 性 。 也 就 是 说 ， 在 给 定 的 物理 条 件 
下 ， 车 体系 从 任意 初 态 轴 (或 (71, D1)) 经 某 一 过程 达到 终 态 
# (或 (7 Pp。)) ， 则 反 过 来 从 终 态 的 时 间 反 演 态 了 (或 (7?2， 
一 82)) 出 发 ， 体 系 必 以 相反 的 时 间 撕 序 经 历 正 过 程 中 各 坊 的 
时 间 反 演 态 而 达到 初 态 的 时 间 反 演 态 人 办 (或 (71, -pi1)) 。 
我 们 知道 ， 在 经 典 力 学 中 体系 的 运动 是 否 可 逆 ， 是 由 相互 作用 . 
( 力 ) 的 性 质 决 定 的 。 在 量子 力学 中 也 是 如 此 。 因 而 时 间 反 演 
对 称 性 在 本 质 上 也 是 相互 作用 的 一 种 性 质 。 所 以 ， 体 系 具有 时 
间 反 演 对 称 性 的 条 件 应 该 以 时 间 反 演算 子 与 哈密 顿 算 子 的 关系 
来 表现 。 

体系 状态 随时 间 变 化 的 规律 由 运动 方程 


hg) = Yt) (31. 12) 
规定 。 也 可 用 上 方程 的 形式 解 写 出 态 的 发 展 规律 
$f) =e- Ry 0) (31.43) 


如 果 有 时 间 反 演 对 称 性 ， 则 由 态 %( 轨 的 反 演 态 %z(b 二 人 #0) 出 
发 ， 经 时 间 # 后 体系 将 返 辐 初 态 %(0) 的 反 演 态 %r(0) 一 人 9%(0)。 


”利用 (31.43)， 这 可 写 为 


pr(0) =e -i wy (ft) (31.44) 
将 (31.43) 代 入 上 式 ， 可 得 
PY(0) =e- Bi spe-ihi sgn (0) 
或 
Ry (31.45) 
注意 到 上 式 对 任意 实数 t 成立 ， 又 可 等 价 地 写 为 
i (五 /和 全 = 2(r 坟 加， 
又 由 的 所 线性 性 ， 有 
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PF=D? (31.46) 

这 便 是 体系 具有 时 间 反 演 对 称 性 的 充 要 条 件 (由 (31,46〉 也 可 

送 推 同 去 ) 。 这 一 点 在 形式 上 与 其 他 对 称 性 是 一 样 的 (相应 的 

算 子 与 六 可 易 ) 。 条 件 (31.46) 也 可 用 反 演 态 所 满足 的 运动 方 

程 来 表达 。 以 全 作用 (31.42) 并 以 (31.46) 代 入 ， 便 得 (全 的 反 线 


性 性 和 : 的 实 性 保证 了 站 与 9 可 易 ) 


i$ prt) = Hr) (31.47) 


此 


hr -0 =r(-t) (31.48) 


(31.44) 一 一 (31.48) 是 彼此 等 价 的 ， 表 达 了 时 间 反 演 不 变性 的 
不 同形 式 。 条 件 (31.46) 也 可 用 么 正 算 子 六 给 出 


UrN*= HUr 或 [rf*Dt= (31.49》 
对 于 无 自 旋 粒子 ，Zr=1，(31.49) 成 为 
B*=F (31.50) 


即 哈密 顿 算 子 为 实 的 。 当 存在 外 磁场 时 ， 及 中 含有 与 从 二 
-ihY 成 比例 的 项 (系数 是 实 的 ) ， 不 满足 (31.50)， 因而 不 
有 具有 时间 反 演 对 称 性 (经典 力 学 的 情形 亦 如 此 ) 。 对 自 施 为 
1/2 的 粒子 ， Dr= -ig,, (31.49) 成 为 


0 订 *0 一 让 (31.51) 
这 时 元 中 只 要 含有 正比 于 〈 实 系数 ) PP、s 的 项 ( 例 如 存在 外 
磁场 时 ) ， 就 不 具有 时 间 反 演 对 称 性 。 
任意 个 电子 的 体系 ， 当 无 外 磁场 时 ， 都 具有 时 间 反 演 对 称 
性 。 体 杀 的 内 磁场 不 会 破坏 这 种 对 称 性 ， 因 为 在 作 ; 分 反 演 时 ， 
上 为 内 场 场 源 的 粒子 的 速度 (电流 ) 都 反 转 了 ， 因 而 内 磁场 的 
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方向 也 就 转 了 ， 于 是 廊 中 与 磁场 有 关 的 项 (例如 人 上:H、8: 人 HH 
等 ) 都 不 变 。 但 外 磁场 不 同 ， 全 反 演 只 作用 于 体系 自身 ， 而 不 
作用 于 外 场 ， 在 作 个 反 演 时 外 场 不 变 。 所 以 外 磁场 的 存在 必 破 
坏 电子 体系 的 分 反 演 对 称 性 。 

(3) 时 间 反 演 对 称 性 带 来 的 附加 莘 并 

设 % 是 一 个 定 态 ， 如 体系 具有 个 反 演 对 称 性 , 则 由 (31.46》 
可 知人 是 属于 同一 个 能 级 的 定 态 。 当 P= -1 时 ，( 人 ?9,Y)= 
(Ty, Dy)= — (PY, p) PY, $)=0， DY 与 攻 正 交 ， 因 而 是 
线性 独立 的 。 可 见 ， 此 时 至 少 有 二 度 简 并 。 由 此 推 知 ， 奇 数 个 
电子 的 体系 ， 当 不 存在 外 磁场 时 ， 其 每 个 能 级 的 简 并 度 都 是 侦 
数 。 此 即 Kramers 定理 。 但 即使 多 % 与 区 是 两 个 独立 的 态 ， 我 : 
们 仍 不 能 肯定 一 定 有 个 反 演 的 附加 简 并 ， 因 为 它 可 能 已 经 包含 
在 其 他 的 对 称 简 并 当中 。 例 如 ， 由 对 称 群 G 所 形成 的 简 并 由 它 
的 不 可 约 子 空间 的 维 数 决定 ， 设 一 个 不 可 约 子 空间 为 7， 则 可 
能 存在 两 种 情形 ， 车 对 yp Ey 总 有 个 yeEY， 则 售 简 并 已 含 于 
G 简 并 当中 ,个 对称 并 未 引 起 新 的 简 并 效应 ， 若 有 ye 使 
ZyEEY， 则 全 对 称 将 引起 在 G 简 并 之 外 的 附加 简 并 。 如 果 我 
们 已 经 知道 了 G 简 并 ， 在 前 一 情形 下 就 无 需 再 劣 虑 全 简 并 ， 在 
后 一 情形 下 则 必须 考虑 人 简 并 。 下 面 我 们 来 进 一 步 分 析 对 称 产 
生 附 加 简 并 的 条 件 ( 判 据 ) 。 

为 确定 起 见 ， 我 们 考虑 一 个 个 电子 的 体系 ， 并 假定 时 间 
反 演 对 称 性 存在 (无 外 磁场 ) 。 设 体系 的 对 称 群 为 G， 而 G 的 算 
子 与 和 互 易 (常见 的 情形 是 G 为 SO(3) 或 条 限 点 群 一 -SO(3) 
的 子 群 , 这 时 G 的 算 子 为 9=e-' 人 ro/w， 注意 了 是 名 电子 的 
轨道 角 动 量 7 x 和 自 旋 角 动量 8 之 和 , 及 (31.10) 、(31.11)、 
(31.12)、(31.15)， 可 知 ， 


入 人 入 人 入 


AU . - ， 
DoD otis le 一 e- 人 ar 一 人 
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贡 少 与 转动 算 子 互 易 ， 或 人 与 G 可 易 ) 

全 9 一 和，9EG (31.52) 
按 上 节 的 分 析 ， 分 的 本 征 子 空间 总 是 由 G 的 不 可 约 子 空间 的 直 
和 组 成 ， 每 个 不 可 约 子 空间 ( 维 数 ) 体现 着 能 级 的 G 简 并 。 以 
28) 表 示 属 于 能 级 已 的 一 个 不 可 约 子 空间 ， 则 是 否 有 附加 的 人 
简 并 ， 就 看 是 否 有 全 名 关 9 8)。 实 际 上 由 全 的 反 线性 狂 及 
与 G 的 可 易 性 容易 证 明 ， 如 Y 名 ) 按 表 示 4 P(g) 变换 ， 浊 
个 ) 按 表示 A I*(g) 变 换 (9 = TAY 9 PpN) = 
Pg) =EA "(D0)), 因而 个 8) 也 是 能 级 的 一 个 
不 可 约 子 空间 。 因 为 两 个 不 可 约 子 空间 只 要 有 一 个 非 零 的 共同 
矢量 则 必 完 全 重合 ， 人 8 和 名) 要 么 相等 ， 要 么 线性 无 关 。 
全 2 名 一 2 区) 意味 着 全 简 并 已 含 于 G 简 并 中 ， 在 保留 G 对 称 性 
的 前 提 下 ， 这 种 简 并 不 因 全 简 并 的 破坏 而 消除 ， 人 外 2 名) 天 2 到) 
意味 着 全 对 称 性 使 原 有 的 G 简 并 度 加 倍 

A (31.53) 
在 保持 G 对 称 性 和 全 对 称 性 的 前 提 下 改变 廊 ， 只 能 使 不 同 的 单 
元 (ZE' 四 PY8)) 之 间 发 生 分 烈 (不 再 属于 同 一 能 级 ) ， 但 每 
个 这 样 的 单元 都 不 会 分 裂 。 当 保留 G 对 称 性 而 破坏 分 对称 性 
有 时， 每 个 单元 将 分 裂 为 名 和 个 (这 时 因 个 与 伯 不 可 对 易 ， 
2 和 名) 和 企 2 名) 一 般 不 再 属于 同一 能 级 ) ， 但 名和 个 如 不 会 
分 裂 。 我 们 需要 找 出 人 名) 关外 的 条 件 。 在 内 取 一 组 正 
交 归 一 基 {$ 咎 }， 当 全 ;= 时 ， 有 

DD Sh? (31.54) 

Sra= (pK, PK)) (31.55) 
由 (31.16) 和 (31,41), 有 (9$ 们 ， 人 P97) 二 (人 D2 人 0) 信人) 一 
C—1)°Cp, PyE)), 即 Sr' =( ~ 1)"S,,,, 或 写 为 算 阵 等 式 

S—(-1)"s . (31.56) 
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另 一 方面 ，Y = 人 9Y 牛 是 群 G 的 不 可 约 子 空间 ， 在 基 {9% 小 
和 { 公 % 分 下 的 表示 算 阵 分 别 为 4 和 42*， 而 3 是 由 第 一 组 
基 到 第 二 组 基 的 变换 矩阵， 因而 又 有 


400(g)* 一 S-L400(9)S，gEG (31.57) 
从 而 (440*~ 440)440 的 特征 标 为 实数 四 
MXGD(9) 一 MD09)，9gEG (31.58) 


由 18.5 节 的 (18.6) 和 (18. 13) 及 上 面 的 (31. 56) 又 可 进一步 得 于 
Yo 的 Wigner 和 
3 XH)=(~-1)"N(G) . (31.59) 


(在 此 假定 G 是 有 限 的 )。 这 是 作 引 一 940 的 必 复 条 件 。 当 
这 个 条 件 不 成 立时 ， 必 有 名状?。 由 (18.13) 可 知 ， 
Wigner 和 只 能 取 0 和 士 V(G) 三 个 值 ， 所 以 


EX (9) A- DN(G) > EXD g) 
=0, (-D"N(G) 


由 此 得 出 四? 沽 Y#?， 即 公 对 称 性 引起 附加 简 并 (31.53) 的 充 
分 条 件 ( 判 据 ) 


N(G), 当 n 二 奇数 


-VCG)， 当 n 二 低 数 
(31.60) 
其 中 是 体系 中 的 电子 数 。 因为 之 Y (99) 一 0<>Y(0 9) 天 


XH(g)， 在 实际 运用 (31.60) 时 可 分 两 步 进行 ， 首 先 痊 验 特征 
标的 实 性 ， 如 非 实 的 ， 则 (31.60) 成 立 ， 如 特征 标 为 实 的 ， 再 . 
计算 其 Wigner 和 (只 须 判 定 其 符号 ) ， 对 奇数 个 电子 ， 这 和 
站 时 (1,60) 威 这 ， 对 个 数 个 电子 ， 这 和 为 负 时 (1.60) 万 
立 。 : : 和 


互 Yhcp(92) 一 0 或 
gEG 
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这 里 顺便 给 出 Kramers 简 并 的 一 个 进一步 的 解释 。 对 于 


人 人 y 8 和) 关 V8) 的 9 ， 简 并 的 单元 是 (人 YYBY 牛 )， 其 维 数 


自然 是 偶数 (2n:)， 对 于 个 y= 名 的 如， 简 并 单元 即 
本身 ， 其 维 数 n; 即 和 矩阵 S 的 阶 。 当 电子 数 7 为 奇数 时 ， 
(31.56) 化 为 S$ =- 仿 ， 取 其 行列 式 得 det S=(-1)"i.det S。 
但 det S 关 0 (S 是 基 矢 变换 矩阵 ) ， 故 必 有 5 = 侦 数 。 所 以 能 
级 瑟 的 简 并 度 ( 它 所 包含 的 各 单元 的 简 并 度 之 和 ) 是 偶数 。 


$ 32 ”对称 性 与 能 量 的 本 征 值 问题 

32.1 对 称 基 ( 不 可 约 基 ) 的 正 交 性 

对 于 有 限 群 和 紧 李 群 ， 其 不 可 约 表示 的 逢 阵 总 可 取 为 么 正 
秆 阵 ， 并 在 17.2 节 中 证 明了 这 些 第 阵 元 作为 群 元 的 函数 是 彼此 
正 交 的 。 由 此 可 以 进一步 证 明 ， 按 不 同 的 不 可 约 表 示 变换 或 按 
同一 不 可 约 表示 的 不 同 列 变换 的 态 矢 〈 波 函数 ) 也 是 正 交 的 。 

设 {y49)} 和 {p45)) 分 别 为 按 群 的 不 可 约 表示 4 中 和 A 改变 
换 的 两 组 态 矢 (对 称 基 ) ， 则 有 下 列 正 交 关系 


< 区 人) [p> = N06nm (32.1) 
其 中 4 是 与 4 无 关 的 常数 。 
由 po pr = < |9pH > 


= 为 YD IphH > A g) Ag), gEG 

对 上 式 两 边 作 送 算 亏 汪 - 立 ， 左 边 不 变 ， 右 边 利用 正 交 定 理 
N(G) A 

(17.3) 化 为 习 <#f p>》 61s6n6nm， 从 而 得 


7 


上 式 右 边 括 号 内 的 因子 便 是 (32.1) 中 的 4。 


PE p> = (LD py .556 


i 
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注意 这 个 定理 的 结论 中 除 i 隆 7 时 或 nm 时 的 正 交 性 关系 


外 ， 还 包含 第 三 项 内 容 


PD pL = pL = = pn p> = 


:其 按 同 一 不 可 约 表 示 变 换 的 两 组 矢量 ， 两 两 对 应 矢量 的 内 积 相 


等 。 特 别 地 ， 按 不 可 约 表示 变换 的 每 一 组 矢量 有 相同 的 长 度 。 

这 个 定理 适用 的 范围 是 ，G 为 有 限 群 或 紧 李 群 ， 而 群 的 表 
示 已 取 为 么 正 的 。 它 在 应 用 上 的 重要 性 在 于 ， 可 以 导致 力学 量 
答 阵 元 的 计算 的 简化 。 本 节 中 将 利用 这 一 点 来 处 理 能 量 的 
本 征 值 问题 ， 下 节 中 将 利用 它 导出 应 用 上 很 重要 的 Wigner 


.一 Eckart 定理 。 


32.2 ”对称 基 下 的 能 量 本 征 方程 
关于 物质 结构 的 量子 理论 ， 其 基本 问题 是 求解 体系 的 定 态 
方程 . 
By=EyY (32.2) 
我 们 知道 ， 对 于 稍为 复杂 一 点 的 体系 来 说 ， 要 作出 (32.2) 的 即 
使 是 近似 的 解析 解 ， 也 是 困难 的 。 但 如 果 知 道 体系 的 某 种 对 称 
性 ， 则 可 使 方程 得 到 相应 的 简化 。 设 G 为 体系 的 对 称 群 
| [9, PB]1=0, gE€G (32.3) 


在 态 矢 空间 中 取 一 组 对 称 基 (不 可 约 基 ) {4} ，y4) 在 群 算 
子 9 的 作用 下 按 G 的 不 可 约 表示 409 的 第 ” 列 变换 ，p= 1，2,… 


.56 用 以 标记 有 同样 变换 性 质 的 不 同 基 矢 (a 是 4 入 的 重复 度 )。 


假定 这 组 基 已 经 归 一 化 ，<#$ 铝 $402> 二 1。 我 们 来 计算 太 在 这 
组 基 下 的 矩阵 元 <9 中 $6,>。 为 此 ,， 记 请 195,) ,= 
fpw >， 并 由 (32.3) 看 出 在 9 的 作用 下 lo 人 的 变 换 方式 与 
4%8 > 相同 〈 按 4462 的 第 ~ 列 变换 ) ， 代 入 (32.1) 便 得 
Hoyiny prirns = <PH | 女 | ph ,> = 2, 0441s Ong, 


(32.4) 
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其 中 
hb, = $Y IH| 1> = ‘po I#| $2 = 

(32.5) 
可 见 在 这 个 表象 中 及 关于 对 称 指标 i 和 ”是 对 角 化 的 。 了 及 史 
能 混合 具有 相同 变换 性 质 (有 相同 的 指标 i 和 n ) 的 基 矢 ， 而 
不 能 混合 具有 不 同 变换 性 质 的 基 矢 。 所 以 ， 具 有 相同 变换 性 质 - 
的 菇 矢 张 成 及 的 一 个 不 变 子 空间 ， 而 方程 (32. 了 D) 便 被 约 化 为 在 
每 个 这 样 的 子 空间 中 的 本 征 方程 。 即 | 

hy = En 


GT (32.6) 
$= Doyen 
p=1 


其 中 2%“ 表示 及 在 相应 子 空间 中 的 缩小 ，(32.5) 已 表明 ， 它 与 


nn 无 关 。 由 此 可 见 ， 如 多 ;是 入 ?的 一 个 本 征 函 数 ， 则 | ps 个 和， 
， Vn 都 是 属于 同一 能 级 的 本 征 函 数 (ni 是 4 的 维 数 )。 因 
此 ， 对 每 个 i 只 有 一 个 独立 的 方程 (32.6)， 而 其 每 个 本 征 值 


E 和 都 有 简 并 度 w% (五 的 > 重 根 的 简 并 度 为 rn:) ， 相 应 的 本 - 


征 子 空间 仍 是 4 的 表示 空间 (或 + 个 4 的 表 示 空间 的 直 
和 和 ) o 


方程 (32,6) 便 是 到 的 对 称 性 G 对 方程 (32.1) 所 能 提供 的 原 . 
则 上 的 简化 。 它 使 整个 态 矢 空间 中 的 本 征 方程 分 解 为 一 些 o; 维 . 
的 子 空间 中 的 本 征 方程 ， 而 且 对 出 现 的 每 个 4 中 9 只 有 一 个 ( 独 . 
立 的 ) 方程 ， 它 的 每 个 解 给 出 一 个 能 级 和 一 组 度 简 并 的 本 征 


靖 数 。 


在 上 面 的 讨论 中 由 于 应 用 了 正 交 定理 ， 我 们 仍 假定 G 是 有 


限 群 或 紧 李 群 。 但 上 述 结果 的 正确 性 并 不 受 叱 限制 。 关 于 这 一 
点 请 读者 参照 14.2 节 后 面 的 讨论 及 (14.23) 一 (14.29)， 其 中 对 . 
群 和 没有 附加 限制 。 


py 


和 
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38.3 ”对 称 性 与 微 扰 论 
-假定 站 = 应 ,+ 及 '， 人 ,是 玉 的 主要 部 分 ， 其 本 征 信 与 本 征 


销 数 假设 为 已 知 的 ， 玉 "是 二 的 微 扰 项 。 设 请 ,的 对 称 群 为 (9，， 


微 扰 的 存在 一 般 将 导致 对 称 性 的 下 降 ， 这 时 起 的 对 称 群 人 应 为 
G。 的 一 个 子 群 。 在 一 级 微 扰 近似 下 ， 关 的 本 征 函 数 应 为 方 。 的 
属于 同一 本 征 值 的 本 征 函 数 之 线性 组 合 。 设 序 , 的 属于 本 征 值 
无 的 本 征 函 数 {p pz, …9 坟 所 张 成 的 本 征 子 空间 为 zs， 则 
对 到 定 的 巨 , 要 求解 的 本 征 方程 为 

Hy= 巨 %， 细 GEYan (32.7) 


此 方程 与 (32.1) 的 区 别 丰 ， 和 是 有 限 维 的 ， 因 而 可 以 运用 前 
面 讲 过 的 方法 将 zs, 按 G 的 不 可 约 表示 约 化 ， 即 具体 作出 对 称 
基 。 

Zs 是 全 ,的 一 个 本 征 子 空间 ， 因 而 是 G ,的 表示 空间 ， 从 
而 也 是 子 群 G 的 表示 空间 。 应 用 对 称 性 来 处 理 方程 (32,7)， 可 
分 为 两 步 。 首 先是 将 > z。 按 群 G 进 行 约 化 (作出 不 可 约 基 )， 
其 次 是 对 所 得 的 各 不 可 约 子 空间 再 进行 适当 的 加 工 ， 对 于 只 出 
现 一 次 (ai= 1) 的 子 空间 显然 不 需 变动 ， 它 就 是 本 征 子 空间 ; 
对 于 出 现 多 次 (a; 之 1) 的 子 空间 ， 则 希 进 行 重新 组 合 ， 组 合 的 
系数 (cb ) 和 相应 的 能 级 (五 ) 由 方程 (32.6) 确 定 。 这 样 得 出 的 
新 的 ai 个 不 可 约 子 空间 ( 仍 按 4 变换 ) 便 是 分 别 属 于 = 个 站 
级 ( 即 (32.6) 的 ai 个 本 征 值 ， 但 其 中 可 能 有 相同 的 ) 的 本 征 子 
空间 。 

现在 以 原子 能 级 和 定 态 问题 为 例 来 说 明 上 述 一 般 愿 理 。 为 
简单 起 见 ， 暂 不 考虑 电子 的 自 旋 和 全 同性 效应 。 这 时 原子 中 的 
电子 体系 的 且 可 写 为 

育 = 友 记 一 习 度 应， (32.8) 


设 入 ,中 已 经 包含 了 电子 的 相互 作用 中 可 用 一 平均 有 心力 场 (中 
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心 在 原子 核 处 ) 代 赴 的 部 分 ， 产 ' 表 相 互 作用 的 剩 余部 分 ( 微 


扰 ) ， 仓 ,是 单 电子 在 核 以 及 上 述 平均 有 心 场 中 运动 的 哈密 顿 


量 。 以 O(3), 表 示 只 作用 于 第 个 电子 的 化 标 变 量 (?) 的 O(3) 
群 ， 而 以 O(3) 表 示 同 时 作用 于 所 有 电子 的 坐标 变量 (71,7,…) 


的 O(3) 群 。 则 显然 有 ， 他 ,的 对 称 群 为 O(3)1xO(3)zx…, 依 


的 对 称 群 为 O(3)， 且 有 
O(3)CO(3) xO3)s xm (32.9) 
H, 的 本 征 值 为 enis 本 征 畏 数 为 Prim( 8) = RaniCre) Ym( Os, 


9 )。 应 4 的 本 征 值 为 ,一 恒 s,1,， 取 决 于 电子 在 各 单 电子 帮 - 


中 的 分 布 (组 态 ) ， 属 于 已 的 本 征 函 数组) 为 
站 


mg —{;, 一 六 十 1 
这 组 函数 张 成 ,的 本 征 子 空间 s。( 维 数 为 [1 27s+1》) ) 。 
{grim(&): m= 二 0, 土 1;,…, 土 站 按 群 0(3) ;的 不 可 约 表示 D4 == 


(392. 10 


XD 变换， 其 中 DW 是 SO(3) 的 不 可 约 表示 ，X% 各 是 点 群 - 


{7, 人 的 不 可 约 表示 :XY( 中 ( 站 =( -1)' (注意 ;， 0(3)={1, 人 x 
SO(3), 而 iYim=Yim(X-0,9-7)=(-1)Yim)。 可 见 » 
po 的 基 (32.10) 按 直 积 群 0(3)1: x0O(3),x… 的 不 可 约 表示 

Dlli,oN(1)6D(,02) (2)60: (32.11) 
变换 。 这 个 表示 作为 直 积 群 的 子 群 0(3) 的 表示 则 是 可 约 的 : 
它 是 0O(3) 的 f (电子 个 数 ) 个 不 可 约 表示 的 直 积 

Do D00 0 =XD. DUNWYD TD. 
| (32.12} 

其 中 % 2% 是 点 群 {7 外 的 不 可 约 表示 、 


。 Si 、、 
XO) = 1 (32.13) 


首先 需 将 空间 yz。 按 五 的 对 称 群 0(3) 的 不 可 约 表示 进行 
分 解 ， 亦 即将 OQ(3) 的 表示 (32. 12) 进 行 约 化 。 这 可 以 用 22.3 节 
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的 办 法 ， 通 过 多 次 角 动 量 的 耦合 来 实现 。 最 后 将 (32,12) 化 为 
Sar WD (32.14) 
工 


和 rm 的 相应 的 不 可 约 基 由 (32.10) 重 新 组 合 构成 ， 组 合 系数 都 
是 C 一 G 系 数 的 卫 数 。 可 将 新 基 号 为 {7 
. [ 9 罗江 = DD 9g) 和 g ESO(3) 


多 办 二 (一 3 网 
p=1,2, “rar (32.15) 
对 于 az= 1 的 上 (这 时 可 去 掉 指 标 p〉， 不 可 约 基 
yD, pI PD (32.16) 


- 却 张 成 廊 的 一 个 本 征 子 空 间 ((2L 上 +1) 维 ) ， 所 属 的 能 级 为 


ED VD [BH| 到 名 > (32.17) 
对 于 as 记 1 的 上 ， 为 了 得 到 及 的 本 征 函 数 和 本 征 值 ， 需 将 


轨 旭 对 指标 p 进行 重新 组 合 ， 组 合 系数 和 本 征 值 同时 由 下 列 方 


程 决 定 
Hp= Eg 
(gp =p ，; M=L,.…, -LL (32.18) 


解 出 as 个 解 ( 玉 四 ,c 加 ,k= 二 1,2,…,ar)， 便 得 到 oz 个 能 级 (可 
能 有 相同 的 ) 和 相应 的 本 征 子 空间 
ED 
bo, DD 。 2 


RL-1} $i 


k= 1,2,.…, ar . (32.19) 


得 的 是 ， 这 .个 本 征 子 写 间 仍 可 是 DC) 交接 同安 


(DD 变换 的 不 可 约 子 空间 (将 (32.18) 代 入 (32.15)) 


人 Du (9) $I,, gESO(3) 


= (Dg 


R=1,2),as “(32,20). 
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态 $ ;说 是 角 动 量 L?、L: 和 宇 称 i 有 霄 定 值 的 态 ， 相 应 的 量子 数 : 


分 别 为 二 、M 和 (- 1)“。 这 些 力学 量 都 是 O (3) 对 称 所 提供 
的 守 便 量 ， 因 而 其 量子 数 都 是 好 量子 数 ， 可 作为 定 态 的 标记 。 
量子 数 & 不 能 由 O(3) 对 称 引出 ， 是 “ 非 对 称 量子 数 ”。 

作为 另 一 个 例子 ， 我 们 再 卷 虑 处 于 具有 立方 对 称 性 的 晶体 
场 中 的 原子 的 能 级 和 定 态 问题 。 这 时 原子 中 电子 体系 的 哈密 顿 : 
量 可 写 为 孤立 原子 的 邢 , 与 晶体 场 的 分/ 之 和 ， 后 者 可 看 作 微 拢 . 
项 。 此 处 的 疗 , 即 由 (32.8) 定 义 的 应 ， 其 对 称 群 为 0 (3)， 仑 /的 
对 称 群 为 点 群 Os 二 {1, 让 xO， 显 然 有 OACO(3)，O。 也 是 
启 二 在 ,上 分 的 对 称 群 。 现 在 应 ,的 本 征 值 与 本 征 函 数 算 作 是 已 
知 的 ， 由 (32.19) 给 出 。 按 一 般 程序 ， 我 们 首先 要 将 入, 的 每 个 
本 征 子 空间 按 广 的 对 称 群 Os 进行 约 化 。 例 如 ， 考 虐 一 个 上 二 2 
的 本 征 子 空 间 ， 并 略 去 下 标 上 ， 相 应 的 能 级 和 基 矢 可 写 : 
为 


FE 
(ge pe ge ge 

这 个 空间 按 O(3) 的 不 可 约 表 示 
De) . (32.22) 


变换 。 但 这 个 表示 作为 子 群 Oux 的 表示 是 可 约 的 ， 可 用 820 的 投 : 

影 算 子 方 法 进行 约 化 。 注 意 X 是 点 群 {7 ,站 的 不 可 约 ( 一 维 ) 

表示 ， 为 了 按 Ox 约 化 (32.22)， 只 须 按 0O 约 化 S$SO(3) 的 表示 : 
已 全 。 由 (21.28)， 万 全 的 特征 标 为 


(32.21) 


XH) = sing a / sin 人 (32.23) 


将 它 对 子 群 O 的 值 与 O 的 单纯 特征 标 〈 见 $ 19) 列 于 下 表 
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OO | I 6Cs 8Cs 6C4 3C34 
了 
_ _ 
X1 |! 1 1 1 1 1 
Xs | 1 -i 1 -1 1 
Xs 2 0 -1 0 2 
Xs 3 -1 0 1 -1 
_ 
Xs ”3 0 -1 -1 
: A 
十 - 
XC2N(a) 5 1 -1 -1 1 
-容易 看 出 


Yo 一 Yo 十 X5 


从 而 有 


DY lo= AV DA (32.24) 


-A 和 A 分别 为 点 群 O 的 第 3 个 和 第 5 个 不 可 约 表示 ， 它 们 


了 已 在 §19 中 作出 。 由 此 即 可 写 出 (32.22) 作 为 点 群 Ox 的 表示 的 


约 化 公式 


XH DY os= XW AV DY AS (32.25) 
上 式 表明 ，as==as=]， Qi 二 a2 二 4 二 0， 可 见 相 应 的 不 可 约 基 
就 是 及 的 本 征 函数 ， 而 不 必 再 求解 本 征 方程 。 为 了 将 (32.21) 
重新 组 合成 为 的 不 可 约 基 ， 可 用 投影 算 子 p53, 233, 9557, B45， 
2 和 作用 于 其 中 的 任何 矢量 ， 得 到 的 非 零 矢量 便 是 不 可 约 基 
#3, p63), $45), p65», 5) (32.26) 


这 些 投影 算 子 对 基 矢 (32， 21) 的 作用 ， 可 由 它们 在 基 (32. 2DF 
静 和 矩阵 给 出 。 由 (20.5) 有 
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pO=E DAV gDYVg) . (32.27) 
24gE0 


《32,25) 中 的 前 两 个 基 矢 和 后 三 个 基 舌 分 别 按 Os 的 不 可 约 表 示 
X44 和 XA 变换， 并 张 成 及 的 两 个 本 征 子 空间 ， 所 属 的 
能 级 分 别 为 . 
E'S 一 <%63) | 妃 843)>》 ES)= < 纺 45) sa $$%E)> 
(32.28) 

上 述 方案 的 实质 在 于 ， 将 在 及 ,的 本 征 子 空间 中 求解 六 的 
本 征 方程 (或 将 和食 对 角 化 ) 的 问题 转化 为 〈 至 少 是 部 分 地 ) 按 
如 的 对 称 群 来 约 化 辫 。 的 本 征 子 空 间 的 问题 。 在 上 面 这 个 例子 
中 ， 通 过 将 工 一 2 的 一 个 本 征 子 空间 (由 (32.21) 张 成 ) 的 约 : 
化 ， 完 全 代 赴 了 在 这 个 5 维 空间 中 求解 及 的 本 征 方程 的 计算 。 

从 这 个 例子 还 可 看 到 ， 体 系 的 能 级 在 微 扰 作 用 下 产生 分 裂 
的 定性 情形 ， 是 完全 由 微 扰 与 原 哈密 顿 量 的 对 称 性 决定 的 ， 而 
微 扰 的 具体 形式 只 参与 决定 分 裂 的 量 值 。 例 如 ， 由 (32.24) 即 ; 
可 断 喜 ， 原子 的 过 = 2 的 能 级 在 立方 对 称 的 卓 体 场 中 将 分 裂 为 


两 条 能 级 ， 一 条 是 2 度 简 并 的 ， 另 一 条 是 3 诬 简 并 的 。 而 这 两 


条 能 级 的 数值 则 由 及 的 具体 形式 通过 (32.28) 来 确定 。 


§ 33 对称 性 与 力学 量 的 短 阵 元 
33.1 算 子 的 变换 
在 上 节 中 我 们 讨论 了 对 称 性 对 于 能 量 本 征 值 问题 的 简化 。 


这 一 简化 的 数学 原理 是 : 由 于 互 在 对 称 变换 下 不 变 ， 它 在 对 称 - 


基 (不 可 约 基 ) 下 的 矩阵 元 关于 基 矢 的 对 称 指标 是 对 角 的 ， 且 


与 表示 的 列 指标 无 关 〈 见 (32.4) 式 ) 。 这 一 点 可 以 推广 。 轨 在 


“GG 下 不 变 也 可 以 说 它 按 G 的 单位 表示 变换 ， 一 般 情形 下 可 以 考 
虚 按 G 的 任 一 不 可 约 表示 变换 的 一 组 算 子 ， 它 们 在 不 可 约 基 下 


Ne 
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的 矩阵 元 也 将 是 简单 的 〈 单 由 对 称 性 可 以 断定 一 部 分 阵 元 为 
零 ， 并 可 简化 对 非 零 阵 元 的 计算 ) 。 本 节 将 讨论 这 种 一 般 情 
况 。 为 此 ， 首 先 要 明确 一 下 算 子 在 空间 的 对 称 变换 下 所 经 历 的 
变换 的 概念 。 

设 为 一 线性 空间 ， 是 上 上 的 线性 算 子 ，9 是 群 G 在 空 
闻 只 上 的 算 子 表示 。 如 果 将 多 中 的 任意 矢量 攻 变 为 包 中 的 矢 


机 
量 光 


ps = 9% (33 ,1) 
我 们 定义 算 子 天 被 9 变 为 大， “ 
f=0F9! (33.2) 

此 定义 显然 满足 如 下 人 条件 
Py=¥Y'<>h y= (33.3) 


或 在 基 {9,} 下 的 矩阵 与 六 在 基 {99,} 下 的 矩阵 相同 。 也 可 以 
由 (33.3) 来 定义 户 ,再 导出 (33.1)。 显 然 ，F, 与 六 具有 相同 的 本 
征 值 谱 ， 而 相应 的 本 征 函数 则 差 一 变换 9。 当 9 为 么 正 的 时 ， 
不 难 证 明 
‘py a $e = < | 好 多 > (33 . 4) 
FP:=f eo>Ff;=F, (33.5) 
当 9 为 反 稼 正 时 ， 如 广 是 自 思 的 (力学 量 ) ， 则 (33.4) 仍 成 立 
(注意 这 时 有 人 | 有 力 =< | 记 | 9>*) 。 注 意 到 反 乏 正 算 子 将 
正 交 归 一 基 变 为 正 交 归 一 基 ， 而 广 , 在 {994} 下 的 朱 阵 等 于 让 在 
{9 下 的 第 阵 ， 便 可 知 ， 如 在 么 正 基 ( 即 正 交 归 一 基 ) {9 外 
下 的 人 阵 是 自 斩 的 ， 则 六 ,在 么 正 基 {9p 二 下 的 矩阵 也 是 自 思 
的 。 因而 (33.5) 对 反 么 正 变换 9 也 成 立 (一 个 线性 算 子 自 圈 和 的 
充 要 条 件 是 ， 它 在 么 正 林 下 的 搞 阵 自力 )。 
(33.4) 和 (33.5) 表 明了 力学 量 的 算 子 经 历 一 个 么 正 或 反 么 
正 变换 的 物理 意义 。 
. 特别 地 ， 当 太 中 只 包含 对 空间 坐标 的 运 算 《形式 地 记 为 | 


230 
大 (7)) ， 而 9 为 坐标 空间 的 操作 时 ， 显 然 可 写 
9FP(r)9 !=F(91r) (33.6) 


设 为 n 维 线性 空间 ， 则 上 的 线性 算 子 (nx 2 的 第 阵 ) 
鸥 全体 { 记 } 对 加 法 和 数 乘 运算 形成 一 个 n: 维 的 线性 空间 。 
《33 .2) 对 每 个 群 元 9 定义 了 空间 { 廊 } 上 的 一 个 线性 算 子 (假定 
9 是 线性 的 ) 9， 宏 将 户 变 为 六 


gp=9Po"! (33.7) 


如果 9 为 群 G 在 空间 7 上 的 表示 n 维 ) ， 则 9 便 是 群 和 在 空 
榈 {上 的 一 个 表示 (m? 维 )。 映射 o>9 的 同 术 性 质 易 由 
《33 .7) 加 以 验证 。 

33.2 不 可 约 张 量 算 子 

(1) 一 般 定 义 


不 可 约 张 量 算 子 是 指 在 群 @G 的 变换 下 按 群 的 一 个 不 可 约 表 ， 


示 变 换 的 算 子 组 ， 或 构成 群 G 的 一 组 不 可 约 基 〈 对 表示 9) 的 
算 子 组 。 按 G 的 不 可 约 表 示 4 变换 的 不 可 约 张 量 算 子 可 记 作 
{Fn), k=1 ,2， ,1} (ni: 是 4 和 9 的 维 数 ) 
9F 9 = DA (9g) PE, gEG (33.8) 
或 写 为 
gDBAN(DPY geG 33 9) 


(33.8) 或 (33.9) 是 群 G 的 不 可 约 张 量 算 子 的 普遍 定义 ， 对 
有 限 群 和 李 群 都 适用 。 、. 

(2) 李 群 的 不 可 约 张 量 算 子 

由 于 李 群 的 天 示 可 由 它 的 无 穷 小 生成 元 〈 即 李 代数 ) 的 表 
和 5 关于 李 生 的 不 可 约 张 量 算 子 又 可 以 用 更 为 简捷 的 方式 
来 定义 。 按 (23,23); 李 群 的 群 算 子 可 写 为 


i 
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zf 
g(a) =er (33.10) 


其 中 fi} 为 G 的 生成 元 算 子 ， 即 李 代数 ( 算 子 形式 ) 的 基 。 类 
们 地 ， 不 可 约 表示 第 阵 4 也 可 写 为 


DI) 
AD(a)=et (33.11) 


其 中 1 多 } 是 李 代 数 〈 基 ) 的 不 可 约 表示 撼 阵 。 在 单位 元 的 人 银 
域 (对 小 参数 <) ， 以 上 二 式 可 写 为 


4) =1+ Da, (33.12) . 

40(o) 一 79+ 习 712a (33.13) 
将 世 二 式 代 入 (33.8)， 只 保留 < 的 一 次 寡 项 ， 得 出 
(ho FD= D0) ,PY (33.14) 


可 见 ， 算 子 六 的 变换 性 质 (33.8) 也 可 用 它们 与 群生 成 元 算 子 
的 对 (33.14) 易 关系 来 等 价 地 表达 。 如 将 群 算 子 9 也 写 成 对 于 
参数 a 的 指数 函数 的 形式 


gMW=er T+hlio (33 .15》 


则 由 (33.9)， 又 可 将 (33.14) 写 为 
LD= 瑟 (7 和 7 信介 (33.16) 


(33.14) 便 是 李 群 的 不 可 约 张 量 算 子 的 Racah 定义 。(33.16) 表 
晓 ， 满 足 对 易 关 系 (33.14) 的 算 子 如 全) 按 李 代数 〈 基 ) {各} 的 不 
可 约 表示 {1 外} 变换 ， 亦 即 按 G 的 表示 4 个 变换 。 

定义 (33.8) 明 显 地 刻画 了 不 可 约 张 量 算 子 的 变换 性 质 ， 基 
而 更 直接 地 反映 出 这 个 概念 的 物理 意义 ， 而 定义 (33.14) 则 便 
于 进行 计算 〈 对 易 关 系 ) ， 因 而 在 应 用 上 非常 方便 。 所 以 ， 对 
李 群 主要 使 用 后 一 定义 。 
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(3) 半 单 紧 李 群 的 不 可 约 张 量 算 子 


对 于 半 单 李 群 ， 由 于 其 不 可 约 表示 具有 用 权 来 表达 的 标准 


形状 ，(33.14) 可 以 更 为 明显 的 写成 一 种 标准 形 式 。 首 先 ， 我 
们 用 半 单 李 代 数 的 标准 基 { 玫 1, 记 6 (参阅 (24.55)) 来 取代 自 
然 基 {f1}。 然 后 ， 对 此 半 单 李 代 数 的 不 可 约 表 示 采 用 标准 记 
:法 ， 用 以 表 其 首 权 ， 其 任意 权 用 m 表 示 ; 不 可 约 表示 的 基 矢 用 
其 所 属 的 权 〈{ 六 上) 的 本 征 值 ) 来 标记 ， 当 权 mn 简 并 时 ， 属 于 
同一 权 的 不 同 基 需 用 附加 简 并 指标 来 区 分 。 从 而 不 可 约 基 可 
记 为 

yu = IM, mh (33.17) 
由 (25.28) 和 (25.29) 可 知 ， 在 此 基 下 的 表示 矩阵 有 简单 的 形 
- 状 ， 用 ,是 对 角 的 ， 衣 。 只 有 me = (m 十 a) 的 子 块 不 为 零 。 即 有 


B80 =mype 


{ppon = Dh) eos mad. (33 ,18) ,1 


上 式 中 已 假定 (m+@) 也 是 权 ， 这 时 9s 才 是 (33 .17) 中 的 
基 舌 ， 车 m 十 a 不 是 权 ， 内 名。。' 没 有 定义 ， 按 (25.29)， 这 
了 在。 $43 一 0。 如 果 约 定 ，(ma+ a) 不 是 表示 (MM) 的 权时 ， 
外 88, 志 0, 则 不 必 假定 (m +a) 是 权 , 公 式 对 所 有 m (属于 表示 
(M) 的 ) 成 立 。 | 

因为 @ 是 紧 的 ， 群 算 子 9 总 可 取 为 么 正 的 ， 因 而 群 { 色 的 李 
代数 由 反 厄 米 算 子 构成 


(9=ev ,9 =0 CDH! = -Hb)。 


又 ， 紧 李 代数 是 其 复 扩 充 的 紧 实 形 ， 按 (24.104)，1{0} 的 基 可 


向 其 复 扩 充 的 标准 基 表 为 
BR!=vV-1H, 

[0 在 _。 «>0. (33. 19) 

Pom -1(B+B,) . 


十 
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.而 0 是 这 组 基 的 实 系 数组 合 。D 是 反 厄 米 的 ， 要 求 这 组 基 也 是 反 


后 米 的 ， 由 (33.19) 知 ， 必 有 
| H+= 有, 
{ (33.207) 
下 一下。 
全 ;的 厄 米 性 保证 了 基 1M ,m, 久 对 指标 〈 权 ) m 的 正 交 性 ， 另 
一 方面 总 可 将 | 可,m,8> 对 简 并 指标 & 正 交 化 ,总 之 ,可 将 |MM， 
HA 取 为 不 可 约 表示 (44) 的 么 正 ( 正 交 归 一 ) 基 。(33.18) 又 
可 写 为 
PB; IM ,m,k> =m: Ma 外 
fs, [M,m,h? = DM ,mt ,A [Bs Mm,R>| Mm+ta,k’> 


(33.21) 
上 式 确 定 了 { 信 ,如 } 的 不 可 约 表示 (2 好) 的 矩阵 元 ,通过 (33.19) 
给 出 李 代数 {0} 的 不 可 约 表示 (4) 的 矩阵 。 对 1M ,mm , 必 我 们 已 
约定 

IM ,m,k>==0， 当 m 不 是 权 (33.22) 

由 (33.21) 可 知 ， 对 半 单 紧 李 群 ， 不 可 约 张 量 算 子 的 定义 
《33.14) 和 (33.16) 可 化 为 

BP = [PERI= me Po 


从 a 
Ben = [Ba, PON]= DM,m 


2 
a,k’ Ba JM,m,R> FOD, 
(33.23) 
其 中 仍 约定 
0 =0， 当 m 不 是 (及 ) 的 权 (33.21) 


(33.23) 与 (33.14) 的 差别 在 于 ，(33.14) 中 的 {ff} 是 李 群 的 任 
意 一 组 生成 元 ， 而 (33.23) 中 的 { 广 ;;B。} 是 半音 李 群 的 一 组 标 
准 生 成 元 ，(33 .14) 中 的 六 站 是 按 一 般 不 可 约 表示 和 矩阵 {26 站} 变 
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换 (分 类 ) 的 , 而 (33.23) 中 的 所 3 则 是 按 以 权 为 标记 的 不 可 约 
矩阵 (33.21) 变 换 (分 类 ) 的 。 
例 SO(3) 的 不 可 约 张 量 算 子 
对 S0(3) 群 ， 前 面 给 出 的 不 可 约 表示 万 (实际 上 是 以 权 来 
标记 的 ， 其 基 矢 为 |J ,m>，J 是 首 权 ，m 是 权 。SO(3) 是 1 
秩 的 半 单 《 紧 ) 李 群 ， 所 以 权 矢量 只 有 一 个 分 量 。 这 时 有 


(SO(3) 的 李 代数 是 
A a ? 网 
H’'=i:H 一 一 一 一 ， U 一 个 _F = 地， 
1 2 去 点 -点 1J » 


?=i( By +h 一 ;9， 

V5 V5 Vs 

的 实 系数 组 合 , 见 (22.1) 式 )。 注 意 到 (21.20) 式 ， 可 将 SO(3》 
的 不 可 约 张 量 算 子 的 两 种 定义 写 为 〈 权 和 不 简 并 ， 不 存在 简 并 
指标 &) 


Pn Pg =E Dn( 9) Pe (33.25) 
(一 [7 PD 一 和 pe 

P=[Y ,PDTEMTI TI mm Dh 

P= FOSHANTCOIHID) mm- Ph, 


(33.26) 
下 面 我 们 列举 一 些 S O (3) 的 不 可 约 张 量 算 子 的 具体 例子 。 
粒子 的 力学 量 7,p、 包 .人 和 J 的 直角 坐标 分 量 在 空间 转动 下 都 接 
矢量 规律 变换 (注意 (38.6) 式 ) ， 即 掖 SO(3) 的 自然 的 表示 变 
换 。 自 然 表 示 是 三 维 的 不 可 约 表示 ， 故 必 等 价 于 表示 Day。 所 


Fp 
75 三 
从 
J 
A 
7 _ 
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“以 上 述 这 些 矢 量 算 子 的 适当 的 分 景 算 子 是 按 SO(3) 的 表示 DD 
-变换 的 不 可 约 张 量 算 子 。 由 自然 表示 到 D 中 的 相似 变换 的 盾 隆 


1 
| V2 V2 
S=| ; i (33 .27) 
vv 
0 1 0 
-这 一 点 可 如 下 看 出 ， 令 - 
人 二 一 -万 G+ 划 
70 一 2 | (33 .28) 
1 
-1 a (riy) 
` 即 
(riyrosr-i)= (rx,y,2)S (33 .29) 


: 则 由 球 函 数 了 im(2 ,2 ) 的 定义 可 得 


a (B) eying) (33.30) 


已 知 在 旋转 操作 下 {了 14,Yio, 了 1.1} 按 Do 变换 ， 上 起 表明 ， 


{risrosr-!j 也 接站 变换 (注意 r= (zz 十 大 二 23) 在 旋转 下 不 
变 ) 。 变 换 (33.29) 也 可 用 于 任何 其 他 矢量 算 子 ，(33.27) 给 出 
了 任何 矢量 的 直角 分 量 到 万 9 的 不 可 约 基 的 变换 公式 。 如 将 上 
述 矢量 算 子 记 作 兮 


(hs, FD, FD)=(P,,F,, PF, JS (33 . 31) 
起 可 以 南 己 知 的 对 易 基 系 直接 证 明 ， 它们 满足 定义 (33， 26) 
«J 二 四 人 
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标量 算 子 r、 产 、 产 、82、 72， 在 旋转 下 不 变 ， 即 按 SO(3) 
的 单位 表示 吃 中 变换 ， 也 可 由 对 易 关 系 证 明 它们 都 满足 7 二 0 时 
的 (33 .26)。 对 于 有 心力 场 中 的 体系 ， 疡 也 是 SO(3) 标 量 (不 
变量 ) 。 
我 们 已 知 球 函 数 {Yim(9,9):m 二 0, 士 1,…, 土 1} 在 转动 下 
按 SO(3) 的 表示 DD 变换 ， 当 将 它们 看 作 是 力学 量 的 算 子 ( 作 
用 于 波 函 数 即 相 乘 ) 时 ， 由 (33.6) 有 
9Yim(7o)0 一 了 im(9-170) = OY im(r0) 
=2 Din(g) Ym (to) 


可 见 作为 力学 量 它们 是 $0(3) 的 按 D 人 变换 的 不 可 约 张 量 算 
子 。 如 果 将 了 im 代 和 人 对 易 关 系 (33.26)， 并 注意 
[fi fOr) 1= [hi, f(r)]= bf(r), 
以 及 关系 
LaY im=NmY im 
LYim=h/I EI) -mCm+ 1)Y m1 
LYim=k 和 MMII - mm IY im 


也 可 直接 证 明 它 们 满足 定义 (33.26)(7 =1)。 
例 02(3) 及 分 子 点 群 的 不 可 约 张 量 算 子 
943) 群 是 SO(3) 与 点 群 C, 的 直 积 ， 它 的 不 可 约 表示 可 由 
后 二 者 的 不 可 约 表示 的 直 积 构成 ， 一 般 可 写 
门人 7 四 一 Yo DT) (33 .32) 
Yi 六 =(-1D"， o=0,1 (33.33) 
Dw? 的 不 可 约 基 可 记 为 和 Y'", 不 可 约 张 量 算 子 可 记 为 {4 中。 
寻 = -7 -7TTl7TJ。8W ”除了 满足 (33.25) 或 (33.26) 之 
外 ， 还 满足 . 
Pi 1pY® (33.34) 


入 人 


注意 到 力学 量 r 和 力 在 反 演 (站 操作 下 是 矢量 ， 而 公 . 喇 . 了 在 


时 要 
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反 演 下 是 座 矢量 ， 便 可 知道 (由 (33.34)) ，{fayfoy9- 二 和 
{2go,75 是 属于 万 42 的 不 可 约 张 量 算 子 ， 而 {Li, bo,b.1} 和 
{81, 80,8 1}、 {1,0 了 -1 是 属于 D04.0 的 不 可 约 张 量 算 子 。 
类 似 地 可 看 出 ， 以 上 各 矢量 算 子 和 唐 矢 算 子 的 平方 算 子 都 是 标 
量 算 子 ， 属 于 站 0。 最 后 ， 由 弛 in= (- 1 了 am 可知 ， 当 1 为 
偶数 时 ，{Y ,是 属于 D4 的 不 可 约 张 量 算 子 ， 当 1 为 奇数 
时 ，{Yim} 是 属于 DOD 的 不 可 约 张 量 算 子 。 

分 子 点 群 都 是 0(3) 的 子 群 ， 因 而 0(3) 的 不 可 约 张 量 算 子 
一 般 不 是 分 子 点 群 的 不 可 约 张 量 算 子 ， 但 总 可 以 将 这 些 算 子 重 
新 组 合 ( 约 化 ) 为 分 子 点 群 的 不 可 约 张 量 算 子 。 下 面 仅 以 Cs 
和 C-。* 兰 D(2) 为 例 来 说 明 这 一 点 。 

Cs 是 0(3) 的 一 个 有 限 子 群 ， 它 有 三 个 不 可 约 表示 ，44D， 


A 499。40 和 -402) 是 一 维 的 ， 前 者 是 单位 表示 ， 恒 为 1， 后 


者 对 第 一 类 操作 为 1 ， 对 第 二 类 操作 为 ( - 1)。A4 是 二 维 的 ， 

等 价 于 Cav 在 zy 平面 (z 轴 取 为 Cs 的 转轴 ) 上 的 自然 表示 。 

考虑 力学 量 F， 因 在 Ca。 的 操作 下 = 不 变 而 (z, 世 按 4@) 变 换 ， 

从 而 可 知 : 2 是 属于 4 中 的 不 可 约 张 量 算 子 ，4,9 是 属于 4 的 
不 可 约 张 量 算 子 (4@ 取 自然 表示 的 矩阵 ) 。 或 者 将 个 的 分 量 
取 为 fo Pi、 7_i 则 9o 按 4 变换 ， (f1, 人 .1) 按 A 变换 (由 自然 表 
示 经 变换 (33 .27)) 。 后 一 种 分 量 形式 的 优点 是 ， 当 限于 Cs 的 
子 群 C， 时 ， P00, PF ,Pl 分 别 按 C， 的 三 个 一 维 表示 变换 (注意 这 
时 4 对 于 C; 的 操作 是 对 角 的 ) 。 类 似 地 ， 考 虑 力学 量 久 = 
(二 1,L, 上 .1) ， 由 于 天 是 腐 矢 , 它 的 变换 矩阵 应 为 人 的 变换 矩阵 
乘 以 42。 由 此 可 知 ， 在 Ca 下 Lo 按 4 变换 ，( 记 1, 了 1) 按 
49.49 变 换 ， 而 4@ ,4e@) 与 46 等 价 ( 由 特征 标 容易 看 出 ); 

2 7 在 Cs 群 下 ， 分 别 按 三 个 一 维 表示 变换 。 任 何 矢 量 
算 子 与 7 的 变换 性 质 相同 ， 任 何 内 矢 算 子 与 忆 的 变换 性 质 相 
同 ， 它 们 ( 玉 ,, 0, 下 -| 分 量 ) 在 群 链 0(3) 二 Cs 二 C。 下 分 别 
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按 表示 、 
万 册 bD> 4 四 4 和 pp0 引 7 
Daw ALOBATAV>y VIP BT 
变换 。 其 中 9 表 群 Cs 的 不 可 约 表示 〈 一 维 ) 。 

CO(2) 也 是 O(3) 的 子 群 , 它 的 不 可 约 表示 已 在 15.5 节 
中 作出 ， 共 有 两 个 一 维 的 (40+) 和 -4(o-)，4(of) 是 单位 表示 ， 
400-) 对 第 一 类 操作 为 1 ， 对 第 二 类 操作 为 ( - 1)) 和 无 穷 个 二 
维 的 (40。4= 1,2,…)。 将 群 Ce 的 轴 取 为 = 轴 ， 则 > 轴 和 
zy 平面 显然 是 Co 的 两 个 不 变 子 空间 ， 在 Co 的 操作 下 分 别 
按 表示 40+ 和 4 变换 (参见 (15,40) 和 (15,41)) 。 由 此 可 
知 ，4o 是 按 4(et) 变 换 的 不 可 约 张 量 算 子 ,而 {f,,4_)} 是 按 4 
变换 的 不 可 约 张 量 算 子 。 实 际 上 对 {1,f.1}，A 取 (15 .40) 
的 形状 ， 对 {2, 仆 ，At 取 (15.41) 的 形状 (4=1)。(15.40) 表 
明 ， 若 限于 0(2) 的 子 群 SO(2)， 则 fo,f1、?-1 分 别 按 SO(2) 的 
不 可 约 表示 (一 维 ) y 中 Vy 中 yD 变换 (7 中 (9) 二 e'"r)。 量 多 
的 变换 性 质 与 7 的 变换 性 质 (对 于 Cs) 只 差 一 因子 4(-)， 因 
而 Zo 按 400) 变 换 ，{1, 上 1} 按 40 收 .4 中 变换 。 对 于 SO(2)， 
hbo, 分 别 按 y 中 ,yp 中,y (变换 。 总 之 ， 矢 量 算 子 和 麻 矢 


算 子 (FF 分量) 在 群 链 0(3) 二 CD SO(2) 下 将 分 别 


按 表 示 
万 0 AOOINDAV >y VN Py WDBy CD 
DEV > ANIDAIAVN Sy VD NBDyTDN 
变换 。 注 意 ， 表 示 4(00-)40) 与 4 等 价 。 
33.3 Wigner 一 Eckart 定 理 
现在 我 们 再 回 到 本 节 开 始 时 所 提出 的 问题 ， 考 虑 力学 量 的 
些 阵 元 的 计算 。 假如 我 们 已 知 状 态 按 某 一 群 G ( 它 不 一 定 是 体 
系 的 对 称 群 》 的 分 类 ， 即 已 知 G 的 一 组 不 可 约 基 { |pis>}， 指 
标 i 是 不 可 约 表 示 的 标记 ，#* 是 表示 的 列 标 ，p 是 表示 ( i) 的 
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重复 脚 标 。 为 了 计算 力学 量 广 在 这 组 基 下 的 矩阵 元 ， 可 先 设法 
将 户 展 为 G 的 一 些 不 可 约 张 量 算 子 的 线性 组 合 ， 然 后 再 计算 各 
不 可 约 张 量 算 子 的 矩阵 元 。 从 而 问题 归结 为 考虑 如 下 形状 的 气 
阵 元 ，“-ajom 1] pin>。 这 里 的 不 可 约 基 和 不 可 约 张 量 算 子 是 
按 同 一 个 群 G 分 类 的 ，i、j、k 是 不 可 约 表示 的 标记 ，n、m、! 是 所 
时 表示 的 列 标 ，p 、g 用 以 区 分 属于 同一 表示 《〈 即 有 相同 变换 
性 质 》 的 不 同 状态 。 以 下 假定 G 是 有 限 群 或 紧 李 群 。 

为 了 利用 不 可 约 基 的 正 交 性 来 分 析 上 述 和 矩阵 元 的 性 质 ， 先 
考查 态 矢 Pin |pin> 在 G 下 的 变换 人 性质 ， 由 光 ( 六 fo pi ) = 
9F09719 1p172 及 (33.8) 可 以 看 出 ， 太 /0 |pin> (对 给 定 的 hi、 
P) 在 G 下 按 表 示 4@44p 变 换 。 因 而 可 以 通过 群 G 的 C 一 G 
系数 将 P42 |pin> 组 合成 为 不 可 约 基 (即将 表示 4 的 4 约 
化 ) 

[IF ,hk, pi,ri'n’> = ESDren PI Ipin> 

在 上 式 中 ， 新 的 不 可 约 基 中 使 用 了 三 组 标记 ，r,i'、w! 的 意义 与 
p.i.n 相同 ，FF 表示 它 对 于 算 子 户 的 形式 的 依赖 ， 表示 它 与 
人 所 性 的 不 可 约 表示 有 关 ， 而 和 :分别 表 示 它 与 态 1pim 的 
具体 形式 和 所 属 的 不 可 约 表示 有 关 。C 一 一 G 系 数 Sovrw 即 
为 约 化 表示 A%@@A 的 相似 变换 矩阵 S45 的 阵 元 (In 和 
ri 分别 为 其 行 标 和 列 标 ) 

SI AVOATSHN = Ta A (33 .35) 
因为 @G 是 紧 的 ， 表 示 总 可 取 为 么 正 的 ， 故 此 处 的 $ 和 矩阵 也 已 取 
为 么 正 的。 现在 利用 S 的 么 正 性 将 加 1pizy 解 出 

PY lpim= ,Sh Fk, pisrin> (33.36) 


将 此 式 代入 短 隆 元 qjm [jh| pin>， 并 应 用 关于 不 可 约 基 的 正 
交 性 定理 (32.1)， 便 得 到 
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<qim [P| pin> = ES DY mqjm IFh, pisr fim> 
(33.37) 
这 就 是 在 群 论 的 应 用 中 占有 重要 地 位 的 Wigner 一 一 Eckart 定 
理 。 注 意 上 式 中 的 <qjm |Fhk, pi,rjm> 是 与 指标 m 无 关 的 ， 它 
只 依赖 于 gj，,Fk, pi 以 及 A 的 重复 指标 + ， 故 通常 被 记 作 
<gi7 | 如 ||pi> ,并 称 为 “ 约 化 算 阵 元 ”。 如 对 C 一 一 G 系数 取 
如 下 记号 
(plin|rjm)=Si) ,, (33 .38) 
则 (33 .37) 式 又 可 写 为 
caim [Pl pin> = 3 (hlinlrim)* cai lB lpi>, 
(33 .39) 
其 中 oa 是 4 在 40C04 中 的 重复 度 。 


当 群 CS 为 简单 可 约 的 ， 即 其 任 二 不 可 约 表示 的 直 积 中 各 不 
可 约 表示 至 多 出 现 1 次 上 时， 可 上 略 去 指标 + ，(33.39) 化 为 . 


‘<gqiml| Pit lpin> = Cklin|ljm)*. cgi [Ifill pi> (33.40) 
可 见 矩 阵 元 被 分 解 为 两 个 因子 的 乘积 ， 第 一 个 因子 是 群 G 的 C 
一 一 G 系 数 ， 完 全 取决 于 始 、 未 态 和 张 量 算 子 的 变换 性 质 (对 
称 性 ) ; 而 与 三 者 的 具体 形式 (物理 内 容 ) 无 关 ， 故 称 为 “ 几 
何 因 子 ”， 第 二 个 因子 是 约 化 矩阵 元 ， 它 包含 着 关于 始 、 未 态 
及 张 量 算 子 的 具体 形式 中 的 “物理 的 ”信息 。 对 于 已 知 的 群 
C , 它 的 C 一 一 G 系 数 原则 上 总 可 算出 ,并 定性 地 知道 其 许多 有 
用 的 性 质 。 玖 由 Wigner 一 一 Eckart 定理 ， 我 们 能 够 单 由 始 、 
末 态 和 张 量 算 子 的 变换 性 质 得 出 关于 佐 阵 元 的 一 系列 有 用 的 结 
论 。 . 
“… 群 SO(3) 是 简单 可 约 的 ， 因 而 可 用 (33.40) 式 。SO(3) 的 
不 可 约 表示 是 用 角 动 量 平方 的 量子 数 7 《 首 权 ) 来 标记 的 ， 其 
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列 标 用 角 动 量 投影 量子 数 m ( 权 ) 来 标记 。 于 是 ， 关 于 SOC(3) 
的 Wighs:r Eckart 定理 应 写 为 
“Qf 373 (PUD pfam2> = (fi1mij2mo| 73103) <gjsl|l POV pis> 


jo js . . 
)<aill Benllpie> 


fi1 
= Dir-iatm /a7 Ti( 
m1 m2— ms 
(33.41) 
其 中 己 注 意 到 SO(3) 的 C 一 ~-G 系数 取 为 实数 并 可 用 37 符号 
(22,46) 表 示 。 . 

丈 一 一 正定 理 将 一 般 和 矩阵 元 的 计算 归结 为 C 一 一 GG 系数 和 
约 化 矩阵 元 的 计算 。C 一 一 G 系 数 原则 上 可 以 用 群 论 方法 来 计 
算 (不 可 约 表 示 的 直 积 的 约 化 ) ， 对 于 多 数 常 用 群 已 经 作出 了 
它们 的 数值 表 或 解析 公式 。 因 而 “几何 因子 ”可 以 看 作 是 已 经 
规格 化 了 的 ， 需 要 具体 计算 的 是 约 化 矩阵 元 。 由 (33.41) 可 知 ， 
为 了 计算 约 化 矩阵 元 ， 只 需 对 一 组 特殊 选取 的 (way ms, ms) 计 
算 算 阵 元 。 例如， 对 于 角 动 量 算 子 了 (i=1 的 不 可 约 张 量 算 
子 ) ， 为 了 计算 其 约 化 矩阵 元 <9jslij 有 pja>， 可 令 (33.41) 中 的 
《ma1,1m3913) 二 (0,J2z,73)， 这 时 等 式 左 边 为 <qjs73|f ol pya7a> 一 
计 j2<qf212l pyja7o>0jafa， 右 边 的 几何 因子 为 (1 07272 |71s fs )= 
-Vi (可 由 (22.45) 得 出 ) ， 从 而 得 

‘qrslifl pi = -Kf (fs + 1) 07213 91212 pI272> 


关于 50O(3) 群 的 W 一 一 定理 在 量子 力学 中 的 应 用 ， 可 参 
阅 角 动 量 理 论 方面 的 书籍 [221。 

路 .4 选择 定 则 与 强度 定 则 
W 一 一 上 定理 将 那些 单 由 对 称 性 所 决定 的 箔 阵 元 的 性 质 通 

过 几何 因子 分 离 了 出 来 ， 由 此 便 可 推断 体系 的 对 称 性 的 某 些 物 
理 效 应 ， 而 不 必 计 算 约 化 矩阵 元 。 我 们 考虑 G 为 简单 可 约 的 情 
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况 ， 这 时 的 W 一 一 玉 定 理 为 (33.40)。 
首先 ， 由 几何 因子 (klin lim)* 可 以 定 出 矩阵 元 :coa| 天 (| 
Pim? 非 零 的 必要 条 件 ，(Rlin|jm) 0, 这 要 求 在 G 的 表示 A 
A 中 含有 表示 A 人。 如 果 列 标 1、n ,mm 等 是 G 的 子 群 G6, 的 不 可 
约 表示 的 标记 , 即 力学 最 和 态 是 按 群 链 G 二 G， 分 类 的 , 则 还 要 
求 在 C 的 表示 42G@40 中 含有 表示 4 中 9。 例如 ， 角 动量 的 平 
方 量子 数 ;和 投影 量子 数 mm 分 别 为 群 SO(3) 和 .SOC2) 的 不 可 约 
表示 的 标记 ， 所 以 在 (33.41) 中 的 力学 量 和 基 矢 ( 态 ) 是 按 群 
链 ?0(3) 二 SO(2) 来 分 类 的 。 由 SO(3) 和 SO(2) 的 C--…G 级 
数 可 知 ， 在 表示 (70)G@(7a) 中 含有 (73) 的 条 件 是 [ji 7 委 疡 过 
7 十 12， 在 表示 (mm1)@(ms) 中 含有 (1m3) 的 条 件 是 m3 二 m1 十 mas 
所 以 和 矩阵 元 (33 .41) 不 为 零 的 必要 条 件 是 
A(71j2713) 
| (33.42) 
1713 一 7141 十 112 
其 中 4(j1js7s) 表 示 放 ,js js 为 某 三 角形 的 三 个 边 长 。 (33 .42) 
实际 上 是 熟知 的 角 动 量 掩 合法 则 。 在 一 般 情形 下 ， 力学 量 和 基 
矢 可 以 按 给 定 的 群 链 Go 汪 G1 习 … 汪 Gi 汪 … 来 分 类 (G6=G), 这 
时 |pim> 可 记 为 |pi, pyi，… ,prir,…>， 记 4) 可 记 为 FCh,tik, 
rkr，,…)，lqjim> 也 有 类 似 的 记 法 ， 其 中 i,、h, 是 G, 的 不 可 
约 表示 A。 的 指标 ， Pr 加 分 别 为 其 重复 指标 。 容易 看 出 ， 这 时 
矩阵 元 (33 .40) 不 等 于 零 的 必要 条 件 为 
4 人 0 人 4460 和 包含 4Gr) 
| (33.43) 
7 二 01 … 
(ho=k,io =i, jo=i)。 
其 次 ， 由 几何 因子 还 可 以 定 出 具有 相同 指标 97、,k、pi 的 不 
同和 矩阵 元 的 比值 。 由 (33.40) 有 
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“qjml Po pin> _ (Rlinljm)” 33.44) 
<om'| Pipin> (hlin'|jm’)" (33, 


G=$SO!‘3) 时 ， 上 式 化 为 


“qismal Pun) Dlama> 


mr (Fitm1f2tmal jf sms) (33.45) 


‘qi; milPYDlpj m} Os) 


苍 虑 哈密 顿 量 为 六, 的 一 个 量子 体系 ， 设 总 。 的 对 称 群 为 
G， 则 体系 的 定 态 可 以 按 G (G 的 子 群 链 ) 的 表示 进行 分 类 。 
设 有 微 扰 8'， 它 引起 体系 由 一 个 态 向 其 他 定 态 的 量子 跃迁 。 
在 微 扰 的 初级 近似 下 ， 这 个 过 程 的 几率 正比 于 请 ' 在 始 、 末 坊 
下 的 矩阵 元 的 模 的 平方 。 通 常 可 将 用 ' 表 为 G 的 不 可 约 张 量 算 
子 的 菜 种 已 知 组 合 ， 于 是 入 "的 逢 阵 元 的 计算 便 归 结 为 不 可 约 
张 量 算 子 的 矩阵 元 的 计算 ， 而 这 时 出 现 在 矩阵 元 中 的 算 子 和 
始 、 未 态 都 是 按 CG(CG 的 子 群 链 ) 的 表示 分 类 的 。 所 以 (33 .43) 
相当 于 由 A 所 激发 的 跃迁 |pin> 一 >|qjm> 的 选择 定 则 ， 而 
(33,44) 的 模 的 平方 给 出 两 种 跃迁 过 程 

Pot fm 
lpinr>——>| gfm> 与 1pi2> 一 一 | gfm’> 

的 几率 (强度 ) 之 比 , 相当 于 强度 定 则 。 因 而 ， 通 党 也 将 
(33.43) 和 (33.42) 称 为 夭 阵 元 的 选择 定 则 ， 将 (33.44) 和 
(33.45) 称 为 矩阵 元 的 强度 定 则 。 上 面 的 结果 表明 : 矩阵 元 的 
选择 定 则 只 由 群 G 的 子 群 链 ( 态 及 力学 量 均 按 此 链 分 类 ) 的 C 
一 一 G 级 数 决定 ， 而 矩阵 元 的 强度 定 则 则 取决 于 G 的 C 一 一 G 
系数 之 比值 。 

例如 ，O(3) 是 原子 中 电子 体系 的 对 称 群 ， 因 而 原子 中 的 
电子 态 总 可 按 O(3) 的 不 可 约 表示 进行 分 类 ， {1po7 MM>}。 这 
实际 上 是 按 C; 和 SO(3) 汪 SO(2) 的 分 类 ，o 是 C ;的 表示 的 记 
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号 ，7 、M 分 别 为 30(3) 和 SO(2) 的 表示 的 记号 ( 见 (33.32) 和 
(33.33)) ， 其 物理 意义 分 别 为 体系 的 字 称 、 总 角 量 子 数 与 总 
磁 量 子 数 。 另 一 方面 ,我 们 知道 , 体系 的 电 2: 级 矩 和 磁 2: 级 矩 
在 O(3) 的 变换 下 分 别 为 (28+1T) 个 分 量 的 张 量 和 唐 张 量 ， 即 分 
别 按 表示 D%*? 和 DW 变换， 可 写 为 部 sD 和 io0。 这 实际 
上 是 将 多 级 年 算 子 按 C ;和 SO(3) 刁 SO(2) 分 类 ，& 和 /分别 
为 30(3) 和 SO(2) 的 不 可 约 表 示 的 记号 。 群 C ;SO(3)、5SO(2) 
的 C 一 一 GG 级 数 都 是 已 知 的 ， 由 此 可 立即 写 出 原子 的 电子 杰 之 
间 的 多 极 跃迁 的 选择 定 则 。 对 于 电 2* 级 矩 跃 迁 ， 有 


4o= 土 1 
[ht (33.46) 
“AM=1=0, 土 1,…, 土 

对 于 磁 2: 级 矩 跃 迁 


4J =Rk,R—1,.…,|J -有 -J (33.47) 

4M=1=0, 土 1,…, 土 | 
作为 第 二 个 例子 ， 我 们 来 考虑 NH 分 子 的 电子 坊间 跃迁 的 
选择 定 则 。 点 群 Ci。 是 NH 分 子 中 电子 体系 的 对 称 群 ， 因 而 
NHs 的 电子 态 可 按 Cse 的 不 可 约 表示 分 类 ， 实 际 上 可 按 群 链 
Cso 习 Cs 分 类 。 分 别 以 i 各 表示 C3。 和 Cs 的 不 可 约 表 示 

A 中 和 y" 的 指标 (i 二 1,2,3; m= 二 0, 土 1)， 并 注意 在 每 个 49 

中 ?em 的 重复 度 不 超过 1 (因而 对 mm 无 须 使 用 重复 指 标 ) ， 
NH 的 电子 态 便 可 写 为 |pim>。 电 子 体系 的 电 偶 矩 和 磁 侦 算 在 


Cso 刁 Cs 下 的 变换 性 质 分 别 与 和 的 变换 性 质 相同 ， 这 已 在 

33.2 节 中 给 出 。 容 易 写 出 Cs 和 Cs 的 C 一 - G 级 数 
AVNOOAY = AD ,1 60.A2) = A , AV A 一 (3) 
AVOADS=AV, AVHAY = A 


[at 
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AVOADS=AVOADDAY 
yO = ,yD =yD DC) = CD 
y ODEDN, yO CD = 
yD OCD 一 3 
由 此 可 以 推断 ， 对 于 量子 数 (i,m)==(1,0),(2,0),(3,1)，- 
(3, -1) 来 说 ， 有 下 列 可 能 的 电 侦 极 跃迁 
(1,0)——>(1,0),(3,1),(3,~1). 
(2,0)—>(2,0),(3,1),(3, ~ 1) 
(3,1D)—>(3,1),(1,0),(2,0),(3, ~ 1) 
(3,~1)—>(3,—1),(1,0),(2,0),(3,1) 
同样 地 ， 有 下 列 可 能 的 磁 偶 极 跃迁 
(1,0)—3(2,0), (3,1),(3, ~ 1) 
(2,0)——>(1,0),(3,1),(3, ~ 1) 
(3,D—3(3,1),(1,0),(2,0),(3, ~ 1) 
(3,— 1D)——>(3, ~ 1),(1,0),(2,0),(3,1) 
因此 可 将 选择 定 则 更 简洁 地 表 为 如 下 形式 。 禁 戒 的 电 偶 极 跃迁 
为 


(1,0)<-|>(2,0) (33, 48) 
禁 戒 的 磁 侦 极 跃 迁 为 
(1,0)<|>(1,0) 和 (2,0)<|>(2,0) (33.49) 


{注意 ， 量 子 数 ( i ,mm) 相 同 的 两 个 电子 态 fpim> 和 |p'im> 可 
以 不 同 ) 。 


第 七 举 ”置换 群 的 表示 


置换 群 S" 是 爹 同 粒子 体系 的 对 称 群 ， 它 刻画 着 体系 的 置 
拘 对 称 性 。 此 外 ， 置 换 群 在 群 论 中 还 具有 一 种 特殊 地 位 ， 任 章 
.7 阶 的 有 限 群 都 同 构 于 5S， 的 一 个 子 群 ， 在 同 构 意 义 下 ，S， 及 
其 子 群 穷尽 了 爹 部 n 阶 有 限 群 ， 另 一 方面 ， 3s 的 表示 又 与 线 
性 李 群 的 表示 有 着 密切 联系 可 借助 于 Ss 的 表示 理论 来 处 理 
线性 李 群 的 表示 问题 。 所 以 S$。 的 表示 理论 在 应 用 上 和 理论 上 
都 有 其 特殊 的 重要 性 。 

前 面 我 们 已 经 在 有 限 群 表示 论 的 一 般 基 础 上 处 理 了 一 些 低 
阶 有 限 群 ( 非 Abel 群 》 的 表示 ,例如 晶体 点 群 的 表示 ， 其 中 
已 经 包含 了 S。、Ss3、54 的 表示 。 显 然 ， 当 n 增 大 时 ， 用 那 种 方 
法 来 构造 "* 的 表示 是 困难 的 。 为 了 同时 建立 所 有 54 的 表示 ， 
形成 了 一 套 相 当 别 致 的 特殊 方法 。 本 章 中 我 们 将 比较 系统 地 介 
绍 这 种 方法 。 

这 个 理论 的 一 个 特点 是 ， 它 的 一 些 普遍 结论 可 以 用 图 形 

( 杨 图 ) 的 概念 给 以 非常 直观 和 简洁 的 表述 ， 但 这 些 结论 的 证 
明 却 比较 麻烦 。 只 对 理论 结果 的 应 用 有 兴趣 的 读者 ， 初 读 时 不 
妨 暂 时 略 去 所 有 的 论证 。 


§ 34 杨 (Young) 图 
34.1 台 


在 9.3 节 的 例 3 中 已 证 明 ， 置 换 群 的 类 是 由 置换 的 循环 结 - 
构 决 定 的 , 具有 相同 循环 结构 的 置换 其 集合 是 置换 群 的 一 个 类 , 
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它 是 由 循环 结构 Cv ) 来 标记 的 《〈 见 85) 。 而 由 (5.9) 一 (5.12) 
又 知 ， 循 环 结构 (» ) 与 自然 数 n 的 分 割 [ X ] 一 一 对 应 ， 因 而 也 


` 可 将 [ 入] 作为 类 的 标记 。 另 一 方面 ， Ss 的 类 数 等 于 Ss 的 不 可 


约 表示 的 个 数 ，(» ) 或 [ 和 ] 也 有 可 能 用 来 标记 5 的 不 可 约 表 
示 (一 一 对 应 ) ， 后 面 将 证 明确 实 可 以 这 样 做 。 而 且 还 将 表 
明 ， 用 的 分 割 [ 和 ] 来 标记 S$ 的 不 可 表示 是 非常 方便 的 。 所 
以 对 (w ) 和 [和] 有 如 下 分 工 ， 用 ( >) 标记 S。 的 类 ， 用 [ 和 ] 标 
记 S 的 不 可 约 表示 。 

在 85 中 引入 了 一 种 框图 ,用 来 表示 分 割 [ 人 ]。 因 而 ， 5。 的 
每 个 不 可 约 表示 也 可 用 一 个 次 (含有 个 方 属 ) 框图 来 表示 
(一 一 对 应 ) ， 有 多 少 个 不 同 的 z 次 框图 ( 即 呈 的 不 同 分 割 ) ， 
.S。 就 有 多 少 个 不 可 约 表示 。 例 如 , 只 能 画 出 三 个 3 次 框图 ( 见 
5.3 节 ) ， 由 此 可 知 5 有 三 个 (不 同 的 ) 不 可 约 表示 。 这 种 框图 
也 称 为 杨 氏 合 ， 简 称 台 。 杨 台 以 及 下 面 要 讲 到 的 杨 盘 统称 为 断 
图 。 为 了 建立 S。 的 表示 理论 ， 作 为 数学 准备 ， 我 们 先 来 研究 
杨 图 的 一 些 性 质 。 

在 同 次 的 台 之 间 可 以 规定 一 种 次 序 或 “大 小 ”。 方 法 是 比 
较 台 上 各 行 的 格 数 ( 第 1 行 的 格 数 即 4) ， 从 第 一 行 比 起 ， 接 
最 先 出 现 的 格 数 不 等 的 行 记 数 ， 格 较 多 的 算是 较 大 的 台 ， 大 小 
关系 也 可 用 符号 > 来 表 未 。 例 如 ， 所 有 4 次 台 的 次 序 应 为 


[41 [31] [22] 1211] [1111] 
Ililli> -ELI> 0 > > 
| _ 

| 


一 个 nn 次 台 ， 通常 也 用 它 所 对 应 的 分 割 [4]= [4 ,hs ,…， 
如] 写 出 。 | . 
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34.2 盘 1 

把 从 工 到 ?的 几 个 自然 数 以 任意 的 次 序 填 到 一 个 二 次 台 的 
各 格 中 去 ， 就 得 到 一 张杨 氏 表 ， 也 称 为 属于 那个 ”次 台 的 一 个 
杨 盘 ， 简 称 ”次 笨 。 因 对 给 定 的 一 个 二 次 台 ， 个 自然 数 有 ml 
种 不 同 的 填 法 ， 所 以 属于 同一 个 二 次 台 的 不 同 的 盘 共 有 向 个 。 

以 ZW 表示 属于 台 [ 和 ] 的 一 个 盘 ， 如 将 302 中 的 数码 作 一 
置换 s (ES。), 则 将 得 到 属于 [ )] 的 另 一 个 盘 300, 此 事 记 作 
s211= S56] (34,1) 
例如 


| 1 2131_.'374]1| 
(13)(24) :2 


由 一 个 n 次 盘 出 发 ， 经 S。 的 所 有 置换 便 可 得 出 属于 同一 个 台 
的 全 部 盘 。 如 果 一 个 塞 换 只 置换 盘 0 的 同一 行 中 的 数码 (不 


改变 每 个 数码 所 在 的 行 数 ) ， 则 称 为 是 12 的 水 平 置换 ， 类 似 . 


地 ,只 置换 三 “的 同一 列 中 的 数码 的 警 换 称 为 514 的 垂直 置换 。 

显然 某 一 nn 次 盘 的 水 平 置换 的 集合 形 成 S。 的 一 个 子 群 ， 称 为 

这 个 盘 的 水 平 置换 群 ， 类 似 的， 可 定义 一 个 盘 的 秋 直 置换 群 。 

例如 ， 工 2131 的 水 平 置 换 群 是 5S 的 子 群 {(1), (123),(132)， 
:4 


(412)，(23)，(13)} 兰 S3， 垂 直 置 换 群 是 S, 的 另 一 子 群 {(1)， 
(14)}。 

容易 看 出 ， 如 果 了 是 三 0 的 一 个 水 平 置换 ， 则 sps-!(s € 
>") 是 3 的 水 平 置换 ， 对 于 垂直 置换 亦 有 类 似 的 性 质 。 事 
实 上 ， 在 之 “中 被 数码 i 所 占 的 那个 格 ， 在 s 卫 Da 中 被 si 所 占 ， 
因而 若 和 7 属于 2052 的 同一 行 ( 列 )， 则 sz 和 s7 便 属于 3D] 的 
同一 行 ( 列 ) 。 车 p 将 i 变 为 i ， 则 sps-! 显 然 将 si 变 为 sj， 
即 sps ! 不 改变 si 所 在 的 行 ( 列 ) 。 

定理 1 假定 [ 4 ] 和 [] 是 商 个 次 人 台 ，2IU 和 4 分 
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别 是 属于 这 两 个 台 的 盘 ， 若 [4]>>[4 ]， 且 在 3 中 同行 的 数 : 
码 在 45” 1 中 不 同 列 ， 则 [4]=[4 ]， 并 存在 30 的 水 平 置换 
Pp 和 垂直 置换 g ， 使 pqI0= 4。 

证 明 [] 之 [#7 ] 茵 含 和 4 之 入 ， 而 和 好 分 别 等 于 了 0 的 ， 
第 一 行 中 的 数码 数 和 4[4 1 的 第 一 行 中 的 数码 数 。 按 假设 条 件 ， 
王 二 第 一 行 中 的 这 4 个 数码 在 4 的 不 同 列 中 ， 这 要. 
求 于 1 的 列 数 入 之 41。 从 而 得 141 = 41 且 有 4[4 1 的 垂直 置 
换 9{， 将 处 于 0 的 第 一 行 中 的 数码 变 到 9!145* 1 的 第 一 行 ， 
因而 1 的 第 一 行 与 914'4 1 的 第 一 行 含 有 相同 的 数码 。 

再 考虑 盘 2l1 和 9!454 1 。 在 304] 的 第 二 行 中 的 4 个 数码 ， 
在 和 “1 的 不 同 列 ， 从 而 也 在 91454 1 的 不 同 列 ， 但 不 能 出 现 
在 9f454 3 的 第 一 行 中 。 这 要 求 4 亏 丸 。 但 在 入 =4! 的 条 件 
下 ，[ 刘 之 [] 苯 含 入 之 昼 ， 天 必 有 二 罗 。 此 外 ， 可 以 通 
过 ci 2 1 的 一 个 垂直 置换 9! ， 使 处 于 gf145 1 的 不 同 列 上 的 
那 ?=443 个 数码 全 部 进 人 第 二 行 ， 而 9; 不 变动 第 一 行 中 的 数 
码 。 从 而 ，30 与 ggf14[4 1 的 前 两 行 分 别 含 有 相同 的 数码 。 

如 此 继续 下 去 ， 将 逐次 得 出 ， hs =43, “0 y 人 二!， 总 之 . 
有 :4]=[NW]。 同 时 得 知 ， 有 和 置换 9' 一 9;…9;9! ( 当 7Y 之 [让] 的 
行 数 时 ，9! 表 示 恒 等 愤 换 ), 使 9%409 与 3303 的 对 应 行 中 含有 相 
同 的 数码 。 显 然 ，9' 不 会 改变 4111 中 的 数码 所 在 的 列 ， 因 而 它 
是 4 的 垂直 置换 。 现 在 可 以 通过 置换 了 0 每 行 中 的 数码 ， 使 
了 (5 变 成 9 4111， 即 有 11 的 水 平 置换 p ,使 p11=g'4t21, 注 
意 到 q' 409 与 404] 的 列 含有 相同 的 数码 , 便 可 看 出 ,4 的 垂直 团 
换 9' 也 是 9' 400=p 30] 的 垂直 置换 。 从 而 (9' )- :也 是 p 3 的 
垂直 置换 。 由 此 推 知 ，9=P (9 ):p 是 了 0 一 prICp30) 
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的 垂直 置换 。 将 (9 ) :一 pgp 1 代入 人 40=(9) 1p30 便 
得 42= pg300，p 和 9 分 别 是 3 的 水 平 置 换 和 垂直 置换 。 

34.3 ”标准 我 

在 一 个 盘 中 ， 如 果 每 一 行 的 数码 由 左 到 右 都 是 递增 的 ， 每 
一 列 的 数码 由 上 到 下 都 是 递增 的 ， 则 这 样 的 盘 称 为 是 标准 盘 。 
在 标准 盘 中 ,数码 1 只 能 处 于 第 一 行 第 一 列 的 格 中 , 数码 2 只 能 
处 于 一 行 二 列 或 二 行 一 列 的 格 中 ， 数 码 3 只 能 处 于 与 1 或 2 相 
邻 ( 右 方 和 下 方 ) 的 格 中 其余 类 推 ， 最 后 的 数码 ”只 能 
于 其 所 在 行 的 最 右边 及 所 在 列 的 最 下 边 。 当 ?不 大 有 时， 容易 写 


出 给 定 " 次 台 的 所 有 标准 益 。 例 如 ，4 次 台 | | -| 的 全 部 标 
准 盘 为 二 2 二 后 面 将 证 明 ， 由 一 个 台 


所 标记 的 不 可 约 表示 的 维 数 等 于 这 个 台 的 标准 盘 的 个 数 ， 并 能 
用 这 些 标准 盘 来 标记 这 个 表示 的 不 可 约 基 。 例 如 由 上 面 的 例子 
可 知 ，S。 的 不 可 约 表示 [311 是 3 维 的 ， 其 3 个 基 矢 可 由 三 个 标 
准 盘 标记 。 1 

为 了 确定 一 个 标准 盘 ， 只 需 指 出 各 个 行 中 所 含 的 数码 ， 因 
为 同一 列 中 数码 的 次 序 〈 由 左 向 右 ) 是 由 这 些 数码 本 身 决定 的 
《由 小 到 大 ) 。 所 以 ， 有 一 种 书写 标准 盘 的 有 用 的 记 法 ， 就 是 
指明 每 个 数码 所 在 的 行 数 ( 同 于 指明 了 各 行 中 所 含 的 数码 ) 。 用 
7i， ?2 ;fn 分 别 表示 数码 1 ,2 ,… ,nn 所 在 的 行 数 ， 则 这 个 
标准 盘 可 记 为 (rars-:…ri)。 这 种 记号 称 为 出 内 恭 彦 (Yaman- 
ouchi) 符 号 ， 或 立 符 号 。 例 如 ，[31] 的 三 个 标准 盘 〈 或 基 矢 ) 
的 Y 符号 为 (2111)，(1211)，(1121) 。 

取 定 一 个 ”次 台 1 4 ]， 考 虑 这 个 台 的 标准 盘 的 数目 dg 。 将 
台 [ 4 ] 第 上 行 的 最 右边 的 格 去 掉 ， 当 和 >44t 时 ， 得 到 一 个 
(4 -1) 次 台 ， 记 作 [4]， 其 标准 盘 的 个 数 记 作 d 6)， 当 4 二 
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4 时，[4j 不 存在 ， 这 时 定义 do 一 0。 同 样 地 ,用 [4] 吃 表 
示 在 [4] 的 第 s 行 的 右边 加 上 一 格 后 所 得 的 (n+1) 台 ， 基 标准 
盘 数 记 作 d2>， 当 [4] 人 不 存在 时 (4 二 和 4)，d‘ =0. 显 然 ， 

当 diwy 关 0 县 a 了 0 时 ， 有 (9 0) 人 Y=(d 人 9) 0,， 可 简 记 作 df 
当 d oo 一 0 或 dg 一 0 时 ， 定 义 d 志 =0， 

在 [41 的 标准 盘 中 ， 数 码 ” 位 于 第 1 行 的 盘 数 显然 等 于 

ac 《注意 1 总 在 t 行 的 有 边 ) 。 将 do 对 t 求 和 ， 便 得 到 [ 4] 

的 标准 盘 的 总 数 


d= Sd | | (34.2) 
其 中 上 产 为 [4] 的 行 数 ， 汉 个 结果 可 用 来 计算 任意 台 的 标准 盘 欧 
个 数 . 例如 
di32]=dad[22]-+ d[31] 
=d[21]+d[21]+ d[3] 
=2d|l11]+2d[2]+d[3] 
=2+2+1=5 


(di22]=0， 不 必 写 出 ) 。 
(34.2) 式 用 由 [4] 产生 的 一 切 (4- 1) 次 台 的 标准 盘 数 来 表 
示 [ 2 本 身 的 标准 盘 数 。 类 似 地 ，[4] 的 标准 盘 数 也 能 用 由 [21 
生成 的 所 有 (n+ 1) 次 台 的 标准 盘 数 来 表示 。 即 有 
(nt Dd= Dd (34.3) 


此 式 可 用 归纳 法 证 明 。 
n=1 时 ，[4]= 品 9 [=] [42 = 可 见 dz 


二 1， d 中 1，d 久 二 1，(34.3) 显 然 成 立 。 
假定 (34.3) 对 (n- 1) 次 台 成 立 ， 便 有 


Atl 7 
nd 一 之 4 全 ， ! 一 1,2,…， h 
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-但 由 (34.2) 有 (对 (nt+1) 次 台 [4] 中 ) 
dm 一 之 d,s=1,2,°"h 
代入 (34.3) 的 右边 得 
. 守 qoedorn+ 训 名 a 


=1t=1 
=do+n+ 多 (ndew -df 他 
i 二 1 
. =d0 tn do- Sd 
t=1 1 二 1 
:将 (34.2) 用 于 台 [4]%*n， 有 
再 守 a 
d= d+ 


代入 上 式 得 
镁 do 一 dt+w 袜 do 
5= t=1 
显 锥 有 [8 针 昌 =[4]， 从 而 d( 生 =d， 而 对 don- 
.上 式 可 化 为 
Si d= (n+ Dd 
s=1 


可 见 (34,3) 对 次 台 [ 和 4] 成 立 。- 

定理 2 所 有 + 次 台 的 标准 盘 数 的 平方 和 等 于 nt 

证 明 对 台 的 次 数 采用 归纳 法 。 当 n==1 了 时， 
立 。 假 定 定理 对 于 + 成立， 证 它 对 于 (n 二 1) 也 成 立 。 

为 简单 计 , 对 ”次 台 和 (n+1) 次 台 都 给 以 次 序 标 
i 和 闷 表 示 ， 第 了 个 关 次 台 的 标准 盘 数 记 作 di ,第 4 
合 的 标准 盘 数 记 作 d! 。 由 第 i 个 次 台 出 发 ， 通 这 
移 右 边 加 上 一 个 格 的 方式 ， 可 以 产生 一 部 分 (n+? 
之 ， 每 个 (n+1) 次 台 都 能 由 一 部 分 "次 台 这 样 地 阁 : 
这 种 产生 关系 (只 在 某 一 行 上 差 一 个 格 ) 的 次 台 
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] 用 了 7 来 表示 ， 并 作 和 己 ,aedy 。 


(用 两 种 求 和 次 序 来 计算 上 面 的 和 式 。 如 果 先 对 2 求 
"(应 用 (34.3)) 
5 didh=Bdi Dd = Tdint Dd 


Ei i i~i 


= (n+1)Ddi 


.i 求 和 ， 并 应 用 (34.2)， 又 有 
Ddidh=BdrD ,dDd dE) 


Bd) = (nt DEd 
[i i 


理 对 于 次 台 成 立 ， 就 有 
Sadi= 

得 

Bd) = nt Dn nt! 
对 (n 十 了 次 台 也 成 立 。 从 而 定理 2 得 证 。 
台 的 记号 [24]， 并 将 [41 的 标准 盘 数 记 作 nw[21， 定 理 
为 

= (34.4) 
对 所 有 1 次 台 求 和 。 


到 nl 是 群 S$， 的 阶 ， 而 n[ 和] 等 于 表示 [4 ] 的 维 数 〔 待 
“34.4) 表 明了 不 可 约 表示 的 维 数 平方 和 等 于 群 的 阶 这 
EE 

“4 次 台 为 例 来 验证 定理 2 : 

人 一 1 

31]=n[21]+#[3]=n[11] +n[2]+n[3]=3 
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nif22]=n[21]=n[11]+n[2]=2 
n[211]}=n[111] +n[21]=n[111]+n[11]+n[2]=$ 
n[1111]=1 
12 十 32 十 24 十 32 十 1 一 24 一 4 


在 同一 个 台 的 标准 盘 之 间 ， 也 能 够 建立 一 种 确定 的 次 序 


(大 小 ) : 从 第 一 行 起 ， 由 左 向 右 ， 逐 次 比较 每 个 格 中 的 数 


码 ， 首 先 出 现 较 大 数码 的 标准 盘算 是 较 大 的 。 标 准 盘 之 间 的 大 . 


小 (次 序 ) 关 系 也 用 符号 “< ”来 表示 。 例 如 ， 前 面 写 过 的 [31] 
的 三 个 标准 盘 有 如 下 次 序 
112131 11214| 4113141 
PI 
定理 3 假定 之 和 4 是 属于 同一 台 的 两 个 标准 盘 ， 在 二 中 : 
同行 的 数码 在 4 中 不 同 列 ， 则 有 宇 关 4。 


证 明 用 反 证 法 ， 只 需 证 明 : 车 三 <4， 则 至 少 有 两 个 数 、 
码 在 之 的 同一 行 且 在 4 的 同一 列 。 证 明 的 方法 是 ， 在 三 < 的 : 


条 件 下 ， 我 们 设法 找 出 两 个 数码 ， 它 们 确实 在 之 的 同一 行 且 在 . 
4 的 同一 列 。 | 

三 <4 表 明 ， 在 它们 所 属 的 台中 有 一 个 格子 (ig) ( 表 第 售 
行 第 & 列 的 格子 ) ， 三 和 4 在 这 个 格 前 面 的 每 个 格 〈 图 34.1 中 
用 粗 线 围 起 的 部 分 ) 中 的 数码 都 相同 ， 且 在 (ik) 中 的 数码 mm 
小 于 4 在 (ik) 中 的 数码 9 。 现 在 考虑 数码 普 在 4 中 的 位 置 。 因 ， 
m<9， 按 标准 盘 的 定义 ， 在 4 中 ,mm 不 可 能 在 g 揭 右 下 方 (图 
34.1 中 用 虚线 围 起 的 部 分 ); 另 一 方面 ， 在 4 中 入 也 不 能 在 粗 线 
围 起 的 部 分 (否则 mr 在 之 中 将 位 于 这 部 分 ， 这 与 mm 位 于 (ik) 矛 


盾 ) 。 所 以 ， 在 4 中 ，m 必 位 于 上 述 两 部 分 之 外 的 某 一 格子 


(17) 中 ( 见 图 ) ，1>1，i<h。 再 考虑 第 1 行 第 i 列 的 格子 
(i7)， 由 于 (2) 在 (ik) 的 前 边 (j<k)， 即 在 粗 线 包围 的 部 分 
内 ， 因 而 之 和 4 在 (ij) 中 的 数码 是 相同 的 ， 设 为 m'。. 
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图 34.1 . 
m 和 和 就 是 我 们 要 找 的 两 个 数码 :在 之 中 , 它们 分 别 在 格子 
(ik) 和 (i7) 中 ， 都 位 于 三 的 第 i 行 ， 在 4 中 ， 它 们 分 别 在 格子 


《17) 和 (7) 中 ， 都 位 于 4 的 第 7 列 。 从 而 定理 得 证 。 

利用 本 节 中 的 三 个 定理 所 概括 的 关于 杨 图 的 性 质 ， 不 难 建 
立 起 置换 群 的 不 可 约 表 示 的 基本 理论 。 这 正 是 我 们 事先 陈述 这 
些 预 备 知识 的 目的 。 


3 35 杨 算 子 与 $4 的 不 可 约 表示 


35.1 5; 的 群 代 数 与 杨 算 子 

在 人 6 中 已 经 指出 ， 有 限 群 G 的 群 代数 形成 G 的 正则 表示 
空间 。 由 于 正则 表示 含有 群 的 所 有 不 可 约 成 分 ， 如 能 将 群 代数 
分 解 成 最 小 左 不 变 子 代数 〈 最 小 左 理 想 ) 的 直 和 ， 就 等 于 实现 
了 正则 表示 的 完全 约 化 ， 从 而 得 到 群 的 全 部 不 可 约 表示 。 事 实 
上 和 群 代数 的 每 一 个 最 小 左 不 变 子 代数 ， 就 是 @G 的 一 个 不 可 约 表 
示 空 间 。 问 题 是 如 何 作出 最 小 左 不 变 子 代 数 (作为 正则 表示 的 
不 可 约 子 空间 ) ， 来 得 出 G 的 不 可 约 表示 。 

以 多 表示 GG 的 群 代数 ,vo。E .多 ,考虑 .多 的 子 集 %vo = {v5o :| 


256 


2 6E .多 }] ， 容 易 验 证 ，.%vo 是 .多 的 一 个 子 代数 《aivivo 十 asvavo 二 : 
(awit+dv2a)vo 二 vo EBvo， 表明 .Zvo 是 多 的 子 空间 ; 
(vivo) (vvV0) = (VivVov) vo=v Vo 6E RY。 又 进而 表明 ,多 oo 是 .多 
的 子 代数 )， 这 个 子 代数 是 左 不 变 的 ; wx(zze)= (uv)vo= wuwo E 
多 Vo，u€.R。 总 之 ， 用 多 的 任意 元 有 葬 多 ， 总 是 生成 多 的 一 
个 左 不 变 的 子 代数 ( 即 G 的 正则 表示 的 一 个 不 变 子 空间 ) 。 如 
果 .%wo 又 是 最 小 的 (作为 表示 空间 是 不 可 约 的 ) ， 我 们 便 得 到 ， 
了 一 个 不 可 约 表示 。 

寻求 G 的 不 可 约 表示 的 问题 ， 现 在 可 转 为 寻找 .多 中 的 特殊 


元 v0 ,使 得 vo 是 多 的 最 小 左 不 变 子 代数 ,为 了 得 到 爹 部 不 可 约 : 


表示 ， 就 需 作出 产生 不 同 (不 等 价 的 ) 不 可 约 表示 的 所 有 vw。。 
对 于 置换 群 来 说 ， 下 面 要 引入 的 杨 算 子 就 是 5 的 群 代数 
中 的 具有 上 述 性 质 的 特殊 元 。 以 下 .多 专 指 S。 的 群 代数 。 


由 每 一 个 n 次 盘 了 可 定义 一 个 .3 的 非 零 元 Ys， 称 为 由 驴 


产生 的 杨 算 子 
Ys= (Zp) (S609)= Soupg (35.1) 


其 中 bp 是 了 的 水 平 置换 ，p 是 所 有 水 平 置换 的 和 ，v 是 卫 的 ; 


垂直 置换 ，co=1 ( 当 9 是 偶 置换 ) 或 -1 ( 当 9 是 奇 置换 ) ， 
和 >044 古 对 所 有 垂直 置换 求 和 。Y 去 0, 这 是 因为 :Ys 一刀 6spg 中 : 
群 单位 元 e 的 系数 为 1 取 0 (注意 水 平 置换 与 疏 直 置换 不 可 能 互 
逆 ， 除 非 p=qg=e) "o 


合 [2] 上 有 n[ 和 4] 个 标准 盘 ， 对 这 些 标准 盘 可 给 以 由 小 到 大 
的 序号 1 ，2 "mm,, nl 4%]， 用 区 1 表 [4] 的 第 m 个 标准 . 


盘 ， 呈 "产生 的 杨 算 子 记 作 YW1。 
例 1 St"1=[1121 [9 YI" 到 p。 DZ 也 称 为 
PEJSn 


对 称 化 算 子 。 
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例 Slr] 一 - ， yil"] 一 又 Gog。 了 [ln 出 叫 肥 称 
9 Nn 


El 


化 算 子 。 
例 8 290 VEN=[(1) + (128) + (132) 


+ (12)+(23) + (138)1[(1) ~ (14)1= (1) + (123) + (C192) 
十 (12) 十 (23) 十 (13) - (14) - (1423) - (1432) ~ (142) 
一 (14)(23) 《143)。YY I 是 5S, 的 群 代数 的 一 个 特殊 元 。S, 的 
群 代数 的 自然 基 是 5S, 的 24 个 置换 ， 群 代数 中 的 任意 元 都 是 这 24 
个 基 矢 的 线性 组 合 ，Y49 是 一 个 特定 的 组 合 ， 已 在 上 面具 体 
写 出 。 

为 了 用 了 算 子 分 解 S$; 的 群 代数 .多 〈 即 约 化 Sw 的 正则 表 
示 ) ， 需 先 证 明了 算 子 的 几 个 重要 性 质 。 

1” 车 了 和 六 是 由 属于 同一 台 的 两 个 盘 产 生 的 ， 则 有 se 
-9a， 使 了 一 S7s-1。 

证 明 设 Y 和 六 分别 由 盘 I4 和 4' 产 生成 。 因 4' 和 4 是 同一 
个 台 的 两 个 盘 ， 故 有 sE.S。， 使 

4'=s4 (35.2) 


因而 ， 壤 p 和 9 是 4 的 水 平 置换 和 冬 直 署 换 ， 则 p' = sps7! 和 
2 三 Sgs 分 别 是 4' 的 水 平 置 换 和 垂直 团 换 ， 反 之 亦 然 。 从 而 
二 的 水 平 置换 和 与 垂直 署 换 和 可 写 为 
p=s(p)s! (35.3) 
0'9'=s(T6g)s-! (35.4) 


‘(sqs™ 瑟 9 有 相同 的 奇偶 性 一 “9) 。 将 以 上 二 式 相 漆 ， 
海 a 
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(Bp) (P69')= sp) (6g)s! 
此 即 | 
Y’=sYs™! (35.5) 

2” ?= 一 ay，a 为 正 整 数 ， 且 ad=m ，d 是 .7 的 维 :- 
数 。 

证 明 设 产生 了 的 盘 为 4，4 的 水 平 置换 的 和 (可 p) 及 垂直 
置换 的 和 (本 6oq) 显 然 有 如 下 性 质 : 对 4 的 任意 水 平 置 换 上 和 垂 
直 置 换 4 

Pp(2p)= (2 p) p= (2 p) (35.6) 

9( 之 69) = (2649)q=60( 3609) (35.7) 
这 是 因为 4 的 水 平 置换 集 和 垂直 置换 集 都 是 S。 的 子 群 ， 对 
(之 p) 左 (或 右 ) 乘 D ， 只 是 相当 于 改变 求 和 的 次 序 ， 对 (60q) 
左 (或 右 ) 乘 9 ， 除 改变 求 和 次 序 之 外 ， 当 9 为 奇 置 换 时 还 改 
变 各 项 的 奇偶 性 。 从 而 了 ?= ( 忌 p)( 忆 99)( 忆 p)( 志 6oq) 满足 . 


pY?q=00Y? (35.8) 
于， 可 以 证 明 ， 若 .多 的 任意 元 v 满足 
pvqg= ov (35.9) . 
对 4 的 所 有 P 和 9 成立， 则 必 有 


Uv 二 Y 了 ， yy 是 常数 (与 vv 有关) (35.10) 
所 以 ，(35.8) 藉 含 Y2= ay 。 
下 面 来 证 明 (35.9) 一 >(35.10)。 将 v 向 .多 的 自然 基 {s 
展开 
2 一 之 ?3 (35:11) 
代入 (35.9) 得 
. Srpsq= TY,o0s (35.12) 


置换 s (5 的 元 ) 可 分 为 两 种 类 型 ，pg 型 的 和 非 pg 型 的 (pp 、 
2 是 对 4 而 言 ) 。 在 (35.12) 的 右边 ， $s 二 pg 的 项 是 rvse pg; ， 


« 
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左边 的 pq 项 是 :=e (e 表 Ss 的 单位 元 ) 的 项 yepg， 比 较 此 二 
项 的 系数 得 

?pe 一 0oye (35.13) 
这 就 确定 了 (35.11) 中 pg 型 置换 的 系数 。 若 so 为 一 非 pg 型 置 
换 ， 则 对 任意 的 p、9 有 

3o4 天 pq4 (35.14) 
盘 4 和 so4 显 然 属 于 同一 个 台 ， 满 足 上 节 中 定理 1 的 条 件 [4] 之 : 
[4"]， 因 而 车 4 中 同行 的 数码 在 so,4 中 不 间 列 ， 则 必 有 2 了、g ， 
使 po4=so4。 所 以 ，(35.14) 表 明 ， 至 少 有 两 个 数码 7 和 了 ， 
它们 在 4 中 同行 且 在 so4 中 同 列 。 令 1= (17)， 则 + 是 4 的 水 平 置 


换 并 是 so4 的 垂直 置换 ， 而 # = s6'1s6。 则 是 s01(s504) =4 的 垂直 


置换 。 即 ,上 和 分 别 是 4 的 p 型 置换 和 9g 型 置换 。 在 (35.12) 
中 ， 取 p= 二 1，g= 二 + ， 并 注意 psog=tsot =ts050!ts0=1?s0= so 
及 64=641 一 一 | 再 比较 等 式 两 边 so 的 系数 ， 得 ?ao 一 一 站 wo， 
即 有 - 


?oo 一 0 (35.15) 
这 表明 ， 在 (35.,11) 中 不 含有 非 pg 型 的 项 。 所 以 可 写 
v= Vp9 = Ye Dd p= YeY (35.16) 
北 即 (35.10)。 这 就 证 明了 ( 令 wa=?o) 
Y?=ayY (35.17) 


注意 是 v= 了 ?中 所 含 的 单位 元 的 系数 ， 它 必 为 整数 。 实 
际 上 ， 了 是 自然 基 的 整 系数 组 合 ，Y ?自然 也 是 这 样 。 
最 后 来 证 明 a 等 于 加 的 维 数 与 .2 的 维 数 之 比 


ca 一 分 (35.18) 


-考虑 罗 上 的 线性 算 子 bf 


po=vY, vyER :: (35.19) 


260 
(f 将 空间 多 投影 为 子 空间 BY)。 鞠 在 . 罗 中 取 自 然 基 (51,52 > 
…, sal}， 用 fp 作用 于 s:， 有 
psi= 5 = B60sipq9= si+ 
( 当 po 拓 e 时 ，si;pg 关 851， 履 51 的 系数 为 1 ) 可 见 f 的 述 为 
trp =S pu= 2 1 一 放 (35.20) 


再 在 多 中 另 取 一 组 基 {v1 ,v2,… ,vayvail ,…}， 其 中 前 a 个 取 

为 子 代 数 .BY 的 基 ， 后 面 的 可 任 取 。 将 $8 作 用 于 vi:， 因 td 时 

Vi 6 多 BOY 故 可 写 v1= 二 二 ， 从 而 fi 二 vi 了 =n? 二 quY， 期 
bvi=av, i=1,2,%…,d 

当 7P>d 时 ，fwy 二 vy E .YY ， 故 fvi 可 写 为 史 了 的 基 的 线性 给 


合 


Buy= Pi 十 payus 十 … 十 pda jd 
可 见 ep; :7 一 0。 有 


da 
trp= 三 po 二 1 了 有 一 r+0=ad (35.21) 


比较 (36. 20) 和 (35. 21), 便 得 
0 d=n! 
此 即 (35. 18)。 这 也 表明 a>0， 所 以 a 是正 整数 。 
2° 的 推论 .2 了 的 维 数 整 除 .多 的 维 数 。 


3” 对 多 的 任意 元 v， 有 Yvy pwY,， vp 是 常数 (与 v 有 


关 ) 。 
证 明 YvY=(2p)[(560g)v(2p)](536og),， 由 (35.6》 
和 (35.7) 知 : Yv 了 满足 条 件 (35 .9) 


pl(YvY )q=60(YvY) (35.22) 
由 (35.10) 知 ， 上 式 车 含 
YvY=yY (35.23X 


其 中 Y 为 YvY 对 自然 基 的 展开 式 中 单位 元 e 的 系数 。 


全 
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4" 车 Y 和 Y' 是 由 属于 不 同 台 的 两 个 盘 产 生 的 ， 则 对 .多 的 
任意 元 vv 有: YvY' 二 0, Y'vY =0。 

证 明 设 产 生 了 和 7 的 盘 分 别 为 4 和 4' ， 假 定 4 的 台 是 较 
大 的 。 这 时 相当 于 上 节 定 理 1 的 条 件 [4] 之 [4'] 成 立 ， 但 [%] 
去 [2 ]， 因 而 至 少 有 两 个 数码 和 了 在 4 的 同一 行 和 4 的 同 
列 。 令 i 一 (i，7)， 则 同时 为 4 的 p 型 置换 和 4 的 9 型 置换 。 
由 (35.6) 和 (35.7) 得 

(Sp)t(260'9' )=[ (2 Pp) (260g" ) 
=(3p)(2600g' )= (Bp) lt(Z600' )] 
=0(2p)(D60g' )= -~ (Dp)(B6¢0g' ) 
从 而 有 
(2p)(260'9' )=0 (35.24) 
同 理 可 证 
(26¢0g' )(2p)=0 (35.25) 
用 置换 s 作用 于 4 ， 得 出 属于 同一 台 的 盘 42?=s4'  。 这 有 时 
由 (35.4) 知 ，4 的 垂直 置换 和 为 
Zerg’= s(260'g'  )s 
将 (35.24) 用 于 4 和 4?， 得 
(Sp brg’)= (Dp)s (09' )s*!=0 
两 边 右 乘 s ， 又 有 
(2p)s(260'9' )=0, sEG 


因此 ， 对 多 中 的 任意 元 v= Yss， 都 有 


(Bp)v(2 09’ )=0 (35.26» 
同 理 可 由 (32.25) 推 断 | 
(26¢4'9' )v(2p)=0 (35.27} 


对 (35,27) 左 乘 (p')， 右 乘 (226og)， 便 得 
Y'vY=0 (35.28》 
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注意 到 YvY’ =(2p)(269)v (2 p') (26¢09' ) 
=(Bp)v’ (D60g' ) 
相 (35.26) 又 得 ”YYvY' 二 0 (35.29) 
5" 若 了 和 六 是 由 同一 个 台 的 两 个 标准 盘 产 生 的 ， 且 产生 
了 的 标准 盘 较 大 ， 则 有 YY' =0。 
证 明 ” 设 产 生 了 和 了 "的 标准 盘 分 别 为 4 和 4 , 则 有 4>4'. 
按 上 节 的 定理 3 ， 这 要 求 ; 至 少 有 两 个 数码 和 i 在 4' 中 同行 
且 在 4 中 同 列 。 所 以 i= (1j) 是 4' 的 p' 型 置换 及 4 的 9 型 置换 。 
由 (35.6) 和 (35.7)， 有 
(之 be9)t( 袜 P )= (F609) [tT p’ )] 
= (09)(2Dp)=[(260)t] (Sp ) 
= ~ (2609)(2 7') 


疡 以 必须 | 
(Zé) (Dp')=0 (35.30) 
对 上 式 左 乘 (二 p)， 碳 乘 ( 忌 bsrq' )， 得 
YY’=0 (35.31) 


35.2” 群 代数 .2 的 分 解 与 Ss 的 不 可 约 表 示 

.多 是 S。 的 正则 表示 空间 ，. 多 的 每 个 最 小 左 不 变 子 代数 是 
这 个 ( 左 ) 正 则 表示 的 一 个 不 可 约 不 变 子 空间 ， 并 生成 5, 的 一 
个 不 可 约 表示 。 所 有 的 不 可 约 表示 空间 都 可 以 用 杨 算 子 右 乘 多 
得 出 。 

(1) 基本 定理 

定理 1。 .9 了 是 不 可 约 的 ，2” 车 了 和 Y' 由 同一 个 台 
两 个 扒 产 生 ， 则 .8 了 与 .9Y' 等 价 ，3” 车 YY 和 Y' 由 属于 两 个 不 
同 台 的 盘 产 生 , 则 .多 7 和 .多 7 互 不 等 价 ，4*” 车 了 81,Y1,…， 
了 Wt 为 [24 ] 的 标准 盘 所 产生 的 杨 算 子 ， 则 .2 了 名 ， 罗 了 芝 ，…， 
-BY[h 是 线性 无 关 的 ，5” 设 451 为 [4] 的 第 m 个 标准 盘 ， 
481= hm4W1,hn E54,4W1 产 生 的 杨 算 子 为 YHI， 则 8Y41 的 元 
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户 了 9j TI，… ,hnla1 了 时! 形成 BY 的 基 。 
下 面 依次 证 明之 。 
证 明 1” 车 .ZY 能 分 解 为 多 的 两 个 不 变 《 以 下 均 指 左 不 - 
变 ) 子 代 数 的 直 和 
HY= HB. PR, (35 .32) 
则 可 证 明 ， 必 有 .多 了 = 多 1 或 %Y 了 二 多，。 因 而 .% 了 作为 9。 的 正 . 
则 表示 的 不 变 子 空间 ， 是 不 可 约 的 。 
(35.32) 表 明 ，. 罗 了 中 的 任何 元 均 可 崔 一 地 分 解 为 在 多 利 ; 
多 。 中 的 两 个 分 量 之 和 。 特 别 地 有 分 解 式 
Y=Y,+Y,, Y, €.%1, Y, EF, (35.33) 
了 ,E.RF8Y， 故 可 写 Y 一 v 了 ， 由 杨 算 子 的 性 质 2*， 有 YY= 
v 站 二 GQv 了 二 aYi。 从 而 ， 以 了 左 乘 (35.33) 得 出 
wa: 一 Yi 十 YY， 
但 aY1€ 多 1!， 而 YY,€ 多 。( 注 意 了 ,€.%,， 而 多 ,在 多 下 是 
不 变 的 ) ， 由 分 解 的 唯一 性 ， 必 有 


Yi= wy， (35.34) 
7,7。=0 (35.35) 
同样 可 证 、 
Y3=aY, (35.36) 
YsY1=0 (35.37》 
由 (35.33) 一 (35.37) 可 得 
YY,Y=o2Y, 
又 由 杨 算 子 的 性 质 3° 可 得 


YY.Y=yY= YY +YyY, 

比较 以 上 二 式 ， 并 注意 YY1Y 分 解 的 唯一 性 ， 最 后 得 到 
yY1= oY, 
[ye (35.38) 


因 wx 和 0， 易 见 上 式 藉 含 
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了 Yi 二 0， 当 7=0 
(yo 当 y 关 0 
总 之 ， 了 1 和 了 ,之 中 必 有 一 个 为 零 。 若 Y= 二 0, 则 .BY =.%Y, CC 
.多 。 (多; 在 . 歹 下 不 变 ) ， 但 ,多 CC. 多 了 ( 按 定义 (35.32)) ， 所 
以 多 了 = 多,。 同 娃 ， 车: =0， 则 .BY = .多 ，, 。 因而 ， 总 有 
BY 二 Bp1 或 这 ， (35.,40) 
这 就 证 明了 .Bg 了 的 不 可 约 性 。 
2” 设 产生 了 和 YY "的 盘 分 别 为 4 和 4'， 因 4 和 4 属于 同一 
个 台 ， 由 杨 算 子 的 性 质 1* 知 ， 有 sE5s,， 使 (s4=4'》 
Y’=sYs-! (35.5) 
为 了 证 明 S，。( 或 .多 ) 的 两 个 不 可 约 表示 空间 .8 站 和 .BY' 是 等 
价 的 ， 只 和 需 证 明 存 在 由 .%Y' 到 .ZY 的 双方 单 值 的 线性 映 射 了 
满足 


(35.39) . 


9f=J9, gES, (35.41) 
或 
af=fa, uE% (35.42) 
其 中 9 或 2 表示 矢量 空间 .多 上 的 算 子 〈 即 左 正 则 表示 的 算 子 ) ， 
它们 对 . 史 中 元 的 作用 被 定义 为 左 乘 9 或 2 
名 三 97 
| ， UVES (35.43) 
如 下 定义 一 个 算 子 f 
fu=vs, zf6 .多 (35.44) 
它 显然 是 线性 的 ， 又 vis=vas 一 >v1 一 (两边 右 乘 ? -人 ， 表 
明 # 是 双方 单 值 的 。 再 则 
flvY' )=vY' s=vsY = (vy) 
说 明 f 将 .%Y' 映射 为 .ZF 了。 最 后 | 
9fv=9(vs)= gvs= (gv)s= (90)s=f(90)=f9v0 
对 .多 的 任意 元 成立， 表明 (35.41) 成 立 。 这 就 证 明了 满足 上 
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述 条 件 的 映射 的 存在 ， 从 而 证 明了 2°。 
3” 仍 以 4 和 少 表 示 产 生 Y 和 Y' 的 扒 ， 现 在 4 和 4' 属 于 不 
闻 的 台 。 由 杨 算 子 的 性 质 4" 知 ， 有 
VY'vY=0, vE (35.28) 
如 果 定 理 之 3 不成立， 即 如 .9Y 和 .BY 是 等 价 的 ， 则 有 将 
多 Y' 上 映 为 .BY 的 一 一 线性 映射， 满足 (35.42)。 将 (35.42) 的 
两 边 作用 于 .2gY' 的 任意 元 Y' ， 得 
uf(Y’)=f(uY’), wwE 多 
取 w= 二 Y'， 又 得 
YAY’)=f(Y")=f(aY’ )=af(Y’) 
以 上 右 乘 上 式 两 边 ， 注 音 f(Y' )€ .%Y， 可 得 f(Y')=vY， 因 
而 有 YD)Y=vY?=avY =af(Y')， 则 上 式 化 为 
Y’'f(Y')Y= of(Y'’) (35.45) 
已 知 Y 关 0，- 故 YY') 关 0 (人 是 一 一 的 ) ， 又 知 a: 了 0， 由 
(35 .45) 得 
Y’f(Y’')Y¥0 (35.46) 
记 了 Y')=v， 便 立即 看 出 ， 上 式 与 (35.28) 著 盾 。 所 以 ， 定 理 
之 3" 不 得 不 成 并 。 


4” 为 了 证 明 . 多 站 等 n[4] 个 子 空间 是 线性 无 关 的 ， 只 


雷 证 明 在 各 子 空间 中 任 取 一 非 零 和 撩 量 ， 得 一 线性 无 关 组 。 在 
YH 中 任 到 一 非 零 和 拓 量 vm 了 YL ， 令 (以 下 略 去 共同 指标 [41) 
CIVIY 1+ cave z+ 十 crony n=0 (35.47) 

用 最 小 盘 的 了 算 子 了 , 右 乘 上 式 ， 由 杨 算 子 的 性 质 5* 可 知 ， 上 式 . 

除 第 一 项 外 均 化 为 零 ， 从 而 有 
civiY?= QacwiY,=0 

但 a 关 0，vi 了 1 关 0， 帮 必须 
ci1=0 


而 (35.47) 化 为 
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C2UoY sg 十 “cnvaY n= 0 (35.48> 
再 以 次 小 盘 的 了 右 乘 上 式 ， 同 理 得 到 

Ca 一 0 
以 此 类 推 ， 总 之 得 出 

Ci 一 Cs 一 … 一 Co 一 0 (35.48) 


从 而 证 明了 4°。 

5° 需要 证 明 两 点 : hiY!, ho¥i1, 的 hn¥ 1 ( 略 去 了 指标 
[%4]) 是 线性 无 关 组 [4] 上 的 标准 盘 的 个 数 (n= 二 n[%]) 等 于 
YW 的 维 数 。 

先 来 证 明 第 一 点 。 由 于 4n= pu4 和 (35.5)， 有 Ys 二 
hn 了 hi!， 或 hm 了 ;二 Ynhmo。 因而， 为 了 证 明 {A7 AsY，…， 
ha 了 1} 无 关 ， 只 要 证 明 {Y ,hi,Y2hs， … pn 无关。 令 

ciY Ai 十 cay sj 十 … 十 coyj 一 0 (35. 49) 


依次 用 最 大 盘 、 次 大 盘 .… 的 杨 算 子 左 乘 上 式 ， 接 证 明 (35.48》 
的 同样 方法 得 出 

ci 一 Co 一 … 一 Cn 一 0 (35.50) 
即 所 欲 证 。 , 

再 来 证 明 第 二 点 。 设 %YY1 的 维 数 为 di。 由 .Bp 了 Li 与 
ZY! 等 价 知 ， 二 者 作为 线性 空间 是 同 构 的 ， 因 而 有 相同 的 维 
数 。 所 以 ， 子 空间 SY .% 了 1,… ,BY 的 维 数 都 为 di。 
又 ， 诸 %Y 了 YW! 线性 无 关 (对 不 同 m 的 无 关 性 即 定理 之 4"， 对 不 
同 [%] 的 无 关 性 ， 是 由 于 不 等 价 的 表示 空间 是 无 关 的 ) ， 它 们 
的 维 数 和 不 能 超过 多 的 维 数 ， 即 有 


BatsJd<m (35.51) 
但 前 已 证 明了 ，.gYY 中 有 n[4] 个 无 关 矢 量 {haY1})， 因 而 又 有 
n[%]<di (35.52) 


由 (34.4)，(35.51) 又 可 写 为 


4 


La 
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Enl21d < Em[] (35.53) 
对 比 (35.52) 和 (35.53) 可 知 ， 必须 有 | 

HA 一 di (35.54) 
即 由 [4] 的 任意 盘 所 产生 的 S$, 的 不 可 约 表示 的 维 数 ， 谷 为 [4] 
的 标准 盘 的 个 数 。 


(2) .多 的 完全 分 解 
由 基本 定理 和 (34.4) 可 见 ，S， 的 群 代 数 .多 的 诸 最 小 左 不 
变 子 代数 . 罗 了 入 的 直 和 等 于 .Z 本 身 ， 即 有 .多 的 完全 分 解 


B= 2 DRYH] (35.55) 
2 m 


这 也 就 是 多 作为 5 的 正则 表示 空间 的 完全 约 化 。 这 一 约 化 是 
通过 所 有 次 台 的 所 有 标准 盘 来 实现 的 ， 每 个 不 可 约 子 空间 的 
基 都 可 按 定理 之 5" 的 方式 作出 。 

(3) Sa 的 不 可 的 表示 与 杨 图 

由 于 正则 表示 中 含有 全 部 不 可 约 表示 ， 我 们 在 上 述 作 法 中 
实际 上 已 经 穷尽 了 S， 的 所 有 不 可 约 表示 ; 在 不 计 等 价 时 ， 
3 的 不 可 约 表示 与 .2 次 台 是 一 一 对 应 的 ， 因 而 习惯 上 也 将 次 
台 [4] 当 作 S， 的 不 可 约 表示 的 标记 。 例 如 ， 不 可 约 表示 [4 ] 的 
表示 空间 可 由 [14] 的 最 小 标准 盘 4891 来 生成 : .BYY1。 上 面 还 
证 明了 ， 不 可 约 表示 [4 ] 的 维 数 等 于 [2 ] 的 标准 盘 的 个 数 ， 而 
且 14 j 的 不 可 约 基 可 由 xf 和 ] 个 标准 盘 4U 来 生成 :ol 一 加 YL， 
4 二 hm4W。 因 而 也 可 能 将 标准 盘 作 为 不 可 约 基 的 标记 。 

为 了 具体 地 作出 一 个 不 可 约 表 示 ， 只 需 按 上 述 方法 作出 一 
组 不 可 约 基 ， 再 将 群 元 作用 于 〈 即 左 乘 ) 各 不 可 约 其， 从 而 便 
林 写 出 表示 的 矩阵 〈 可 只 对 群 的 生成 元 写 出 ) 。 

例 1 3 的 表示 [1] 

先 考 虚 由 4 次 台 [n]=| 和 ,| | 所 确定 的 5S， 的 不 可 


| | 


让 
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约 表示 。 这 个 台 只 有 一 个 标准 盘 []T3| [jj ,因而 表示 [n] 是 
一 维 的 。 此 标准 盘 产 生 的 杨 算 子 为 7 受 p， 因 而 生成 的 
不 可 约 基 为 vi" 二 Yt"= 了 YI"i( 有 二 6e)。 将 群 元 5s 作用 ( 左 乘 ) 
这 个 基 矢 ， 得 

svlnl= 5 sp= 3 D 一 vtn] 


PESh p'ESh 
可 见 这 个 表示 为 
Ss—>1, SES, (35.56》 


所 以 [wn] 是 S$; 的 单位 表示 ， 世 称 为 对 称 表示 。 
例 2 Ss 的 表示 [1"] 


再来 考虑 由 n 次 台 [1"] rns een ee 


一 ,因而 表示 [1”] 也 是 一 维 的 。 由 此 标准 盘 生 


上 只 有 一 个 标准 盘 


nn 
成 的 不 可 约 基 是 v1"1=Yrt1" = 马 6oq (he) ， 将 群 元 s 
4 mn 


作用 于 此 基 矢 ， 有 
SV[15] 一 2) 60sg= 5B) 60-109/ 
q€ gq ESn 


=0, 5 Op'0" =6vl1"] 
q'ES, 
可 见 这 个 表示 为 
S—>0,, SESeE (35.57》 
此 表示 也 称 为 9。 的 反对 称 表示 。 


二 
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然 ， 只 有 以 上 两 个 = 次 台 具 有 唯一 的 标准 盘 ,因而 S。 只 
有 [rn ] 和 [in] 巡 两 二 维 不 可 约 未。 
例 8 5 的 不 可 约 表 示 
最 后 来 考虑 Ss 的 表示 。 共 有 三 个 3 次 台 [31=TT 和 1 


[= 十 [1 ]= 


， 所 以 Ss 有 三 个 不 可 约 表示 。 已 知 [3] 


是 单位 表示 ，[1: ] 是 反对 称 表示 ， 现 在 只 需 考 虑 表示 [21]。 
台 || 一 有 两 个 标准 盘 洁 | 2 和 | 上]， 因 而 表示 [21] 是 2 维 的 ， 


即 nL21]=2， 标准 盘 的 杨 算 子 为 
Y=[(1) +(12)][(1) - (13)] 
| =(1)+(12) ~ (13) - (132) 
YERN=[(CD+(13)](D) - (12)] . 
=(1) ~ (12)+(13) - (123) 


113|- G29) 412| 
可 见 有 

hs = (23) 
所 以 [211 的 不 可 约 基 为 


vl=h Y=(1)+(12) ~ (13) - (132) 
v1l=h, Yh!l= ~ (12) + (23) — (123) + (132) 
将 5 的 生成 元 (12) 和 (23) 作 用 于 这 组 基 ， 得 
(12)v8 11=v 1 
| (7 023) + (13) + (123)= -v1 -v1 
和 
(23)v = hv = Ah Yh! 
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(23)v8 =h3Y i=YY =v11 

可 见 ， 在 表示 [21] 中 ， 生 成 元 (127 和 (23) 在 基 {o 坚 2， 中 匡 下 

的 矩阵 为 


(35.58) 


G9) 一 (， 
0 -1 
0 1 

G9—( 0) 


由 上 述 方法 作出 的 S。 的 不 可 约 表示 的 矩阵 一 般 并 不 是 
“标准 矩阵 ”， 构 造 “ 标 准 拭 阵 ”的 系统 方法 将 在 后 面 讨论 。 


$36 ”Sn 的 单纯 特征 标 


36.1 S， 的 单纯 特征 标 与 杨 算 子 

即 然 *。 的 不 可 约 表示 [4] 可 由 杨 算 子 了 的 来 生成 ， 那 么 
[4%] 的 特征 标 X'* 也 就 可 由 了 YY! 来 确定 。 下 面 先导 出 由 杨 算 子 
YW 来 确定 单纯 特征 标 %021 的 公式 。 

按 定义 ，XY01(9) 等 于 正则 表示 的 算 子 9 在 不 可 约 子 空间 
.BY 上 的 述 ，g ES 


Xi g)= (tr9) gy la (36. 1) 
为 了 计算 这 个 迹 ， 我 们 利用 将 空间 多 投影 为 子 空间 .27 的 算 


子 p 〈( 见 定义 (35.19)， 并 将 其 中 的 了 取 为 了 4D) 。 在 多 中 取 一 
组 基 {vi}， 使 前 面 的 n[ 和 4] 个 基 矢 为 YY! 的 基 ， 则 有 


9pvi= OpuY = OuY WY = of9uY 
一 0guvi， 当 ;和 2[2] 


nlaAl 
9pvs= Ov Y)= Seivi, 当 7>>2a[4] 


从 而 可 知 
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7 


(trgpD)a= 贤 CDu+ 号 (99v 


1J=n[11+1 
n[41 

一 CQ 包 (Oii+0 

Saltrp) gy 
可 见 ， 借 助 于 算 子 p， 能 够 用 95 在 空间 多 上 的 迹 来 表示 9 在 子 空 
间 .9YY 1 上 的 述 。 于 是 (36.1) 又 可 写 为 

X11(g)= "(tr9p) (36.2) 
为 了 计算 上 式 中 的 迹 ， 我 们 将 使 用 多 的 自然 基 {sj。 总 可 

和 将 多 的 元 YI 写 为 自然 基 的 线性 组 合 ， 如 以 Yh1(s) 表 示 其 组 合 
系数 ， 则 有 


了 的 一 和 YI(s)s (36.3) 
SESh 
与 定义 (35.1) 对 比 ， 可 知 
bt 当 s==pg 
YU .4) 
(3S) fe 当 s 天 pg 6 4) 


其 中 p 、9 都 是 相对 于 产生 了 41 的 盘 ( 即 [4] 的 最 小 标准 盘 ) 
而 言 的 。 
将 9 作用 于 基 拓 5， 得 
9ps= 9(sYH))= gsY Y= 3 YY ge 


= 5 Yi(s-ig-ih J ye-ig-is)s + 
h'EéES, 


从 而 知 
(0p)ss=Y'(s-!g-!s) 
将 此 式 对 s 求 和 即 得 (tr98) gg 因而 又 可 将 (36.2) 写 为 


Xl(g) = 十 Yhi(s-1g*!s) (36.5). 
5 人 
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这 就 达到 了 用 产生 [4] 的 杨 算 子 来 表示 [4] 的 特征 标的 目的 。 
还 需 将 公式 (36.5) 进 一 步 标 准 化 。 群 元 g 1! 确定 9。 的 一 
个 类 玉 ,-1， 当 s 跑 遍 5, 时 ，s“!1g "1s 将 多 次 跑 遍 KK,-i1， 而 且 
玉 ,-! 中 的 每 个 元 重复 出 现 的 次 数 等 于 5。 中 与 9 ! 对 易 的 元 的 个 
数 《 有 一 个 与 9 对 易 的 元 x ,就 有 一 个 元 y 一 zs， 使 y 'g 13 一 
s-1g"1s) 。 由 9.3 节 的 (9.6) 式 可 知 ， 类 -1 被 重 复 的 次 数 
为 N(Sn)/N(K,-1)， 于 是 有 

-1g-1s)= NS, 
Eg s)= nn Yh i(s) 
对 于 置换 g 来 说 ，g-! 即 是 将 g 的 各 轮换 中 的 数码 次 序 颠 倒 后 
的 置换 ， 因 而 两 者 具有 相同 的 循环 结构 ， 即 g-! 和 249 属于 同一 
个 类 。 所 以 对 置换 群 S$,， 有 | 
Ks-i=K (36.6) 


再 注意 入 (Ss)=n4 ，N(Ky) 一 n(v) ((v) 是 类 KK 的 御 环 结 
构 ) ， 以 及 a 二 nl /n[ 和 ] (由 式 (35.18)) ， 最 后 可 将 (36.5) 写 
为 如 下 标准 形状 
Do = 14] ， 12] : 
XC») re EY (s) (36.7) 
式 中 (代表 9。 的 类 ，n(y) 是 类 (») 的 阶 ，n[4] 是 不 可 约 表 示 
[4 的 维 数 ，[41 的 特征 标 已 被 写成 了 类 函数 的 形状 。 
”单纯 特征 标的 基本 公式 (36.7) 中 含有 三 个 因子 ; (2»)， 
nf41, 2 Yr(s), 类 的 阶 n(v) 具 有 明显 的 解析 公式 (5.8)。 


表示 的 维 数 n[ 和 4] 有 递 推 公式 (34.2)， 当 群 S。 的 “不 大 或 对 某 
些 特 殊 的 [4 ]， 用 它 来 计算 维 数 是 方便 的 。 后 面 我 们 还 要 给 出 
一 个 xz[2 ] 的 解析 公式 。 和 六 ,了 f(s) 显 然 是 一 个 类 函数 ， 而 


这 类 阔 数 的 形式 是 由 表示 [1 决定 的 。 由 (36.4) 可 知 
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Yrs)= 5 6 (36.8) 
SE(7) pqE(?) 
其 中 p 和 9 分 别 为 产生 了 WU] 的 标准 盘 (人 台 [2] 的 最 小 标准 盘 ) 
的 水 平 置 换 和 垂直 置换 。(36.8) 的 右 端 的 意义 是 :属于 类 (>) 
的 所 有 pc 数目 的 代数 和 。 当 5S 的 ”不 大 或 对 某 些 特殊 的 [2 ] ， 
可 以 直接 计算 这 个 代数 和 。 
pg 所属 的 类 取决 于 它 的 循环 结构 。 由 于 Pp 和 9 都 是 特殊 
置换 ， 在 某 些 简单 情况 下 ， 很 容易 由 PP 和 9 的 循环 结构 定 出 
. p9 的 循 球 结构 。Pp 和 9 都 由 独立 轮 换 之 积 组 成 。 由 于 盘 的 任 
一 行 与 任 一 列 至 多 有 一 个 交点 {共同 数码 ) ，p 的 任 一 轮换 与 
9 的 任 一 轮换 之 间 也 只 可 能 有 两 种 关系 : 不 相交 (独立 ) ， 或 
者 只 有 一 个 交点 (共同 数码 ) 。 不 相交 的 二 轮换 之 积 不 必 进 行 
运算 ， 而 有 一 个 交点 的 二 轮换 之 积 为 一 新 的 轮换 ， 其 长 度 等 于 
相 乘 的 二 轮换 的 长 度 之 和 减 1。 事 实 上 ， 当 j=i 时 ， 有 
Caffear fs) (fal) = (Tfatpf1fo "fe) (36.9) 
利用 上 述 事 实 ， 在 某 些 简 单 情况 下 ， 不 必 进 行 乘积 的 具体 
演算 就 能 确定 pg 的 循环 结构 。 
例 1 5S, 的 特征 标 X31(y) 
群 ? ,可 写 为 
S14= ((1) 96(12),3(12) (34),8(123),6(1234)} 
在 这 种 记 法 中 ， 写 出 了 每 个 类 的 一 个 代表 元 ， 代 表 元 前 面 的 数 
字 就 是 那个 类 的 阶 。 
表示 [31] 的 维 数 ( 即 台 [31] 的 标准 盘 数 ) 为 
n[31]=n[21]+n[3] 
=n[1?]+n[2]+n[3] 
=1+1+1 
=3 
产生 表示 [31] 的 杨 盘 是 
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出 一 
|4 
我 们 来 计算 它 的 有 确定 循环 结构 的 pc 的 个 数 之 代数 和 。 
要 使 pg= (1)， 必 须 p=g= (1)， 故 属于 ,的 第 一 个 类 的 
p94 的 数目 为 1 。 
要 使 pg 具有 (12) 的 循环 结构 ， 或 者 p= 二 (1) 而 g= (14); 或 
者 p 二 (12),(23),(13)， 而 9g= (1)。 可 见 ， 这 时 pc 数 的 代数 和 
为 -1+3==2。 
要 使 pg 具有 (12) (34) 的 循环 结构 ， 必须 p= (23) ,4=(14)。 
故 记 求 之 代数 和 为 - 1。 
要 使 pg 具有 (123) 的 循环 结构 ， 或 者 p= (12) ,(13)， 而 
q= (14); 或 者 p= (123),(132)， 而 g= (1 。 改 所 求 的 代数 和 
为 -2+2=0。 
要 使 pg 具有 (1234) 的 循环 结构 ， 必 须 p= (123) ,(132)， 
而 g 二 (14)。 故 所 求 的 代数 和 为 - 2。 
为 醒 肯 起见 ， 可 将 以 上 结果 和 特征 标 值 列 成 下 表 。 


站 


类 (由 代 表 元 ) (1) | C12) |(12) (34) (1283) | (1234) 
n(y) 1 | 8 | 8 6 
13 11A 1 8 1 
n n(»9) | 2 | 8 
2 6 1 2 | -1 0 -2 
pat(r} 
XI31](») 3 1 | 


在 第 四 章 中 ， 作 出 了 点 群 O 的 单纯 特征 标的 完整 表 。 由 于 
54 兰 DO， 那 实 际 上 也 是 S, 的 特征 标 表 。 不 难看 出 ，Xi* 1 前 
面 的 YX 人 0 一致 


A 


275 


例 多 Sn 的 特征 标 X2( -2,1;0,，…;0) 
此 即 ZX 在 (12) 所 属 的 类 上 的 值 。 能 够 用 上 述 方法 求 得 任 
意 单纯 特征 标 在 这 个 特殊 类 上 的 值 的 一 般 公 式 。 
这 个 类 的 阶 为 
nl n(n-1) 
(n—2)12 2 


n(n~—2,1,0,.…,0)= 


这 时 的 忆 YY1(s)= 了 习 ” 64。 要 使 pg= 对 换 ， 必须 p 
5SE (2) p9= 对 换 


一 对 换 ， 而 gq 王 (1)3 或 者 p= (1)， 而 9 二 对 换 。 因而 ， 等 于 对 
换 的 pa 其 个 数 的 代数 和 ， 等 于 水 平 对 换 数 减 去 垂直 对 换 数 。 
总 的 水 平 对 换 数 等 于 各 个 行 的 对 换 数 之 和 。 对 于 台 [4] 第 


i 行 的 格子 数 为 2;， 因 而 这 一 行 的 对 换 数 应 为 二 li(2+- D) 。 故 


A) 


了 2 


垂直 对 换 的 总 数 等 于 各 个 列 的 对 换 数 之 和 。 对 给 定 的 台 
[4]， 有 1 个 格子 的 列 数 为 (4 -4，)， 有 2 个 格子 的 列 数 为 
《4s 一 4,)， 有 个 格子 的 列 数 为 (4 一 和 +1)。 每 一 有 个 格 
子 的 列 的 对 换 数 为 k(& 一 1)/2。 从 而 台 [%] 的 垂直 对 换 的 总 数 
为 


Ld a 
DEED, 1) 
| 2 


此 式 可 写 为 两 项 之 差 , 第 一 项 为 


D-DD- 习 & Da, 
R=2 2 
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hri = ED DH- 2 Dk — 2)4 
k=1 k=2 2 


-国人 Dk- 2 


由 二 2 


《注意 Xwtl= 0) 。 代 回 原 式 ， 两 项 系数 相 减 后 得 


D4 D-DD, 
入 二 2 k=1 
总 之 有 


2 6g= 
pg= 对 换 


了 


pe 
=1 k=1 


_ 


翌 2 十 -A (36.10) 


X (对 换 ) 一 2 | 4 十 1) - 翌 允 村 


(36.11) 
36.2 佛 罗 比 纳 斯 (Frobenius) 公 式 
设 z; + TX2, “"", zm 是 mm 个 独立 变 元 ， 考虑 它们 的 两 个 多 项 
式 。 
| xzq -1 rr 1 | 
> 让 一 人 一 2 了 | 
D(z ,To 一 7 | 


一 习 bopz9 ey: 

其 中 也 表 对 个 变 元 《za Za Tm) 的 置换 。 这 显然 是 一 个 

m(m 一 1)/2 次 的 齐 次 反对 称 多 项 式 。 
对 9 的 类 (>) 一 (> 37 定义 多 项 式 

So (Ti Ta me) 一 (Ti 十 Za + Xm) (zi 


‘x0 (36.12) 
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十 ZT 十 十 T2) ?1 (ZX 十 2 有 十) (36.13) 
由 全 十 2 十 … 十 nv 二 容易 看 出 ， 这 是 一 个 4 次 的 齐 次 对 称 
多 项 式 。 
作 以 .上 两 个 多 项 式 的 乘积 SD， 将 得 到 一 个 关于 变 元 
(zisT29 Tm) 的 (1 十 m(m 一 1)/2) 次 的 齐 次 反对 称 多 项 式 。 
将 此 乘积 展开 ， 可 得 


So D= QO), 
L192a9° sim ™ 


其 中 求 和 是 对 满足 如 t=n+m(m 1)/2 的 所 有 pi 进行 。 由 上 

式 关于 变 元 的 反对 称 性 ， 可 推 知 系数 4 关于 下 标 (Hi pa …， 

La) 的 反对 称 性 。 因 而 ， 任 二 下 标 相同 的 系数 都 为 零 ， 且 非 夫 

天 并 的 下 标 冯 二 时 的 时 不 变 ， 各 村 轩 和 时 习 呈 于 是 可 习 
Sa (7) YE 全 四 


Pp Gj pm 
3 Bplayrhiekn) 
pp 
= 2 pte “Tmm) 


Hi>m > pm 
从 而 有 


So*D= 书 Ga DOpPTITYL2 Thm 
HH3> > Lm 了 


(注意 : 对 乘积 zfz 和 …zsn 而 言 ， 置 换 x 的 寡 指标 与 置换 : 
本 身 是 等 同 的 ) 。 再 令 
Hi=Ai+m-i 


TUT Tm 


又 可 写 
SwD= 


3) COPD 
这 Az 守 A Ai 十 二 一 1 人 2 十 一 25e Ar 


Do prt tm dat (36.14) 


由 jn>Hpa>0 和 悦 /一 "+ 下 全- 二 ， 可 知 有 
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p> > 
(36.15) 


i 十 和 二 十 和 4m 二 

式 (36.15) 表 明 ，[4] 二 [4 ,4。,…,%4m] 确 定 群 Ss 的 一 个 不 可 

约 表示 (hwii 二 4mi2 二 二 4 二 0)， 而 [4] 的 行 数 才 m。 因 

此 ，(36.14) 中 的 和 号 可 理解 为 对 于 行 数 之 m 的 所 有 + 次 台 [%4] 

佛 罗 比 纳 斯 用 诱导 表示 的 方法 直接 计算 5S， 的 特征 标 ， 从 

而 证 明了 佛 罗 比 纳 斯 定理 1 式 (36.14) 中 的 系数 等 于 Su 的 
单纯 特征 标 Xi21(>)。 于 是 , (36.14) 又 可 写 为 如 下 形状 


SD= 2 Xp) Bopprdit™ irda m2 hm 
[1 的 行 数 志 m 
(36.16) 


公式 (36.16) 中 包含 了 S， 的 满足 [2 ] 的 行 数 和 mm 的 所 有 单 
纯 特 征 标 在 类 (>) 上 的 值 。 此 公式 除了 具有 重要 理论 价值 外 , 还 
可 用 来 计算 "的 特征 标 。 为 了 计算 9。 指 任 一 单纯 特征 标 %4 在 
类 (2) 上 的 值 ， 可 取 mm= [2 ] 的 行 数 ， 作 出 多 项 式 忆 和 So， 再 
计算 SoD 中 orrrlziatm2wzpm 项 的 系数 ， 这 系数 即 为 
Yip)e 

例 计算 5, 的 特征 标 Xl 1。 

[31] 有 两 行 ， 故 取 m=2。 显然 D(zi,zx;)=zI 一 Ya， 
Sn (zis Te) = (ri + re )) (zl172 ) 一 (Zi 士 Za)2(ZE 十 ZE) ， 
Sa(zrayza) = 一 (zi 十 2 的 2， Sw (Ti, Ta)= (ri t+7r2) (r+ x) > 
Se(zizz) 一 2 十 7， 其 中 已 将 9 的 5 个 类 用 其 序号 〈 按 上 小 . 
节 中 用 的 次 序 ) 简单 标记 了 。 

%39 在 5 个 类 上 的 值 分 别 为 以 下 五 个 多 项 式 中 的 ziarlziz: 
二 zfx, 项 的 系数 

SwD=(r1 十 za)4(zl 一 Z2) 
SwD=(r +zs)2(0z8+z3)(zl - re) 


SaD= (ri+ri) (x 一 Ya) 
SwD=(r 十 zz) (ri+7r3) (x ~ x2) 
SasD=(rii+rt)(r 一 Za) 
耻 而 求 得 
Xt31=3,1, -1,0,—1 
这 与 上 36.1 节 例 1 的 结果 相同 。 
86.3 不 可 约 吉 示 的 维 数 
由 佛 罗 比 纳 斯 公式 容易 导出 一 个 关于 Ss 的 不 可 约 表示 的 
维 数 的 解析 公式 。 | 
04 ] 一 %0(a 0, ,0) (36.17) 
而 YI(o 0, …,0) 等 于 多 项 式 
(zl 十 Za 十 TTm) "DpprT En (36.18) 


中 的 zfazsz…zam 项 的 系数 。 其 中 性 为 [2] 的 行 数 ，Hpi 一 和 十 证 
~i。 下 面 来 计算 这 个 系数 。 为 此 ， 先 将 (36.18) 中 的 如 式 改写 
为 

th (36.19) 
其 中 (k) = (Ri ,ho ，…, hm) 表示 个 数 (m -1,m 一 2,…,0) 的 任 
意 一 个 排列 ， 当 它 由 递 降 排 列 经 偶 置 换 得 出 时 ， 相 应 的 项 取 正 
号 ， 当 它 由 递 降 排列 经 奇 置换 得 出 时 ， 相 应 的 项 取 负 号 。 因 为 
zwho.rhn 的 项 只 有 与 

THl himha ho Tlm km (36.20) 
的 项 相 乘 时 ， 才能 生 成 z11 Tom 的 项， 而 (zi 十 … 十 Xm)” 中 
(36.20) 项 的 系数 为 由 /[ (一 ki)! (2 Re (lm km)!l 1]， 
所 以 (36.19) 中 (k) 二 (Ri,…, Rm) 的 项 对 所 求 系数 的 贡献 为 


(36.21) 


士 -一 
(LK1~ Ri)! (Hz 一 Pa )! “(hm™— Rn)! 
特 (36.21) 按 (36.19) 的 方式 对 (&) 求 和 ， 即 得 出 (36.19) 的 所 有 
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项 对 /7[ 求 系数 的 贡献 。 从 而 有 


"2 = TO 


1 了 1 
[pa mh [a-(m-2)] HI 


1 1 。 
=m LA 一 (1 fp 人 (一 2)]! A2! 


1 1 .li 
[um— (ml [um- (m2)1 Lnml 
(36.22) 
对 (36,22) 的 两 边 乘 以 yl Kzl… 4m! ， 并 注 意 对 行列 式 乘 
一 肥 时 可 以 和 到 其 任意 行 上 去 ， 从 而 可 将 1! 乘 到 第 一 行 上 , 将 
Lz! 乘 到 第 二 行 上 ，…， 结 果 (36.22) 化 为 
bal nl nf] 


IAA ~ 11- Kl pm 1} ”pK 1 
[41 ~ Cm~ 2)] [pi1~ Cm- 3)] | 
lal pa ~ 1 La[ Ha — 1 pi 1 
= [42— (1m—2)] [wu ~ (1 — 3)] 
ee- 了 … La[ pm 一 了 “pm 1 
Lam- (m -2)] [um ~ (m3)] 
(36.23) 


(36.23) 中 行列 式 的 第 1 列 是 4 的 (m~1) 次 多 项 式 , 第 2 列 
是 上 的 (m2) 次 多 项 式 ，…。 整 个 行列 式 可 按 这 些 多 项 式 分 
解 为 许多 同 阶 行列 式 的 线性 组 合 。 在 所 有 这 些 行 列 式 中 ， 没 有 
相同 的 列 的 行列 式 只 有 一 个 ， 其 余 的 行列 都 因 含 有 相同 的 列 而 


28F 


等 于 零 。 唯 一 的 非 零 行 列 式 为 


| 1 YT? hk 1| 
| ml m2 
Dl ta hm) £2 4 Ks 1 
peer Mm? pa 1 
: (36.24) 
其 系数 为 1 。 从 而 (36.23) 又 化 为 
一 一 一 nl “DD 3 3 Hm .25 
n[ 和 4] pr eal (LU Hz Lm) (36 .25) 
其 中 
mp 二 [4] 的 行 数 (36.26) 
Hi=Ni+m—i (36.27) 


注意 到 忆 是 一 范 德 蒙 行列 式 ， 维 数 公式 (36,25) 又 可 写 为 
更 便于 直接 计算 的 形式 


1[ 2 ] 一 


“一 一 一 ; ) (36.28) 
pr “Linl 可 人- 4 


例 计算 5 的 表示 [431] 的 维 数 。 
[431] 的 行 数 由 =3, 4 一 4,0 一 3 23 一 1 按 (36.27)， 下: 一 
6, HU 一 4, ks=1s 0 一 8。 代入 公式 (36.28)， 得 


nt 
431 ] = 一 一 一 一 一 一 一 Us) 一 
n[ ] = jt Wal Mal (4 Ri. M2) (Ki — M3) (2 一 Us) 


=6 6- 4)(6-1)(4-1) 
=70 
36.4 单纯 特征 标的 递 推 公式 
我 们 看 到 , 当 Ss 的 4 较 大 时 ,通过 计算 多 项 式 (36.16) 的 
系数 的 方法 来 计算 特征 标 ， 是 很 麻烦 的 。 系 统 地 构造 置换 群 的 
特征 妹 痢 ,可 逐次 增 大 ” ,因而 在 计算 S。 的 特征 标 时 ， 较 低 阶 
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群 的 特征 标 将 是 已 知 的 。 这 样 便 可 使 用 特征 标的 递 推 公式 。 
由 佛 罗 比 纳 斯 公式 可 以 导出 一 个 这 样 的 递 推 公式 ， 它 给 出 了 
Ss 的 特征 标 与 阶 数 较 低 的 5。; 的 特征 标 之 间 的 关系 。 
设 (2) 是 Ss 的 一 个 类 ， 如 果 (”) 的 循环 结构 中 含有 一 个 > 
项 轮换 ， 则 去 掉 这 个 ” 项 轮换 后 将 得 到 S。-* 的 一 个 类 (2 ) 
(2 ) 一 (2 ,V2 yo Prd Dr lpr" Dan) (36.29) 
(注意 ; (2) 含 有 r 项 轮换 意味 着 pr >0, 从 而 又 有 Dn-r+1 一 
pn-rtz 二 二 pg 二 0)。 取 mm 二 [4] (9 的 表示 ) 的 行 数 ， 由 佛 罗 
比 纳 斯 公式 知 ，[ 和 4] 的 特征 标 在 类 (»z) 上 的 值 Xt*1(v) 等 于 多 项 
式 SoD 中 zx 和 fiz92…zhm 项 的 系数 ,Wi 二 41+m 一 i。 又 由 (36.29) 
知 . 
6) 三 (XE 十 十 十 2) S67) (36.30) 
将 上 式 代 和 人 S46，D， 并 对 SDD 应 用 公式 (36.16)， 得 出 
SwD=(21+ri + .+rr): 2 XIA (»') 
[1 的 行 数 志 mm 
Depprt {rs hn (36 .31) 
其 中 
LA 一 人 十 一 (36.32) 
Xt] (z) 是 群 S。, 的 单纯 特征 标 。 
式 (36.31) 中 的 2 即 可 理解 为 对 变 元 xz; 本 身 的 置换 ， 也 可 
以 理解 为 对 (pf Ap AD) 的 置换 。 为 了 计算 (36.31) 中 了 全 … 
zmm 项 的 系数 ， 以 下 约定 对 p 作 后 一 种 理解 。 这 样 可 将 (36.31) 
写 为 
S50,D= p> BopX'4 1 (2 ) pf 人 人 rsp 
tA'ip 


了 了 了 
Him on 十 人 
+ rile mT trim "} 


‘(36.33) 
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上 式 中 的 x11…znm 项 必须 满足 


(r,0,0,.…,0)1 
CUT 人) + (0,r, 0,…;0) 
J 
(0, -…， 0,7) 
=(k1, he," Lm) 


pM?, es, Lm) 
(4 人 WL) = Pp (Ki, Ka— rt, Kas, Lm) 
Pp Ch hs, 机 Hm-i, Hm™— +) 
(36.34) 


这 个 关系 限定 了 所 有 允许 的 [4']， 以 及 与 每 个 允许 的 [4'] 相 联 
系 的 P。 从 而 (36,33) 中 x 入 …zhm 项 的 系数 为 


YI4](p ) = 如 A (36.35) 
[47] 


其 中 总 表示 只 对 满足 (36.34) 的 [4' ] 求 和 ， 而 6p 二 6p~!: 由 [4 


例如 ， 我 们 考虑 51; 的 不 可 约 表 示 [43?1?] 的 特征 标 在 类 (»》 
=(0101010…0) 上 的 值 Y 5 1(o)。 这 时 可 以 运用 三 种 不 同 
的 递 推 方式 。S1; 的 类 (z) 的 代表 元 为 (12) (3456) (789101112)， 
它 含 有 三 个 不 同 长 度 的 轮换 。 去 掉 长 度 为 2 的 轮换 ,得 到 S16 的 
二 个 类 (> )， 去 掉 长 度 为 4 的 轮换 ， 得 到 Ss 的 一 个 类 (»?)， 去 
掉 长 度 为 6 的 轮换 ,得 到 Se 的 一 个 类 (办 ) ,这 三 个 类 的 代表 元 分 
别 为 ，(1234)(5678910)，(12)(345678) 和 (12)(3456)。 因 而 ， 
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.Si 的 特征 标 X4 [4 1 (py) 可 以 分 别 用 S1。，Ss，Se 的 特征 标 来 表 
第 一 种 递 推 方式 ,使 用 Si 的 特征 标 。[ 432:12 ] 的 行 数 m= 
5，[%]==[43311]，(4)= 二 (8,6,5,2,1),， + 二 2。 将 (4) 的 分 量 
依次 减 2 ， 得 
(6, 6, 5, 2, 1) x 
(8,4,5,2,1) Vv 
(8,6,3,2,1) Vv 
(8, 6, 5, 0, 1) Vv 
(8,6,5,2, -1) x 


其 中 ， 布 边 打 x 者 经 任何 置换 都 不 能 成 为 (4') (注意 :Li 


之 之 U4 之 0)， 右 边 打 VY 者 则 可 经 一 性 换 生 成 某 个 (4)。 
持 而 有 


(42') | [A'] | Gp 
(8;5,4,2,1) [42211] | -1 
(8,8,3,2,1) [43111] | 1 
(8, 6,5;1,0) [43300] | ~ 
代入 (36.35) ,得 
- 212 212 3 
% [L4321 ] (») = [L4221 1 (»’) 十 区 [431 1(27 ) 


一 多 [432] (2 ) 


第 二 种 递 推 公式 ， 使 用 Ss 的 特征 标 。 这 时 + = 二 4。 将 (4) = 
(8,6,5; 2,1) 的 分 量 盈 次 碱 4 ， 并 将 允许 的 (4 ) 、[ 和 j 和 相应 
忽 6 列 成 下 表 


(1) — (ede) 


(8,2,5,2,1) 
(8,68, 1,2,1> 
(8,6,5, — 2, 1) 
(8,6,6,2, — 3) 


代入 (36.35) 得 


(4,6,5,2,1) 


x 


x 
x 
x 


(4') 


: (6,5, 4,2, 1) 


[A'] 


{22211] 


% [43212] (») 一 XI2 Ipr) 


第 三 种 递 推 方式 ， 使 用 5S6 的 特征 标 。 这 时 +r 一 6， 有 下 表 


(1) ~ (61) (4') [4'] Sp 
了 二 汪汪 汪汪 汪汪 师 是 归 _ 1 

(2,6,5,2,1) x | 

(8, 0, 5, 2, 1) (B52%10) | [42000] | -1 

(8, 6, -1,2,1) x 

(8,6;5， -4 | x 

， | 

(8,6,5,2, 一 5) | x 

代入 (36.35) 得 
多 [43212] (») 一 YXY5421(pm) 


用 不 同 的 方式 进行 递 推 ， 所 有 结果 是 一 致 的 。 在 实际 计算 
中 取 何 种 方式 较为 方便 ， 取 决 于 手头 的 已 知 数据 。 一 般 地 说 ， 
先 去 掉 较 长 的 轮换 简便 些 ， 例 如 上 例 中 的 第 兰 种 方式 。 

si 的 类 (>””) 的 循环 结构 为 (…)(…， 
4 的 轮换 ， 便 得 :的 循环 结构 为 (…) 的 类 。 对 X5421(v") 用 递 


推 公式 可 得 


Xt421 (vw) 一 一 XE))S= -1)=1 


景 后 得 到 


“»), 再 去 掉 一 个 长 度 为 
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和 549 1°] (p)= 一 1 

36.5 分 支 律 

设 玉 是 群 G 的 一 个 子 群 ,4 和 9 为 G 的 不 可 约 表示 ，Y 为 果 
的 不 可 约 表示 ， 则 当 把 4 看 作 互 的 表示 时， 一 般 为 可 约 的 ， 
并 可 写 AD |g= Da yp - (36.36) 

上 

其 中 的 习 为 直 和 。(36.36) 式 通常 称 为 是 G 一 一 互 的 分 支 律 ， 
它 给 出 了 ?49 在 442 中 的 重复 庆 。 如 果 用 单纯 特征 标 来 代 赴 相 
应 的 不 可 约 表示 ，(36.36) 也 可 表 为 


¥V (9)= Born" (9)， gE€EH (36,37) 
对 于 置换 群 ， 容 易 由 特征 标的 递 推 公式 求 得 Ss 一 >S，_ ;的 
分 支 律 。 | 
Su 中 形 如 


1 2 .nn~-1n 
SS= 一 S', SGEGS， 
人 = Ede 


(36.38) 
的 置换 形成 5s 的 一 个 子 群 ， 这 子 群 与 $s-_1 同 构 ， 在 此 对 它 和 
Sa-1 可 不 加 区 分 。 设 (2 和 为 $a-1 的 任 一 类 ， 则 由 (36.38) 可 知 ， 
它 在 5S。 中 属于 类 
(p)= (v1+1, pL, p11, 0) (36.39) 


现在 对 5S， 的 特征 标 X2(»w) 应 用 递 推 公式 。 这 时 +r 二 1, 须 将 (1) 
的 分 量 逐 次 减 1 。 如 果 所 得 的 数列 仍 为 递 降 的 ， 便 得 出 一 个 多 
许 的 (4')， 且 相应 的 66=1; 如 果 所 得 的 数列 不 是 递 降 的 ， 则 
不 存在 相应 的 (1')。 若 依次 将 nn 次 台 [4] 的 各 行 去 掉 一 个 (最 
右边 的 ) 格子 ， 则 所 得 图 形 可 能 是 一 个 (n -1) 次 台 ( 当 这 行 的 
格子 数 大 于 下 一 行 的 格子 数 ) ， 也 可 能 不 是 ( 当 这 行 的 格子 数 
等 于 下 一 行 的 格子 数 ) 。 因 此 ,在 递 推 公式 的 右边 所 出 现 的 [4'] 
应 为 按 上 述 方 式 由 n 次 台 [和 %] 所 产生 的 所 有 (n-1) 次 台 ， 而 
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(36.35) 化 为 
XAl(p) = THX (yp’ ) (36. 40) 
[4 
从 而 得 到 S。 一 ->S。: 的 分 支 律 
[2]= BE (36.41) 


其 中 习 ' 表 示 对 由 nn 次 台 [4] 产 上 生 的 所 有 (n ~ 1) 次 台 求 和 。 上 式 
也 可 明显 地 写 为 
[ 22 
= DD [2 和 pt hs] (36.42) 
CD) 
以 上 两 式 中 的 求 和 均 应 理解 为 直 和 。 
例 1 将 Sis 的 表示 [43?1?] 按 Si 约 化 。 
‘| | | 


[43°1?]=[3:1?]D[4321? ]DL43°1] 
- 例 2 将 595 的 表示 [32] 按 群 链 94 二 9s 二 5: 约 化 。 
一 站 一 由 一 
| | | | | | 
LH 


| | 
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[32]=[2*]@DL31]=2[21]@D[31=2[1?]D3[2] 
.86.6 ”对偶 表示 
在 13 .1 节 中 ， 我 们 引入 了 对 偶 表 示 的 概念 ， 并 指出 了 ， 食 
正 表 示 的 对 偶 表 示 就 是 其 复 共 轿 表示 。 在 13.3 节 中 ， 我 们 证 明 
了 ， 和 欲 用 两 个 不 可 约 表示 空间 的 直 积 空间 米 构造 群 的 不 变 矢量 
( 即 群 的 单位 表示 变换 的 矢量 ) ， 那 两 个 表示 必须 是 对 偶 的 ， 
且 只 存在 唯一 的 〈 可 差 一 常 系数 ) 不 变 矢量 


ww 二 Bui ((13.13)) 
二 


其 中 {us} 和 {3} 是 二 对 侦 表 示 的 对 偶 基 。 

借助 于 上 述 概 念 ， 可 以 构造 物理 体系 相对 于 其 对 称 群 的 不 
变量 。 这 对 建立 体系 在 对 称 群 下 不 变 的 运动 方程 ， 显 然 是 重要 
的 。 

回 到 置换 群 的 具体 讨论 。 对 于 全 同 多 粒子 体系 ， 在 置换 粒 
子 的 变数 时 ， 其 波 函 数 只 能 按 S。 的 对 称 表示 [nj 或 反对 称 表 
示 [1"] 变换 。 因 而 在 构造 全 同 粒子 体系 的 波 函 数 时 ， 将 会 遇 到 
由 Ss 的 不 可 约 表 示 的 直 积 生成 表示 [nj] 或 [1"] 的 问题 。 

在 下 一 节 中 ， 我 们 将 表明 ， 丢 换 群 的 不 可 约 表示 的 矩阵 总 
可 取 为 实 正 交 和 矩阵 。 注 意 到 正 交 算 阵 等 于 它 的 转 撞 矩阵 的 逆 ， 
便 可 看 出 ， 兽 换 符 的 所 有 不 可 约 表示 都 是 自 偶 和 的， 而 且 使 表示 
的 矩阵 为 实 正 交 惩 阵 的 不 可 约 基 是 它 自己 的 对 偶 基 。 因 而 ， 如 
取 这 样 的 不 可 约 基 {%o}， 则 (13 .13) 可 写 为 

Vnl= Fynlgpil ~” (36.43) 


即 [x] 可 由 不 可 约 表 示 [ 和 的 自 直 积 生成 。 上 式 中 的 {pg 的 
变换 矩阵 与 {% 了 的 相同 。 
为 了 生成 反对 称 表示 [1 1 由 (13.14) 写 出 
[的 [= [nr] OD. 
两 边 与 f1 叶 作 直 积 ， iE 二 [1"]， 得 到 


学 
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[QQU= 9 四 … 
可 见 ，[ls] 应 由 表示 [4] 与 [19]@@[4] 的 直 积 来 生成 。[1"]@ 
[4] 显然 是 S。 的 一 个 不 可 约 表示 ， 记 

[41=[1"]®[4] (36.44) 
则 有 

[41®[4]=[1"1D (36.45) 

并 由 (13.14) 知 ， 若 不 可 约 基 . {$1 和 (pi 使 表示 矩阵 
Da(s) 为 实 正 交 的 ， 且 40(s)=6e4ta(s)， 则 有 

yn" 一 习 %09B (36.46) 
即 [1"] 可 岂 [%] 和 [外] 的 直 积 生成 。 

我 们 看 到 ， 按 对 侦 表 示 的 一 般 定义 ， 置 换 群 的 所 有 不 可 约 
表示 都 是 自 偶 的 。 因 而 对 置换 群 来 说 ， 这 样 的 对 偶 概念 已 失去 
其 独立 的 意义 。 所 以 ， 对 置换 群 ， 通 常 采取 男 一 种 对 侦 表 示 的 
定义 。 由 上 面 的 讨论 可 见 , 为 了 构造 总 反对 称 的 波 函 数 (13.17)， 
与 表示 [4] 相关 的 表示 [4 ] 是 重要 的 。 于 是 在 置换 群 的 表示 论 
中 ,将 [= [i@D 定 义 为 [的 对 偶 珍 示 。 

按 上 述 定义 ， 对 偶 表 示 的 特征 标 之 间 有 如 下 关系 

YD(s) 一 0YLDUs)，sSCS。 (36.47) 
反 过 来 由 这 个 关系 也 可 推 知 (36.44) 成 立 。 所 以 ， 也 可 将 
(36.47) 作 为 对 偶 表 示 的 定义 。 


注意 [2] 和 [ 4] 作 为 不 可 约 表示 的 记号 只 表明 了 表示 的 
等 价 类 ， 而 不 是 表示 的 什 阵 。 所 以 (36,44) 或 (36,47) 一 般 并 不 
要 求 有 矩阵 关系 


AN(s)=6,A(s), sES» (36.48) 
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但 要 求 存在 使 (36.48) 成 立 的 不 可 约 基 ， 即 [4 ] 的 矩阵 总 可 
通过 相似 变换 化 为 (36.48)。(36.46) 只 对 满足 (36.48) 的 基 才 
成 立 。 

可 以 将 上 述 结 果 更 明确 地 概括 成 为 关于 置换 群 的 对 侦 表 示 
的 一 个 定理 。 


定理 3 1 [4]@[4'] 包含 [1"] < 过 [4']=[X]; 
2° 人 


{9 和 {9 只) 分 别 按 让 (Cs) 和 A01(s) =6。4171(s) 变 换 。 

这 个 定理 指出 了 ， 如 何 利用 对 偶 表 示 来 构造 总 反 称 的 波 函 
数 。 

由 定义 〈36.44) 立即 看 出 ， 相 互 对 侦 的 表示 是 相互 决定 


的 。 因 而 ,两 个 分 割 [%] 和 [ 4 ] 也 是 相互 决 定 的 。 这 个 相互 决 
定 的 关系 简单 地 表现 为 它们 的 台 互 为 转 置 。 我 们 将 这 个 重要 性 
质 写成 为 关于 置换 群 的 对 侦 表 示 的 另 一 个 定理 。 

定理 2 [4] 的 台 与 [4] 的 台 互 为 转 置 。 

证 明 ”我 们 来 计算 两 个 互 为 转 置 的 台所 决定 的 表示 的 特征 
标 。 为 此 ， 取 台 [4] 的 一 个 标准 盘 42 和 转 置 台 [人 ] 的 一 个 标 


1 2131415 11619| 
16171 引 27 
9 3 18 
4 
5 
4 A 


准 盘 4t， 后 者 为 前 者 的 转 置 。 设 p 和 9 分 表 4t" 的 水 平 置换 
与 重 直 置换 ， 则 4tl 产生 的 杨 算 子 可 写 为 
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Y= Bopg= DY Ns)s 
注意 到 4 的 水 平 (垂直 ) 置换 恰 为 4 的 垂 置 (水平 ) 置 
换 ， 又 可 将 4 为 产生 的 杨 算 子 写 为 
y= 50,9p— DY is)s 
= P61g p= Dp pq) ! 
= Dipada( pqy”! 
对 比 以 上 二 式 ， 并 取 s= pg， 便 可 得 出 
YE-1 ) = 6,Y U1(s) 
代入 特征 标 公式 (36.7) ， 注 意 s-! 与 s 属 于 同一 个 类 ， 有 


习 70(9)= 习 了 5"(s- 0)， 从 而 得 到 
SGE(7) SE (7 


YUn(s) 一 XLS) 
或 写 为 类 范 数 形式 ， 
Xp) =60 Xt) 


其 中 66) 对 奇 置换 的 类 为 负 1 ， 对 偶 置 换 的 类 为 正 1。 这 与 
(36.47) 一 致 ， 从 而 证 明了 ， 互 为 转 置 的 两 个 台所 决定 的 表示 
是 彼此 对 侦 的 。 

定理 2 给 出 一 个 非常 简便 的 判 据 ， 可 由 表示 的 标记 一 人 台 
直接 判定 对 偶 关 系 。 例 如 ，S 的 5 个 不 可 约 表 示 之 间 显 然 有 以 
下 对 偶 关系 


3 
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即 有 
[f=[4], [217] = [31], [2:]= [27] 
其 中 [23] 是 自 偶 的 。 
在 任意 置换 群 的 不 可 约 表示 的 完全 集中 ， 除 自 侦 表示 外 ， 
共 余 表示 都 是 两 两 互 偶 的 。 


$ 37 Sn 的 不 可 约 表 示 的 标准 垂 阵 

37.1 ”标准 矩阵 的 构造 

不 可 约 表示 [4] 的 矩阵 形式 不 是 唯一 的 ， 可 以 差 一 相似 变 
换 。 因 而 在 具体 地 确定 [4] 的 矩阵 形状 时 ， 还 可 引入 一 些 附加 
限制 。 我 们 要 求 [4] 的 矩阵 满足 以 下 条 件 ， 

1” 40(s5) 是 实 正 交 的 ; 

2° 4 (s) 作 为 群 链 Ss 一 9 二 … 过 S* 中 各 子 群 的 表示 ， 
都 是 完全 约 化 了 的 。 

这 样 的 矩阵 可 称 为 [4] 的 标准 矩阵 。 下 面 将 推导 标准 和 矩阵 
的 形状 。 

为 了 得 到 对 所 有 群 元 s 的 矩阵 401(s)， 只 需 作 出 生成 元 
的 和 矩阵。 在 9.2 节 的 例 2 中 我 们 已 证 明了 ，S。 的 生成 元 可 取 
为 (4 1) 个 对 换 

C1 2) (2 3),.%,(n-2,n-1),(n~1,n) 


其 中 (1 2) 是 5S; 的 生成 元 ，{(1 2),(2 3))} 是 S$ 的 生成 
元 ,，{(1 2),(2 3),(3 4)} 是 9S 的 生成 元 ， 等 等 。 可 
见 ， 对 于 构造 标准 惩 阵 来 说 ， 取 5S， 的 这 组 生成 元 最 为 方便 。 
现在 就 取 定 这 组 生成 元 ， 并 和 需 计算 矩阵 . 
A 2)), AUC(2 3)) ,AU Cn ~ 1,n)) 
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以 上 (n 一 1) 个 矩阵 可 用 归纳 法 逐次 作出 。 假 定 5-1 的 表 
示 的 标准 桃 阵 已 作出 ， 求 5 的 表示 的 标准 矩阵 。 由 竹 前 (n- 
2) 不 十 阵 是 关于 3。-: 的 元 的 ， 它们 作为 Ss_! 的 表示 算 阵 都 有 对 
角 块 形 ， 对 钊 块 为 9。, 的 不 可 约 表 示 和 矩阵 。 按 假定 ， 这 些 和 矩阵 
都 是 已 知 的 ， 故 需 计算 的 是 最 后 一 个 矩阵 At*1((n 一 1,n))。 
下 面 就 来 计算 矩阵 AtAC(n 一 2,1))。 为 清晰 起 见 ， 分 为 以 
下 几 步 考虑 。 
(1) 确定 AtNI((n 一 1,n)) 的 一 般 形状 
对 换 (n 一 1, 0) 显然 与 9。 :的 全 部 元 可 易 ， 从 而 4 - 1， 
nn)) 与 所 有 4U1(s  )(S ES ) 可 易 。 为 了 利用 这 一 点 ， 需 先 
将 A:*1(s' ) 写 为 对 角 块 形 。 记 
[4] ,= [1,2 1] 
[4A]jrs= [hi ha, Np 1, Ns — 1,...] 
即 ，[4], 表示 将 台 '[41 的 第 + 行 最 右边 的 格子 去 掉 (如 果 这 
是 允许 的 ) 后 所 得 到 的 (n - 1) 次 台 ; 类 似 的 ，[1 7。 表 去 掉 两 
个 格子 后 所 得 的 (n- 2) 次 台 。[4]; 和 [4]。 分别 确 定 Ss-!1 和 
Ss-z 的 不 可 约 表示 。 这 时 ， 分 支 律 (36.42) 可 写 为 


(41=2 4] (37.1) 
同样 又 可 将 S。: 的 表示 [2]* 作为 9S。_。 的 表示 进行 分 解 
[4],=2 4] (37.2) 
从 而 得 出 S$, 一 >Ss_s 的 分 支 律 
= [4],, (37.3) 


其 中 翌 ' 表 示 对 允许 的 下 标 求 和 。 显 然 ， 能 够 在 [4] 的 约 化 中 昼 
现 的 {4]，。 只 有 如 图 37.1 所 示 的 三 种 情形 。 情 形 (o) ， [4]- 出 
现 一 次 , 当 4c>>%rt1+1， 情形 (8)，[4]5s 一 [4]sr 同 时 出 现 ; 当 
hr>>Xr+t 而 2。>>2vw+1 情形 (c)， [4lrs 出 现 而 12]s 不 出 现 ， 


(2) | | (8) (0) 


图 87.1 [和 1 中 的 [Aly 4 


当 s=r -1，%, 二 >Xr11。(37.3) 表 明 ， 有 
A 
A ~ 0 


rs 
LS )= 和 3 SG， 
.44 了 


0 rr-1 


(37 .4) 


其 中 40。 为 Sw-s 的 不 可 约 表示 [4]* 的 标准 矩阵 。 上 式 中 
写 出 的 对 角子 块 是 以 上 三 种 不 同类 型 的 代表 者 ，4L4"*= 


AThlsr 成 对 出 现 ， 除 此 之 外 具有 不 同 指标 的 表示 互 不 等 价 。 

在 14.2 节 中 已 作出 了 与 给 定 的 表示 可 易 的 和 卸 阵 的 一 般 形 
状 。 将 其 中 的 (14.14) 和 (14.19) 分 别 用 于 S。。 的 表示 (37.4) 
和 和 抢 阵 4 - 1,n))， 并 注意 上 面 指出 的 (37 .4) 中 各 子 表示 
之 间 的 等 价 关系 ， 便 可 得 出 
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arirr 
、 0 
bel ‘Cral rs 
A (n~ 1,n))= ~ 
| ds er 
0 Fr 
(37 .5) 


其 中 7 7 和 7 ,分别 为 与 4 和 rr 、400 和 -49rr-! 同 
阶 的 单位 矩阵 。 

待定 参数 a,6,… ,f 并 不 是 完全 独立 的 。 事 实 上 ， 由 (~ 1， 
n)? 二 (1) 知 

[Ain 1,n))1?=7 
由 40 的 实 正 交 性 条 件 ， 又 有 
4 AN 1,n)) =1 

将 (37.5) 代 入 以 上 二 式 ， 得 到 


a2=1 (37.6) 

f2=1 (37.7) 

bra—= — Ers (37.8) 

crs= drs (37.9) 

b2,+c2,=1 (37.10) 
由 (37.5) 和 (37.4) 又 可 看 出 ，At?*1 的 不 可 约 性 要 求 

cre 天 0 (37.11) 


(2) 计算 参数 GO、 
” 逢 阵 (37.5) 还 必须 浦 足 另 外 一 些 关系 :利用 这 种 限制 足以 
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定 出 其 中 的 参数 。 
考虑 包含 (37.5) 在 内 的 矩阵 和 js (0)), 由 于 


Ss， 的 对 换 的 全 体 是 5， 的 一 个 类 ， 二 个 和 和 区 将 与 所 有 和气 阵 
-40(s) (sESs) 可 易 。 按 Schur 引 理 ， 应 有 


习 ACI))=£1 (37.12) 
(I ES, 
同 理 ， 对 于 Ss_1 的 表示 At41r 和 S。， 的 表示 AT41r** 也 有 

ATAlr (17)) =é,1, (37.,13) 

(if)ESn-1 

[Alrs/ /oN 

A ((17))=érel re (37 .14) 

(G1) ES -2 


由 以 上 三 个 式 子 和 (37.4) 又 可 得 
AUin)= 悦 AWN)) 
i=1 (I)ES, 


~ 2 AM((I))=B, (37 .15) 
(if) ESn—1 


Bs = (37.16) 


(和 一 Er)Ts 


加 4m D)= 习 ”401(G7)) 


(i) ESs—1 
-DD AG7))=B.: (37.17) 
Gj)ES,—2 
| (€r~— Ere)lrs | (37..18) 


《37.17) 中 的 .AB1CG,n~ 1)) 可 用 AtN1((i,n)) 来 表示 
AUC (i,n - 1)) 
=AM((n~ 1,n)) A n)) AN(Cn~ 1,n)) 
于 是 (37.17) 又 可 写 为 
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BANEn)) = ANn- 10)) Ba- A Cn ~ 1,)) 
(37 .19) 
将 (37.15) 与 (37.19) 两 式 相 减 ， 便 得 出 矩阵 (37.5) 所 必须 满足 
的 一 个 关系 
Alil((n— 1,n)) 
=B,— AUI((n— 1,n))B,_1 A (n— 1,n)) 
或 两 边 右 乘 午 1((n -1,n)) 得 
BaAl((n—1,n)) -AN((n-1,n)) B=I (37.20) 
将 (37.5) 及 (37.16)、(37.18) 代 入 (37.20) 得 出 


(££~ 2ér+ érr)ae=1 {37.21) 
(£—- 2Er+ Ers)brs=1 (37.22) 
(£—-2ér+érr-1)fr=1 (37.23) 


为 了 导出 ££、E&r、Ers， 对 (37.,12) 的 两 边 取 迹 


习 X77)) 二 ?二 ,YI21( 对 换 ) 二 &.n[] 
(ES 2 
上 式 中 的 类 41( 对 换 ) 已 由 (36,11) 给 出 ， 从 而 得 到 


ft (37.24) 


足 二 1 


同 理 ， 可 由 (37.13) 和 (37.14) 看 出 


Er=E~—Artr (37.25) 
| (37.26) 
Ers—=ér~ Asts (37.27) 
re- 1 Er Ar 1i 二 (Fr 一 1) 
=ér~ A,+r-1 (37.28) 
将 (37.25) 一 (37.28) 代 入 (37.21) 一 (37.23)， 可 解 出 
ay 一 1 《37.29) 


fr=-1 i (37.30) . 


298 


=~ 1 - 
0 一 和 ) 二 二 (37.31) 
令 一 
ore 一 [(2 -hs 一 (一 S)] (37.32) 
则 参数 b、c 、d 、e 都 可 用 o 表 出 
bre= ~ Ers = Ora (37.33) 
cre= drs= 寺 Vi- oi, (37.34) 


(3) 结果 与 例子 
将 (37.29) (37.30) (37.33) 和 (37.34) 代 入 (37.5)， 便 得 
到 和 抢 阵 441CCn -1,n)) 的 明显 表达 式 


Alil((n— 1,n)) 


Tse 0 
一 Orel rs 十 YI or, O02,Trs 
土 V1- az lr 0 — Orslre 
| 0 
\ 一 了 -1 
(37.35) 


其 中 ors 由 (37.32) 给 出 ,而 矩阵 是 按 (37.3) 分 块 的 。 因 :Su 的 所 
有 生成 元 都 有 对 换 (i - 1, 站 的 形状 ， 所 以 A01((i -1,?9) 都 是 
(37.35) 型 的 矩阵 的 直 和 ， 因 而 我 们 实际 上 已 完成 了 对 表示 
[4] 的 标准 矩阵 的 推导 。 

作为 例 ， 我 们 来 计算 5; 的 表示 132] 的 标 准 和 矩阵 。[32] 按 
群 链 94 一 935S* 约 化 的 分 支 情形 已 在 36.5 节 的 例 2 中 给 出 ， 
Ss 的 生成 元 可 取 为 (12)，(23)，(34)，(45)。 为 了 具体 写 出 在 
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表示 [32] 中 4 个 生成 元 的 矩阵 ， 需 先 取 定 在 [32] 按 子 群 链 约 化 
过 程 中 子 群 的 各 不 可 约 表 示 出 现 的 次 序 。 如 果 规定 在 分 支 律 
(37.1) 中 子 群 的 表示 [4]+ 是 按 + 由 大 到 小 的 次 序 出 现 的 ， 


则 [33] 的 约 化 链 可 写 为 
Ss S, S, S, 
站] 人 | 下 | 一 | | 
站 和 :| 
| . | 加 
于 
| i 
其 中 各 表示 的 次 序 由 上 而 下 。 


(2 ES 而 (12) 在 Se 的 不 可 约 表示 和 |-| 中 分 别 
为 1 和- 1， 因 而 在 $s 的 表示 [32] 中 (12) 的 矩阵 为 


1 0 0 0 0 

,0 1 0 0 0 
A32((12))=I0 0 -1 0 0 
0 0 0 1 0 

0 0 0 0 -1 


《23)E5s， 在 Ss 的 不 可 约 表示 [3] 和 [21] 中 ，(23) 的 矩阵 
可 由 (37.35) 确 定 。 在 [3] 中 ，(23) 显然 为 1。 对 于 [21], 在 
(37.3) 中 只 出 现 属 于 情形 (b) 的 两 项 


[2 = [21].@B[21] = [1@IN 
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即 有 r= 二 2,§ 二 1]1， he 一 1, 2 一 2， on= 一方 ， 所 以 (23) 在 [21l 


中 的 矩阵 为 〈 已 将 根 式 的 符号 取 为 正 ) 


_1 V3 
2 2 
V5 1 
2 2 
从 而 由 [32] 的 约 化 链 可 知 
， {1 0 0 0 0 
LVS 
| 0 pa 0 0 
. [LV3 1 
A321((23))=. 0 3 2 0 7o 
1 V3 
M3 1 


(34) E54， 在 5S, 的 不 可 约 表示 [31] 和 [22] 中 ，(34) 的 矩阵 
同样 可 由 (37.35) 算 出 。 
[31] = [311: 申 [311 申 [311a， 可 见 有 r 王 2，s 王 1，2， 一 


1 一 3，oro 一 一 末 : 六 = 玉 一 1。 故 (34) 在 [31] 中 的 矩阵 为 


1 M8 

3 3 0 
了 
3 
0 


好 


[22] = [22]2;D [22]217=s=2; 7 一 2，S 一 1 一 和 一 
2。 故 (34) 在 [22] 中 的 矩阵 为 | 


由 [32] 的 约 化 链 得 


A{321( (34)) = 


(, 


~ 


2 
0 
0 
0 


0 
0 


1 
0 


—1y 


最 后 由 (37 ,35) 计 算 At3?1((45))。 由 [32] = [32] 个 [32]，， 
DL32]1= [3]@B[21B[21 和 nr'=s'=2; r=2, $=1, %,= 


2, 4 一 3， on=- 沙 。 代入 (37.35) 得 ( 根 式 前 的 符号 取 为 


正 ) 


1 0 
_1] 
A321((45))=| 0 一 
M3 
0 > 六 7 


1 0 
-1 
0 -3 
0 0 
M3 
0 5 
0 0 


0 
/3 

2 

_1 
ss 0 
1 
0 丈 
V3 1 

2 
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37.2 .标准 矩阵 与 标准 基 

标准 基 是 指 按 标准 矩阵 变换 的 基 。 因 为 标准 知 阵 作为 蒂 
SS 二 … 忆 9 的 表示 是 完全 约 化 了 的 ， 因 而 标准 基 已 经 按 
这 个 群 链 中 各 个 群 的 不 可 约 表示 分 类 了 ， 每 个 基 矢 都 按 各 子 群 
的 一 个 不 可 约 表示 变换 。 因 此 也 称 这 样 的 标准 基 为 群 链 S.2 
Sa-ID…2S* 的 分 类 基 。 由 于 Sw 的 子 群 链 不 是 唯一 的 ， 也 可 
以 产生 其 他 的 分 类 基 。 

为 了 标记 标准 基 ， 只 需 指明 它 所 属 的 各 子 群 的 不 可 约 表 
示 。 例 如 ， 对 于 的 表示 [32]， [2]， 我 们 可 以 用 [32] 的 约 化 链 的 一 


ar 一， 


| ,| | 和 FT | 变换 的 基 矢 。 而 上 面 这 个 台 的 序 


| - 


列 又 可 用 一 一 的 标准 站 | 来 表示 ， 当 从 盘 中 到 次 去 


掉 较 大 数码 所 占 的 格子 时 ， 便 得 出 它 所 表示 的 台 的 序列 。 所 以 
[83] 的 上 述 这 个 标准 基 关 可 记 为 | 21 3L > ,一般 地 ,由 分 支 和 


知 ，[X] 的 约 化 链 的 各 分 支 (序列 ) 与 [2] 的 标准 盘 是 一 一 对 
应 的 ， 因 而 可 以 用 [41 的 标准 盘 来 标记 它 的 标准 基 。 由 [2] 的 
标准 盘 4'" 标记 的 标准 基 矢 可 记 为 | 4121>。 这 种 记号 直接 表明 
了 基 矢 在 群 算 子 作用 下 的 变换 性 质 ， 当 从 4 中 逐次 去 掉 较 大 
数码 所 占 的 格子 时 ， 所 得 到 的 台 的 序列 恰好 给 出 | 44 所属 
的 Sa、Sn-1、…、Sz、51 的 不 可 约 表示 。 

在 34.3 节 中 已 指出 ， 标 准 盘 44 可 用 山内 恭 彦 符号 
《rara-i…r1) 标记 。 所 以 , 也 可 以 用 这 种 符号 来 标记 不 可 约 表 
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示 [%] 的 标准 基 
[rara-1ri)>=|141 > (37.36) 
其 中 ri 为 数码 i 在 盘 404 中 所 在 的 行 数 。 
为 了 具体 地 写 出 标准 怎 阵 ， 需 要 指明 分 支 律 中 子 群 的 各 个 
表示 的 出 现 次 序 。 以 下 我 们 约定 ,在 [41= 瑟 ' [4]* 中 ，[4]* 是 


按 > 由 大 到 小 的 次 序 出 现 的 。 显 然 ， 这 一 约定 相当 于 规定 了 标 
淮 基 的 基 笑 的 次 序 ， | (rr ier > 六 首先 按 r。 由 大 到 小 的 顺 
序 排列 ， 当 rs 相同 时 ， 则 按 rs_, 由 大 到 小 的 次 序 排列 当 rs 和 
ra-; 都 相同 时 ， 再 按 rs_。 由 大 到 小 的 次 序 排列 ， 等 等 。 

例如 ，Ss 的 表示 [32] 的 标准 基 的 顺序 为 


11>=|1(2211D)>= | 了 2 
12>=|1(21211)> = | 向 线 


> 


13>=1(2112D>= | 于 
[14>=1(12211)>= |3 3 


(5>=|(1212D)>= Ee a 


在 标准 矩阵 的 最 后 规定 中 ， 还 需 选 取 (37.35) 中 根 式 的 符 
号 ， 以 下 约定 一 律 取 正 号 ， 这 总 可 以 通过 调整 标准 基 的 相 因子 
来 实现 。 所 以 这 一 约定 相当 于 对 标准 基 矢 的 相对 位 相关 系 的 一 
种 规定 。 

在 对 标准 基 作 了 以 上 规定 之 后 ， 容 易 写 出 Ss, 的 各 生成 元 
算 子 对 标准 基 的 作用 。 和 殷 定 标准 基 {14#>) 已 按 上 述 顺 序 编 
号 ，4W! 表 示 [ 各 的 第 m 个 标准 基 的 标准 盘 。S， 的 生成 元 的 一 
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般 形 状 为 对 换 (i - 1,i)， 在 此 也 用 (i - 1,7) 代表 相应 的 算 子 。 
现 将 算 子 (i 1, 站 作用 于 基 矢 14 吕 !>。 注 意 (i- 1 站 ES1， 而 
14 少 在 $1 下 是 按 $, 的 一 个 不 可 约 表示 [4] 变换 的 ， 并 且 是 
[4j 的 一 个 标准 基 矢 | 4 人 Y! 守 ，4YY] 是 将 盘 4041 中 被 大 于 i 的 数 
码 所 占 的 格子 去 掉 之 后 得 出 的 标准 盘 。 对 Ss: 的 不 可 约 表示 [4] 
应 用 结果 (37.35)， 不 难 写 出 矩阵 41:*((i -1,1))。 容易 看 出 
( 见 图 37,1) ， 当 GD 和 处 于 4 妇 的 同一 行 ， 则 属于 情 形 
(a) 当 G- 1 和 1 处 于 4 的 同一 列 ， 则 属 于 情形 (c)， 当 
信和 :在 4Y' 中 既 不 同行 也 不 同 列 ， 则 属于 情形 (b)。 从 而 
有 
14Y > ，(i-1) 和 :在 4WY! 中 同行 
(i oi 14Y1>, (1-1) 和 1 在 4 中 辣 列 
ol AF +VI- ot -1,7)481>, 
其 他 情形 
其 中 ai= [cccD- (rr Dr 和 ci 分 别 为 ;在 4 中 
所 处 的 行 数 和 列 数 ，(i 一 1,7) AY 表示 将 4 中 的 (i-1)， 和 i 
对 换 后 所 得 的 标准 盘 。 回 到 [4] 的 基 矢 | 4141>>， 最 后 得 出 
G1,7)|4> | 
1481>,， (i~1) 和 在 4 中 同行 
-|441>, (i~ 了 和 :i 在 4 中 同 列 
oil 4 人 TVI-oiG- 1,1)4141>, 其 他 情形 
. (37.37) 
ot= [(6s cs) — (ri~ ri)l”! (37 ,38 ) 
其 中 关 和 c; 分 别 为 了 在 4B 中 所 在 的 行 数 和 列 数 ， (1-1, 站 4 为 
将 441 中 的 (人 -1 和 1: 对 换 后 所 得 出 的 标准 盘 。 
结果 (37,37) 给 出 了 S。 的 任意 生成 元 在 不 可 约 表示 [4 了 中 
的 标准 矩阵 ， 特 别 地 ， 当 1=n 时 给 出 (37.35)。 
由 (37.37) 写 出 标准 矩阵 是 很 简便 的 。 例 如 ， 对 于 Ss 的 表 
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示 [32]， 其 标准 基 的 符号 已 在 上 而 写 出 。 将 生成 元 (34) 作 用 于 
标准 基 ， 得 


112. 3 1 213 > -M811 2i 4 1 
Go 人 1 >=- ,| > 3 | 1 
i1.214|、~、_1|1 2 和 4 V8112'3. 
G40|3 了 ] 二 -7+ 3 3 5 > 
1 3'4'~N |1)3[4| 
0 >-1 > 
125~、~、_ |1l25. 
G3g)| > 4| ] _ 
113;5| -|113; 5| 
Go| 革 214| 21 人 
可 见 (34) 在 [32] 中 的 标准 矩阵 为 
[1 vs 
EE 0 0 0 
| | 
8 1 
-7 ~ 0 0 0 
Al3? (380)= 3 3 
0 0 1 0 0 
0 0 1 0| 
0 0 0 0 -1 


这 与 37.1 节 中 所 作出 的 一 致 。 
基本 公式 (37 .37) 藉 涵 着 关于 标准 基 矢 的 对 称 性 的 一 个 简 
单 推论 。S。 的 群 元 作为 算 子 对 波 函 数 的 作用 ， 是 置换 其 中 的 
不 同 粒子 的 变数 。 设 第 i 个 粒子 的 全 部 变数 为 gq:， 则 也 可 将 标 
准 基 矢 写 为 
1487>=Y jg ,92,*** ,qn) . (37.39) 


了 06 
而 (i~1,1) 对 它 的 作用 应 为 
(7 一 1,2)9 ga ,1-1 i "**) 
= ,gi, Gi-1,*"*) 
由 (37.37) 的 前 两 种 情形 可 见 : 车 (1-1) 和 i 在 4 的 同一 行 ， 
则 态 148) 之 对 变数 q-; 和 qi 是 对 称 的 ， 车 (i 一 1) 和 在 441 同 
一 列 ， 则 态 | 48> 对 变数 q_， 和 gi 是 反对 称 的 。 


例如 态 
1|121311 
41718 | 


519]12: 

6110 AAA 

对 粒子 {1，2，3} 和 粒子 {7，8} 是 对 称 的 ， 而 对 粒子 {4，5，6} 
和 粒子 {9，10} 则 是 反对 称 的 。 

总 之 ， 状态 1 4 之 对 于 标号 相 邻 且 处 于 如同 一行 的 粒子 
是 对 称 的 ， 对 于 标号 相 邻 旦 处 于 403 的 同一 列 的 粒子 是 反对 称 
的 。 

37.3 对偶 表示 的 标准 窍 阵 对偶 基 


考虑 表示 [1 及 其 对 偶 表 未 [ 4 ]。 设 [%] 的 标准 基 为 
1481>， 1481>,. "> 14 51 > (37 。 40) 


以 A401 表示 标准 盘 4W' 的 转 置 显然 4 吕 ] 是 [4 ] 的 一 个 标准 


盘 ， 因 而 1490> 是 [4 ] 的 一 个 确定 的 标准 基 矢 。 
车 盘 481 的 了 符号 为 


(r)= (rayrn_1 ,""* ,Ti ) 、 (37.41) 
则 盘 4 名 的 了 符号 可 写 为 
(F) = (Fr, Fn_1 ,1 ) (37 .42) 


其 中 ;为 数码 i 在 盘 451 中 所 在 的 列 数 。[ 1] 的 标准 基 矢 也 可 
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用 (7) 标 记 
1()>= | 48> (37.43) 
在 两 个 标准 盘 4821 和 4 中 ， 假如 比 ? 大 的 数码 都 占有 要 


同 的 位 置 ， 若 了 在 481 中 的 行 数 较 大 ， 则 它 在 493 中 的 列 数 必 
较 小 。 所 以 ， 车 1(r) 之 排 在 1(r" ) 之 的 前 面 ， 则 |?) 过 必 排 在 


|(z' )>> 的 后 而 。 因 而 ， 按 标准 顺序 排 好 的 [四 的 标准 基 为 


(A> 401, 141> (37.44) 
注意 对 侦 表 示 具 有 相同 的 维 数 ， 即 有 
na[4] 一 2[2] (37.45) 


[4] 的 标准 基 {14B>)}={ln>) 和 [4] 的 标准 基 
{| 400>) ={1(7) 沁 ] 称 为 对 侦 基 。 
et ltt 全 
国 11213' :112:41、 |i113'4| 
4l5! A |35 /N25T A/ 


11 
| 
| 
] 


EN 
325 六 |2517 
4 3 


为 了 明确 对 侦 表 示 的 标准 矩阵 之 间 的 关系 ， 可 将 生成 元 算 
子 (i 一 1,i) 作用 于 |481>。 利 用 (37.37)， 有 


(10140> 
/一 |451>， GD 和 1 在 40 中 同行 
=| 490>， GD 和 + 在 4 中 同 列 
一 old>+TNWIT ITLG-1D4D0>， 其 他 情形 
《37 .46) 
对 比 (37.46) 和 (37.37) 可 以 看 出 ， 为 了 由 [%] 的 标准 矩阵 


-0 得 出 [4] 的 标准 矩阵 〈 对 生成 元 (~ 1 人 而 言 )》 ， 只 需 对 
At1 进 以 下 两 步 变换 ，1” 将 4 对 第 二 对 角 线 转 置 〈 相 当 于 
颠倒 基 失 的 顺序 ) ， 2。 改变 对 元 的 符号 。 这 个 关 素 可 用 来 
简化 对 侦 表 示 标 准 和 矩阵 的 计算 。 

上 面 的 结果 表明 ， 对 偶 表 示 的 标准 矩阵 并 不 满足 关系 
《36.48)。 因 而 也 不 能 由 标准 基 通过 (36.46) 构 成 益 反 对 称 态 ， 
但 能 够 适当 变换 标准 基 ， 使 在 新 基 下 的 对 侦 表 示 的 矩阵 〈 非 标 
维 的 ) 祷 足 关系 (36.48)。 由 (37.37) 可 见 ， 如 能 使 V1-o7 前 


面 的 符号 换 为 负 号 ， 便 实现 了 所 需 的 变换 ， 即 使 LOT - 1， 
1)) 一 -LRCG- 1D) 。 为 此 ， 只 需 调整 标准 基 的 相对 位 
相 。 令 
y=(- 1)65| A481 > 
1450> 


其 中 go 表 将 盘 441 变 为 盘 4051 所 需 的 置换 的 偶 奇 性 指数 。 显 
然 ， 车 (i 一 1,7) .41= 4 则 有 


(37.47) 


pr =( -Den' | (i 1,7)401> 
=-(- D1i)48> 
从 而 可 见 , 在 (37.37) 中 以 y81 粮 换 | 487>, 则 除 MI-oF 前 面 
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符号 变 为 负 号 外 ， 无 其 他 改变 。 所 以 ， 在 新 基 下 , [4] 和 也] 的 
和 矩阵 满足 关系 (36.48)。 于 是 ， 有 总 反对 称 态 


y= yi ((36.46)) 
或 用 标准 基 表 示 
{19]>=B(- Dl 42>14> (37.48) 

也 可 写 为 


1"]>=B(- DID> (37.49) 


其 中 6 为 将 〈r) = (rorm bb…yri) 的 分 量变 为 自然 顺序 (无 
递增 ) 所 需 的 置换 的 偶 奇 指数 。 显 然 , 6 也 等 于 (rayrn-iy…， 
r1) 中 反 序数 对 的 数目 。 

我 们 看 到 ， 在 用 对 偶 表 示 构 造 总 反对 称 态 时 ， 到 底 用 公式 
〈36.46) 还 是 用 (37.48) 和 (37.49)， 实 质 上 是 由 对 (37.35) 中 
的 根 式 前 面 的 符号 的 选择 来 决定 的 。 如 果 使 对 偶 表 示 取 相反 的 
符号 ， 则 应 使 用 公式 (36.46)， 如 果 一 律 取 正 号 ， 则 应 使 用 
(37.48) 和 (37.49)。 符 号 上 的 不 便 或 者 出 现在 标准 矩阵 的 定义 
中 ， 或 者 出 现在 用 标准 基 构 成 总 反对 称 态 的 公式 中 。 


8$38 置换 等 的 表示 的 外 各 


38.1 外 积 的 概念 
考虑 两 个 置换 群 ， 数码 {1,2,… ,ni 的 置换 群 9 = S。(1， 
2,… ,m1 ) 和 数码 {ni 十 1 十 2, ,11 十 12} 的 置换 群 9 "= 
Saari + 1,n + 2 ia 十 fa )。 这 两 个 群 ， 以 及 它们 的 直 积 
Sa XI", 显然 都 是 一 个 更 大 的 置换 群 Ss 16,= S44n.(1,2， 人 
11 十 ma) 的 子 群 。 为 直观 起 见 , 可 设想 一 个 适当 的 模型 , 设 有 两 个 
原 予 组 成 一 个 分 子 : 第 一 个 原子 含有 吕 个 电子 ,标号 为 1,2,，…， 
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ns 第 二 个 原子 含有 ns 个 电子 ， 标号 为 ni 十 1,ni 十 2，*… ,N41 十 
ns; 整个 分 子 含有 (n 二 ia) 个 电子 ， 为 两 个 原子 的 电子 的 总 
和 。 则 Ss, 是 第 一 个 原子 的 电子 的 置换 群 ，S',s 是 第 二 个 原子 
的 电子 的 置换 群 ， 而 w+rs 则 是 整个 分 子 的 电子 的 置换 群 。 
假定 两 个 原子 的 电子 态 已 分 别 按 Ss, 和 3S'。, 的 不 可 约 表 


示 分 类 ，: {HI 2, 11)}, {p54 1Cn, + 1, 11 十 2，…，13 十 


m2)}。YW 是 Su 的 不 可 约 表示 [4] 的 基 矢 ,25 ] 是 S's, 的 不 可 
约 表示 [2 的 基 矢 。 由 它们 可 以 构成 整个 分 子 的 电子 态 


{wh ,2 1) PL] (ni + 1 n+ 2, ,nl 十 pz )} 
现在 将 12] 和 [2 取 定 ， 则 {Y809 5 2 ) 是 群 Ss, x5S' 的 不 可 


约 表示 [4] QI4 1] 的 基 。 但 Su x So 的 这 个 由 [yp54 3 张 成 


的 不 可 约 空间 在 群 S。 ,v: 下 不 是 不 变 的 ， 因 而 它 不 是 S。,。 的 
表示 空间 。 所 以 ， 用 作 直 积 [%]@[41] 的 方法 并 没有 实现 将 分 
子 的 电子 态 按 其 置换 群 Su 。 的 表示 分类， 而 只 是 实现 了 按 
Srins 的 子 群 5s, x S' 的 分 类 。 

为 了 由 Ss 的 表示 [4] 和 S', 的 表示 [和 4] 生成 S。,。 的 一 个 
表示 ， 需 要 对 [4]@[27] 的 表示 空间 加 以 扩充 。 为 此 ， 只 需 将 
由 [和 四 [2 人 ] 的 基 矢 经 5411, 的 任意 元 作用 之 后 产生 的 态 拓 劣 
虐 在 内 。 这 样 产 生 的 态 矢 的 一 般 形 状 为 


， [4A]y. 。 
PHT, fa, “sin ) Pr (rmt "gins+na) 


“7 二 ny 


由 它们 (对 所 有 轩 痪 ( ei jw m' ) 所 张 成 的 空间 


显然 在 Swtes 下 不 变 。 在 这 些 套 和 中 ， 有 些 是 显然 线 性 相关 
的 。 事实 上 ， 如 将 人 按 由 小 到 大 的 顺序 重新 排列 后 
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记 为 (f1,7o，…;jm)， 并 将 把 后 者 变 回 前 者 的 置换 记 为 *3， 则 
有 
pli, fo, “nl) 
=896( ,fos fni) 
=D A SN jo ,jm) 
即 所 有 的 多 避 ， 都 可 表 为 那些 自 变 量 的 脚 码 是 按 递增 的 次 序 排列 
的 pW 的 线性 组 合 。 对 于 952 1 也 有 类 似 的 情形 。 因 此 ， 为 了 
张 成 S。:w 的 不 变 空间 ， 只 需 保 留 满足 条 件 
i 人 <i 人 i (38.1) 
和 
ntl in rs in ne (38.2) . 
的 那些 态 和 拓 。 这 些 态 矢 的 集合 记 作 
{pli ?2 9 in PHS (ins Lai+2) “""y ins+na)} 
(38.3) 
对 于 (38.3) 中 的 函数 的 (ni +n2) 个 自 变数 在 yw 和 v9 中 的 分 
和 无 ， 有 
人 = + noe)! 
ns ?1 1172 1 
种 不 同 的 选择 。 对 于 其 中 的 每 一 种 选择 ， 因 m 和 m’' 的 取 值 不 
同 ， 又 有 n[4] x n[4'] 个 不 同 的 gg0 。 所 以 ， (38.3) 中 
态 矢 的 总 数 为 


n= nn[ (38.4) 


nilns, 


在 这 +n 个 态 矢 中 ， 自 变量 分 配 相同 而 只 是 (m，1m' ) 不 同 的 每 组 
态 矢 都 是 线性 无 关 的 。 当 9 与 乡 完全 独立 时 ， 不 同 组 里 的 态 矢 
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一 般 也 是 线性 无 关 的 ， 这 时 (38.3〉 为 线性 无 关 的 ;但 在 9 与 
多 有 某 种 联系 时 ， 不 同 组 里 的 态 矢 可 能 是 线 性 相 关 的 ， 这 时 
(38.3) 也 是 线性 相关 的 。 

态 矢 集合 (38.3) 张 成 Su we 的 一 个 不 变 空 间 ， 从 而 确定 了 
San 的 一 个 天 示 。 一 般 地 说 ， 这 个 表示 不 但 与 [14] 和 [%'] 有 
关 ， 而 且 与 基 函 数 %01 和 95 1 的 具体 形式 有 关 。 例 如 ， 因 基 
函数 的 具体 形式 不 同 ，(38.3) 可 以 是 无 关 的 或 相关 的 ， 从 而 表 
示 的 维 数 可 以 等 于 nn 或 小 于 n 。 但 在 保证 (38.3) 线 性 无 关 的 条 
件 下 ， 这 个 导出 表示 则 完全 由 [4] 和 [4 全 确定 (到 等 价 ) ， 而 
不 再 与 98 入 1 的 具体 形式 有 关 。 这 时 ， 由 [21 和 [4/] 所 
生成 的 Ss ,的 这 个 n 维 表示 ， 称 为 [和 和 [41] 的 外 积 ， 记 作 
[4]1©[41。 


|e | 


一 是 $=So(1,2) 的 反对 称 表示 [1:]， 设 其 基 矢 为 w(L 


2); 口 是 $1==51(3) 的 表示 [1]， 设 其 基 矢 为 9(3)。 为 了 由 这 
两 个 表示 生成 群 Ss=.$s(1, 2, 3) 的 一 个 表示 ， 可 将 Ss 的 6 个 置 
换 作 用 于 函数 y(1,2)p(3)。 所 得 的 6 个 函数 张 成 5 的 一 个 不 
变 空间 ， 从 而 确定 $s 的 一 个 表示 。 由 于 (1,2) 的 反对 称 性 
(12)¥(1,2)=%(2,1)= — $(1,2) 
上 述 6 个 函数 不 是 独立 的 。 事实 上 ， 有 
$2, D) 93)= - $(1,2)9(3) 
%(3, D9(2)= - $(1,3)9(2) 
$(3,2)9(1)= -~ $(2,3)9(1) 
所 以 ， 线 性 独立 的 函数 只 有 3 个 ， 可 取 为 
{$C1,2)p(3), $1,3)9(2), $(2,3)9(1)} .(38.5) 


PE 


各 
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它们 构成 表示 空间 的 一 组 基 ， 满足 (38.1) 和 (38.2)。 可 见 ， 这 - 
样 构 戌 的 3 的 表示 加 的 维 数 为 3。 这 时 (38. 作 中 的 m= 
(2+1)1 
2111 

在 函数 gg 与 的 县 体形 式 有 某 种 关联 时 ， 可 能 使 上 述 三 个 
将 有 


2，，1 二], Nn[4] 二 1,n1h' | 二 1,， nn 二 一 3。 


朱 ( 1 3)0(2) 三 及 (1 2)013) 十 外 (2,3)0 人) 
这 时 导出 的 5 的 表示 是 2 维 的 。 这 个 表示 不 是 外 积 一 GT。 


在 上 上 面 已 排除 了 此 类 情况 。 
容易 作出 表示 四“ 在 上 述 基 下 的 矩阵 。 将 Ss 的 生成 元 


(2 和 (23) 作 用 于 基 关 ， 便 可 得 出 


-1 0 0 0 1 0 
A{{12))=| 0 0 1 A((23))=[ 1 0 0 
0 1 0 0 0 -1 


- (38.6) 
在 保证 三 个 基 矢 线性 无 关 的 条 件 下 ， 不 论 y 和 gp 的 具体 形状 如 
何 选 取 ， 表 示 在 其 (38.5) 的 看 阵 都 是 (38.6)。 所 以 ， 


表示 - om 是 由 表示 和 | 唯一 确定 的 〈 到 等 价 ) 。 


以 上 美 于 外 积 的 概念 是 针对 5 和 Sn 的 不 可 约 玫 示 的 外 
只 讨论 的 。 但 从 上 面 所 给 的 定义 中 不 难看 出 ， 对 两 个 原始 表示 
的 不 可 约 性 的 限制 是 不 必要 的 。 去 掉 这 个 限制 后 ， 会 部 论述 仍 
旧 有 效 。 因 此 ， 以 上 关于 外 积 的 定义 同样 适用 于 Ss 和 5';, 的 可 
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约 表示 。 
38.2 ”外 积 的 特征 标 
(m1 十 93 ) 个 自然 数 的 叙 列 人 12，。。， Lnys TB21+1; on 当 
满足 条 件 (38.1)、(38,2) 时 ， 称 为 一 个 正 叙 列 。 特 别 地 ， 自 然 
氢 列 {1 2, …, ni 十 ns] 是 一 个 正 叙 列 。 不 同 的 正 叙 列 共有 (nm 二 
nn2)1 /mt ta! 个 。 我 们 可 以 将 这 些 正 叙 列 编号 ,并 让 自然 叙 列 的 
编号 为 1 。 这 时 (38.3) 中 的 基 矢 可 简 记 为 
| wo m’, E> = Pi, , fa lin nt) 
(38.7) 
其 中 为 基 矢 中 出 现 的 正 叙 列 {，…, is,4ms] 的 序号 ,以 gs 表示 
将 自然 叙 列 变 为 第 有 个 正气 列 的 置换 (qsE Ss4a,)， 则 
jm,m’, k=O m,m’,1> (38.8) 
自然 叙 列 的 任何 一 个 置换 都 可 分 为 两 步 来 实现 ;第 一 步 先 
将 自然 叙 列 通过 置换 g; 变 为 正 叙 列 ， 第 二 步 分 别 置 换 所 得 正 儿 
列 中 的 前 nn 个 数码 和 后 ns 个 数码 。 令 Ss 二 {四 j, S。= {7f)， 则 
上 述 的 第 二 步 置换 总 可 通过 适当 的 t 和 # 表 为 
qatt 91 
这 是 因为 ， 由 9.3 节 中 关于 峰 换 群 的 类 的 讨论 可 知 ， 若 上 将 2 
变 为 5， 则 gsig7'! 将 i 变 为 种 。 总之， 自然 叙 列 的 任 一 轿 换 都 
可 写 为 
(gatt'qh! )GA 
所 以 ， 群 S。 ,ws, 的 元 总 可 表 为 
Ss=gptt’ (38.9) 
当 t 和 女 分 别 跑 遍 Ss, 和 S',， 而 忆 取 遍 所 有 值 时 ， 恰 好 得 到 
和 Lee 二 和 = (n+4s)! 个 元 。 这 些 元 必须 互 不 相同 ， 否 


则 (38.9) 不 能 穷尽 .Sew+e。 由 此 可 知 


”了 15- 


aiSa XS n= Sn XS ns qm XO ng gaS nw XS oo 
给 出 S。,。 按 其 子 群 S% x S's 的 左 陪 集 分 解 。 
将 Sw,w 的 任意 元 作用 于 外 积 表 示 [ 和 [i%'] 的 基 {jm 
im ,RD>}， 有 
8 1 ,k= 8 1m,m’ ,1> 
= mm 1> = DAD A 1 1> 
= AMD A OW DI, 1> 


I'm’ 
| [4 3 ; 1 
-=> A OAT (NL, L,I> 
或 写 为 
Sop 1 ,kh>= BD 544 的 QO, 1, > 
iyl,t 
(38.10) 
sqa= gstt" | (38.11) 
以 上 两 式 给 出 了 表示 [L414'] 在 基 ( lm,m', 名 之 } 下 的 矩阵 。 
由 (38.10) 可 写 出 5] 的 特征 标 
XGO (8)= BD GA) A (t) 
k ~ 


了 
mm » 


= OX XA I) (38.12) 
3 


其 中 的 了 、!、Y 都 是 s 和 的 函数 ， 通 过 (38.11) 被 s 和 & 单 
值 地 确定 。 

将 群 Ss,+ 的 不 可 约 表示 记 作 [4]， 则 总 可 把 表示 [4]@ 
[4 分 解 为 LA4j 的 直 和 。 这 种 分 解 相当 于 将 分 子 的 电子 态 
(38.3) 重 新 组 合 ， 使 其 按 群 Sw,w 的 表示 来 分 类 。 与 此 相应 的 
特征 标的 分 解 式 为 

| XIAO 1S) = BaaXtA(s) (38.13) 
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其 中 ax 为 [4] 在 [2]@[4 中 的 出 现 次 数 ( 重 复 度 )。 由 (18.2) 
和 (38,12)， 有 


_ 1 [AIOELA'] [41 
qx 一 DX Cs) XI s) 
i 


= 入 OsXIACI KX I XA s) 
1 2 3 


对 给 定 的 ， 只 有 使 /二 上 的 $ 才 对 之 有 贡献 ， 因而 之 可 写 为 只 
对 满足 (注意 (38. 11)) 

Ss—gtt'qR 
的 s 求 和 ， 同 时 去 掉 因 子 5;。 从 而 有 


1 ~ 有 
G4 王 一 一 一 一 一 六 半 YL( 的 YL I (1) XI gtt qr! ) 
“ 《91 于 而 用 空 名 (1) ( (gnit qs 


= DN I) A) 
1 2 ， 人 


注意 守 全 下 的 式 子 与 无 关 ， 而 对 1= (ma 十 ha)1/mlns!， 中 
后 得 出 


,= 5 AO A ALT 
MlNalit ES XS 
六 2 
了 
一 万 (%L4， YE 1 ) (38.14) 
其 中 入 表 群 Ss, xS1, 的 阶 。 


上 式 表 明 ，[4] 在 [和 jQI%'] 中 的 要 复 度 恰好 等 于 [和 旬 @ 
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[4 在 [4] 中 的 重复 度 。 | 

利用 (38.13) 和 (38.14) 可 以 将 外 积 约 化 。 这 时 只 需 知道 群 
SnrnsvSa 和 Sm, 的 单纯 特征 标 。 事实 上 ， 上 述 结果 表明 ， 外 积 - 
的 约 化 完全 取决 于 Su ,mw 一 >Sw xS' 的 分 支 律 。 即 有 


LA41= > 004144] OL (38.15) 
294 
[4] I4']= Da, 11 [4] (38.16) 
4 


因而 也 可 由 已 知 的 (38.15) 直 接 写 出 (38.16)。 

38.3 外 积 的 约 化 ”Littlewood 规 则 

外 积 是 Sw+w 的 可 约 表示 。 在 上 述 的 模型 中 ， 欲 将 整个 分 
子 的 电子 态 进 一 步 按 对 称 群 S。,w 的 不 可 约 表示 分 类 ， 需 将 
[2J@ [27] 的 表示 空间 约 化 。 这 时 所 要 求 出 的 电子 态 的 分 类 基 
即 这 个 表示 空间 的 不 可 约 基 ， 一 般 可 用 $20 的 投影 算 子 方法 作 
出 。 

为 了 实现 这 一 约 化 ， 需 算出 (38.16) 中 的 展开 系数 a， 这 在 
原则 上 可 以 利用 特征 标 或 分 支 律 (38.15) 来 计算 。 但 存在 一 个 
简单 的 图 形 方法 ， 可 用 以 直接 写 出 (38.16) 。 下 面 来 说 明 这 个 
方法 。 

首先 考虑 一 种 特殊 情形 [4] [1 。 这 时 [41]=[1]，ns==1， 
[1] 是 S1 的 唯一 的 不 可 约 表示 。{36.41) 已 经 给 出 了 S,, 41 一 >5;， 
衬 Sn XSI 的 分 支 律 ,由 此 可 知 , 当 S,, ,1 的 表示 [4] ((ni 十 1) 次 
杨 图 ) 去 掉 某 一 方 格 后 化 为 mn 次 杨 图 [41 时 ，[41 包含 和 
Sa Xx51 的 表示 [2]@[ 一 次 :否则 :[L41 不 含 [QU 。 

而 ， 再 由 (38.16) 得 知 : [和 4] [1] 中 所 含 的 [4] 为 由 杨 图 及 
按 一 切 可 能 的 方式 加 上 一 个 方 格 后 所 生成 的 杨 图 。 如 以 [4]: 表 
示 由 [4j 的 第 丰 行 加 上 一 个 方 格 后 所 生成 的 杨 图 ， 财 上 面 的 结 
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论 也 可 表 为 
[MOLI=>" 14 


其 中 > 表示 只 对 满足 条 件 4,<<46-1 的 (E>>1) 和 k=1 求 和 。 
例 1 [2]@I[1] 


ee 


[1OL= [21DL] 


在 38.1 闻 的 例子 中 已 写 出 了 [1:]@[1] 的 基 矢 和 矩阵 ， 容 
易 作 出 其 特征 标 ， 从 而 验证 上 面 的 约 化 结果 。 
对 于 一 般 情形 [4] ©[ 和 全 ， 其 中 所 含 的 杨 图 [4] 必定 是 由 
[4%] 加 上 [4 的 ns 个 方 格 后 生成 的 。 但 这 样 生成 的 杨 图 显然 并 
不 一 定 在 [4] 仿 [4] 中 出 现 。 这 是 因为 ,由 14] 含有 Ss xS4, 的 
表示 [4]@[4] 可 推 知 [4] 必 含 Su 的 表示 [和 1; 反之 ， 由 [4] 
含有 S。 的 表示 [4] 并 不 能 推断 [4] 含 有 Sn, x S's 的 天 示 [ 和 ] 
[4]。 所 以 现在 的 问题 是 需 判定 ， 在 由 [4%] 加 上 [%] 的 个 方 。 
格 所 生成 的 杨 图 当中 ， 哪 些 在 [41@[4 和 中 出 现 。 有 一 个 简单 
的 法 则 ， 按 这 个 法 则 所 允许 的 方式 将 [4 的 ns 个 方 格 逐次 加 到 
[4] 上 去 ， 所 生成 的 杨 图 便 给 出 在 [4%] [4] 的 约 化 中 出 现 的 
全 部 杨 图 (有 的 图 可 能 出 现 一 次 以 上 ) 。 ee 
.Littlewood 规 则 给 出 了 于 述 法 则 : 
1” 对 [4 人 的 第 一 行 的 各 方 格 填 字 母 a， 第 二 行 的 各 方 格 
填 字 母 pb » 
, 2 人 ,依次 次 扩 有 C， pb x 的 方 烙 按 一 切 可 能 的 为 式 《每 一 
藉 都 生成 杨 图 , < 且 不 韦 背 3"、4") 胡 到 [4] 上 去 8 本 
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3。 填 有 相同 字母 的 格 加 到 [%] 上 后 不 得 共 列 ; 
4” 对 加 到 [4] 上 的 格 ， 自 右 向 左 逐 行 读 出 其 中 的 字母 ， 
在 读 出 的 每 一 步 中 均 需 满足 a 的 次 数 之 6 的 次 数 之 …。 

由 (38.13) 和 (38.14) 不 难 看 出 ， 外 : 积 [40]@[2] 与 
[各 [4%] 是 Swin, 的 两 个 等 价 的 表示 。 因 而 在 用 上 述 规则 、 
约 化 外 积 时 ， 将 [4] 和 [4] 中 的 哪 一 个 杨 图 作为 扩充 的 基 
础 ， 是 完全 任意 的 。 实 际 上 是 取 较 复杂 的 杨 图 作 基 础 较为 简 


便 。 


例 2 [2]@[21] 


Hoa 


-| 


a 


[2] ©[21] =[41]@B[32] B13 四 [221] 


全 例 38 [21] 121] 
。 | EE 
四 | OA 
加 a 格 ， | 站 az ja 
| [lal 
ea NN 
加 PB 格 : | ice il Jaeii i ial. 


加 < 格 ， ic | 
: 加 4 
a a 
A NN | A NN 
Le i “ 
[已 | 9 a) 
去 |z 四 天 CI 
Va 阿 
结果 ， [21@[I21 = [42]@[L41*] DL3:1D2[321] 
D311D[2 DL21] 
将 外 积 表 示 的 维 数 公式 (38,4) 用 于 约 化 公式 (38.16) 可 得 
Ct na) ly a]n[h] = To, 4, in[A] (38.17) 
niln,! A 
此 式 可 用 来 检验 约 化 结果 的 正确 性 。 

由 对 偶 表 示 的 定义 (36.17) 可 知 ， 当 将 式 (38.14) 中 的 
“41、[%]、[4'] 都 换 成 其 对 侦 表 示 时 ， 相 当 于 乘 以 因子 
O40.041'=1, 因而 与 原来 相同 。 这 就 证 明了 外 积 的 约 化 系数 有 
性 质 

OF Tr (38.18) 

或 有 By 
[4 OL =Das nr [A (38.19》 

4 . 如 


例如 ， 由 例 2 中 的 
[21] O12] = 1411®BI321 D131 BI221] 

便 可 直接 写 出 其 对 侦 的 约 化 公式 - 
[21]@[12] = [21:1@®[2*1]D[31*]1@D[32] - 


A 


天 
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$ 39 置换 雁 与 线性 李 剧 的 关系 


39.1 线性 群 的 张 量 表示 

以 Gs 表示 n 阶 的 矩阵 群 GL(n) 或 SL(n) 或 SU (n)。 和 从 阵 
群 也 可 看 作 是 其 自身 的 自然 表示 。G， 的 自然 表示 显然 是 不 可 
约 的 。G， 也 可 看 作 是 n 维 线性 空间 上 的 线性 算 子 群 。 考 虑 mm 
个 不 同 的 1 维 空间 ， 在 其 中 分 别 取 基 {4)}，{v,} ，… {w,)， 在 
Gn 下 它们 都 按 G 的 矩阵 变换 。 乘 积 

UUW (A ,p=1, 2, 1,1) (39.1) 
张 成 一 个 n” 维 的 线性 空间 ‰r， 并 形成 这 空间 的 一 组 基 。 基 
(39.1) 在 Gs 下 显然 按 Gs 的 矩阵 的 m 次 直 积 变 换 ， 从 而 导出 了 
Gs 的 一 个 n" 维 的 表示 。 这 个 表示 是 Gs 的 自然 表示 的 m 次 直 
积 ， 因 (39.1) 的 变换 规律 与 关于 G， 的 n 维 m 秩 逆 变 张 量 的 变 
换 规律 相同 ， 改 常 称 为 是 G, 的 张 量 表示 。 

另 一 方面 ， 我 们 让 团 换 群 Sm 的 每 个 元 对 应 空间 和 上 的 一 
个 线性 算 子 ， 它 对 基 矢 (39.1) 的 作用 是 置换 其 下 标 。 因 置换 下 
标的 变换 只 是 将 一 个 基 矢 变 为 另 一 基 矢 ， 可 见 空间 在 Sa 下 
也 是 不 变 的 。 这 样 ， 我 们 又 在 空间 %f 上 定义 了 Sa 的 一 个 表 
不 o 

现在 空间 同时 荷载 着 群 G,。 和 Sm 的 表示 ， 将 这 两 个 表示 
的 算 子 分 别 记 作 9(gE G,) 和 8(sE Sn)。 容 易 验 证 ， 这 两 个 表 
永 是 互 易 的 

098§=89, (gEGn, SESn) (39.2) 
按 完全 可 约 性 定理 ， 表 示 空 间 可 以 对 有 限 群 Ss 约 化 ， 可 将 
其 不 可 约 基 排 成 如 下 的 一 些 和 矩形 ， 每 个 矩形 对 应 于 Sw 的 一 个 
不 可 约 表示 。 属 于 不 可 约 表示 [4] 的 基 笑 给 形 为 (39.3) 其 
中 中 人 和 分 别 为 表示 [4] 的 维 数 和 在 多 中 的 重复 度 ， 矩 形 
中 的 每 一 行 在 Ss 下 都 按 [4] 的 同一 矩阵 形式 变换 (属于 [4] 的 
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"pi 


,A 
人 (39.3) 


[a 
oy? ve 4 pe 


同 构 基 ) 。 按 14.2 节 的 结果 ， 由 于 (39.2)， 抵 形 (39.3) 的 各 个 
列 在 群 G, 下 将 按 G, 的 同一 个 和 矩阵 表示 变换 。 可 以 将 由 (39.3) 
的 每 列 基 矢 所 荷载 的 群 Gs 的 表示 记 作 Dt， 其 维 数 为 1。 

以 上 只 用 到 14.2 节 的 一 般 结 果 ， 尚 未 用 到 在 .上 定义 的 
表示 的 具体 性 质 。 利 用 这 里 所 给 表示 的 具体 定义 ， 可 以 进一步 
证 明 ， 

1。 D1 是 不 可 约 的 ， 

2。 [1] 关 [和 ] 有 时，DI20 与 D1 不 等 价 。 

为 了 证 明 这 两 个 重要 结论 ， 考 虑 与 多 上 所 有 的 $ 可 易 《 即 
与 Se 在 %- 上 的 表示 可 易 ) 的 线性 算 子 的 集合 {个 )} 

个 8 二 8s 个 ， SG (39.4) 
按 14,2 节 中 的 结果 可 知 ， 算 子 人 满足 (39.4) 的 充 要 条 件 是 ， 
Sa 的 不 可 约 基 (39.3) 中 的 每 一 列 张 成 作 的 一 个 不 变 子 空间 ， 且 
(39.3) 中 的 各 列 在 外 下 的 变换 矩阵 相同 〈 设 为 00) 。 因 而 ， 
当铺 跑 遍 集合 { 他 时 ，75] 将 跑 遍 所 有 ai 阶 的 方 阵 。ai 阶 的 全 
矩阵 的 集合 显然 是 不 可 约 的 ， 所 以 (39.3) 的 列 所 张 成 的 子 空 间 
对 于 { 分 来 说 是 不 可 约 的 。 此 外 ， 对 于 不 同 [4] 的 和 矩阵 TU 是 相 
互 独立 的 ， 彼 此 不 可 能 存在 相似 关系 ,， 故 属于 不 同 的 [四 的， 
{全 )} 的 不 可 约 子 空间 是 不 等 价 的 。 

注意 G+ 的 表示 的 算 子 之 集合 {外 是 {分 的 一 个 子 集 ， 所 以 
一 般 地 不 能 由 关于 { 分 的 不 可 约 性 推 出 关于 { 分 的 不 可 约 性 ， 
对 于 不 等 价 关 系 也 有 类 似 情形 。 但 下 面 将 证 明 ，{ 介 } 中 的 每 个 
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算 子 分 都 可 以 表 为 所 有 算 子 9 的 线性 组 合 (组 合 系数 因 个 不 同 
而 异 ) 
个 = Ee) (39.5) 


由 此 可 知 ， 表 示 〔 空 间 ) 的 可 约 性 和 等 价 性 对 于 {9)} 和 { 公 } 是 
相同 的 。 因 此 ， 为 了 证 明 前 面 的 关于 D'*1 的 结论 ， 只 要 证 明 
(39.5)。 

将 算 子 4 和 分 分 别 作用 于 基 (39.1)， 有 


0 一 ) 之 ,a AQu pe go 人 
AsH sm, 


(39.6) 


Pu = DB Ta ps Dry (39.7) 
ApH py 


其 中 ga 是 矩阵 gE Gs 的 阵 元 。 作 满足 (39.4) 的 充 要 条 件 
为 : 当下 标 44，…2 中 的 各 对 经 受 任意 置换 时 ， 系 数 
Taro1…1 swe", 保持 不 变 。 为 了 简化 记号 ， 可 用 1 代表 一 对 4， 
m 代 表 一 对 L/h4， 等 等 ,这 样 可 将 (39.7) 的 系数 了 记 为 Tim， 
而 它 对 于 下 标的 任意 置换 是 不 变 的 。 将 算 子 方程 (39.5) 用 它们 
在 基 (39.1) 下 的 矩阵 〈 元 ) 来 表示 ， 可 写 为 
T im 2 Crgigm" gn (39.8) 

上 式 的 意义 是 ， 任 何 对 称 张 量 im. 都 可 表 为 特殊 对 称 张 量 
919m…gn 的 线性 组 合 ， 而 gi 等 是 矩阵 gE G 的 阵 元 。 这 就 是 
我 们 所 要 证 明 的 。 

现在 只 针对 G,==SL(n) 来 证 明 (39.8)， 但 对 Gs。=GL(n) 
和 SU(n) 也 有 同样 的 结论 。 任 意 的 台 维 m 秩 张 量 41m.s， 作 为 
nz2" 个 复数 的 数组 ， 其 全 体形 成 一 个 ram 维 的 线性 空间 上 。( 注 
意 ; 维 数 中 的 m 和 + 与 4 的 下 标 中 的 m 和 的 含意 不 同 ) 。 所 
有 的 特殊 对 称 张 量 g.… gn(g EG,) 的 集 {g1…g，s: gE Gs} 张 成 
?4 的 一 个 子 空间 ys。 按 通常 方式 在 多 4 中 定义 内 积 (zx,y) = 


324 . 
DT yi 并 考虑 子 空间 的 正 交 补 空间 ps。 oz 由 满足 
TE yinengigm gn—0, JESL(n) (39.9) 


的 所 有 矢量 ?组 成 。 在 上 式 中 对 和 号 下 的 各 项 加 以 整理 ， 将 下 . 
标 可 以 通过 置换 互 换 的 项 放 在 一 起 ， 则 可 把 (39.9) 改 写 为 : 
wu (Byline ) gl gg 2? =0 (39, 10) 


2 
其 中 ;表示 在 m 个 下 标 当 中 有 »; 个 取 值 i 显然 22vi 一 m。 上 式 


系数 中 的 之 号 只 对 其 下 标 由 分 布 (?1,»2,…) 确定 的 那些 y* 求 
和 ， 这 些 罗 的 下 标 可 由 So 的 置换 互 换 。(39.10) 的 左边 是 关于 
9 的 矩 元 91,92…, ga2 的 mn 次 的 齐 次 多 项 式 。 这 mr 个 变 元 所 受 
的 唯一 限制 是 (g€ SL(n)) 

detg 一 ] (39.11) 
但 这 是 可 以 去 掉 的 ,对 任意 满 牧 的 4 阶 方 阵 g'， 有 Jg'= (detg')g 
或 91 一 (detg )g:， 因 而 对 gi 成 立 的 方程 (39.10) 也 必然 对 g! 成 
站 《相当 于 在 左边 乘 以 (detg')") 。 所 以 (39.10) 可 看 作 是 关 
于 到 个 变 元 9; 的 恒等式 ， 这 要 求 它 的 各 项 系数 都 为 零 ， 即 

Vin =0 (39.12) 
由 此 可 见 ， 多 yg. 由 所 有 满足 139. 12) 的 矢量 ?组 成 。 

对 称 张 量 Tim.n 也 是 空间 4 内 的 矢量 。 作 了 与 Yu 中 的 
任意 矢量 ?的 内 积 ， 并 将 下 标 可 以 通过 So。 的 署 换 而 互 换 的 项 
放 在 一 起 首先 求 和 。 由 王 作 下 标的 置换 时 Tim 保持 不 变 ， 故 
可 由 上 述 各 个 部 分 和 中 提出 ， 而 其 系 数 正 是 (39.12)。 可 见 ， 
所 作 内 积 必 为 零 


(?”， T)=0, PE pA (39. 13) 
上 上 式 也 可 记 为 了 上 2rvs。 由 此 推 知 
TEYY, (39, 14) 


按 z， 的 定义 ，(39,.14) 昔 含 (39.8)。 这 就 证 明了 (39.5)。 
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综 上 所 述 ， 我 们 通过 由 (39,5) 所 表示 的 一 个 代数 学 定理 ， 
揭示 出 了 线性 李 群 的 表示 与 置换 群 的 表示 之 间 存 在 的 不 平常 的 
关系 。 这 种 关系 提供 了 另外 一 种 《与 李 代数 方法 不 同 的 ) 建立 
线性 李 群 的 表示 理论 的 途径 ， 它 也 可 以 作为 对 于 李 代 数 方 法 的 
一 种 补充 。 例 如 ， 在 826 中 已 经 得 到 构造 半 单 李 群 的 不 可 约 表 
示 的 原则 性 的 方案 ， 特 别 对 于 典型 李 群 ， 问 题 归结 为 将 其 张 量 
表示 约 化 。 但 在 那里 并 没有 解决 如 何 实现 张 量 表示 约 化 的 问 
题 。 现 在 这 个 问题 可 用 置换 群 的 表示 来 解决 了 。 

39.2 张 量 表示 的 约 化 

上 面 已 经 证 明 ， 为 了 约 化 线性 群 Gs 的 张 量 表示 空间 »， 
只 需 将 多 "作为 署 换 寿 Sm 的 表示 空间 来 进行 约 化 。 因 为 ss。 是 有 
限 群 ， 可 以 用 $20 中 讲 过 的 投影 算 子 方法 作出 空间 2 (对 于 
5m) 的 不 可 约 某 (39.3)。(39.3) 的 每 一 行 张 成 Sm 的 一 个 不 可 约 
子 空间 ， 每 一 列 张 成 G, 的 一 个 不 可 约 子 空间 ,因而 (39.3) 也 是 
Gs 的 不 可 约 基 。 所 以 ， 空 间 实 现 了 对 群 Sm 的 约 化 时 ， 也 就 
自动 地 实现 了 对 群 G4 的 约 化 。 而且 ， 在 空间 中 G4 的 不 可 
约 表示 DW!' 的 维 效 恰 为 Sm 的 不 可 约 表示 | 和] 的 重复 度 ， 而 DI 
的 重复 度 则 等 于 [4] 的 维 歼 。 


例 i 双 电 子 身 旋 隔 数 空 间 的 约 化 


设 单 电 子 自 旋 (8z) 的 本 征 国 数 为 $n(m==1,2)， 则 双 电 子 


的 自 旋 函 数 空间 是 由 基 笑 YCD91(2)， Yi(Dp(2)， Ya(1) 
(2)，y2( 1)Wa(2) 所 张 成 的 四 维 空间 。 单 电子 的 自 旋 函 数 
{V1，o] 是 群 SU(2)( 或 50(3)) 的 二 维 不 可 约 表示 加 () 的 不 
可 约 基 ， 但 刀 (2 的 矩阵 就 是 SU(2) 的 矩阵 ， 因 而 {Yi 多,) 实 
际 上 即 是 按 SU(2) 自 身 (自然 表示 ) 变换 。 从 而 ，%- 是 SU(2) 
的 二 次 张 量 表示 空间 。 另 一 方面 ，‰r- 显 然 也 是 两 个 电子 的 置 
换 群 8 的 表示 空间 。 
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按 $20 中 的 记 法 ,Ss 的 两 个 投影 算 子 可 写 为 p= 也 [(1) 十 


(12)]，22 一 二 [(1) - (12)]。 又 易 算出 Ss 的 上 述 这 个 四 维 表 


示 的 特征 标 为 %Y=(4,2)=3(1,1)+(1 -1)， 可 见 其 中 含有 对 
称 表示 3 次 和 反 称 表示 1 次 。 用 2 作用 于 基 矢 pi(1)y1(2) 以 
及 p1(1)wak2)、Y2a(1)y2(2) 便 得 出 3 个 独立 的 对 称 表示 的 不 可 
约 基 ; 用 $2? 作 用 于 基 矢 8;(1)ya(2) 则 得 出 一 个 反 称 表示 的 不 
可 约 基 。 于 是 ， 多 -的 四 个 不 可 约 基 可 写 为 两 个 基 矢 矩形 


pi(1) (2) 
ED) a2) + pa( Di(2)] 


p21)pa(2) 


和 


20 (Dpal2) = pCD pe)] 


| 


第 一 个 矩形 的 每 行 都 按 S, 的 对 称 表 示 [2] 变换 ， 而 列 则 沪 
SU(2) (或 SO(3)) 的 三 维 表示 D' (总 自 旋 量 子 数 S=1) 变 
换 。 第 二 个 矩形 只 有 一 个 基 矢 ， 它 在 S, 下 按 反 称 表示 [1 ] 变 
换 ， 在 SU(2) 下 则 按 一 维 表 示 D'” (总 自 旋 量子 数 S=0) 变 
换 。 这 在 量子 力学 中 〈 双 电子 自 旋 的 碍 含 ) 是 大 家 熟知 的 结 
果 。 

通过 此 例 可 以 看 出 ， 对 多 电子 体系 的 自 旋 波 函 数 来 说 ， 将 


327 


它们 按 总 自 旋 角 动 量 ( 即 按 SU(2) 的 不 可 约 表示 ) 进行 分 类 或 
按 其 置换 对 称 性 〈 即 按 电子 置换 群 的 不 可 约 表示 ) 进行 分 类 ， 
两 者 是 一 致 的 《同时 实现 ) 。 

例 % 三 电子 自 旋 函数 空间 的 约 化 

三 电子 系 体 的 自 旋 波 函数 的 空间 条 "由 八 个 基 矢 多 (1) 细 (2) 
%(3) ， 纺 (1) 细 (2)%(3) ，… 张 成 ， 是 八 维 的 (22 =8) 。Y 是 
SU (2) 的 三 次 张 量 表示 空间 , 也 是 电子 置换 群 S, 的 表示 空间 。 
现 将 " 按 5， 进行 约 化 。 首 先 ， 易 算出 5 的 这 个 表示 的 特征 
标 %*。 将 xX 的 值 与 $, 的 三 个 单纯 特征 标的 值 列 于 下 表 


Ss (1) 2(123) 2(12) 
xL3] I 1 1 
3 
XI | 1 1 -1 
o 2 一 0 
x!? 11 
A 
万 8 3 4 


多 一 4XYL31 十 2YE211 
这 表明 在 的 不 可 约 基 中 共有 4 个 13] 基 ， 在 SU(2) 下 它们 按 


SU (2) 的 4 维 不 可 约 表示 D' 变换 ， 另外 还 有 两 组 [21] 基 (每 
组 含 两 个 基 舌 ) ， 在 SU (2) 下 它们 又 分 为 SU (2) 的 两 组 不 可 约 


基 ， 每 组 都 按 SU7(2) 的 3 维 不 可 约 表示 DG) 变换 。 这 与 先 将 
和 Y 按 SU(2) 约 化 


| 万 (和 四 万 (和 oDD oD ODE 
二 (3$) BD ODE) | 
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的 结果 是 一 致 的 。 . 加 

投影 算 子 的 写 靶 不 是 唯一 的 ， 它 取决 于 不 可 约 表示 的 素 阵 
形式 的 取 法 。 例 如 ， 当 表示 [21]1 的 和 矩阵 取 为 (15.20) 时 ， 相 应 
的 投影 算 子 98?( 略 去 了 下 标 》 则 由 (20.22) 中 的 2 给 出 。 由 
(37.37) 和 (37.38) 容 易 看 出 ， 由 (15.20) 所 确定 的 矩阵 正 是 表 
示 [21] 的 标准 矩阵 ， 所 以 相应 的 投影 算 子 (20,22) 将 给 出 5S, 的 
不 可 约 表 示 的 标准 基 。 

由 (20.22) 写 出 在 这 里 要 用 到 的 三 个 投影 算 子 


pt = 二 [ (1) + (123)+(132) + (12) + (23) + (13)] 
jz 让 人 - 广 (123) ~ (132) + (12) 


1 了 
一 3 (23) -二 Qs)| 


~ M3 


= 二 (123) - -二 一 (132) -zs (23) 


ay] 
将 名 2 分 别 作用 于 幼 (1) 细 (2) 幼 (3)， P11 PIC2) P23), p11) 
gs(2)%a(3) 和 9%(1)9%s(2) 细 (3)， 便 得 出 4 个 独立 的 [3] 基 ， 可 
写 为 一 个 4 行 1 列 矩 形 。 将 P1311 分 别 作 用 于 1(1) 1(2)%,(3) 


和 入 (各 (2) 各 (8) 得 出 两 个 名 立 的 引 于 范 ， 再 将 有 2 作用 


于 这 两 个 矢量 ， 又 得 出 两 个 独立 的 3 基 ; 这 4 个 标准 基 可 


写 为 一 个 2 行 2 列 的 矩形 。 这 样 ， 八 维 空 间 "的 八 个 不 可 约 
基 构 成 两 个 矩形 ， 每 个 矩形 的 行 和 列 分 别 按 5S, 和 SU (2) 的 不 


© 
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四 $1 (1) p12) p13) 


AL AOET NAA 
#2(D i(2) pC3)] 


AO AOEL A A A 
$21) p22)p.(3)] 
-也 Pal 1) (2)p(3) 


L211] 
112, :13| 
可 下 


了 1 
213 [2 多 (1) 细 (2)%a(3) 地 P11) ps2) pC3) 


— Pi(1) a2) p13) + p21)p1(2) P13)1 


TY¥2 ) 1 i1( ? 
万 二 $C1) p12) pC3)] 


上 


-6 C1) C2) ya) pO 一 (Da(2) ya(3) 


+ p21) $1(2) p23) + pa(1) pi(2) p23)]: 
一 2%2(1)%(2) 幼 (3)]， | 


L4 


了 30 


可 约 表示 变换 。 在 写 出 的 矩形 中 ,已 经 标明 了 基 矢 的 变换 性 
质 ， 左 边 的 数字 是 波 函 数 的 总 自 旋 的 投影 量子 数 Ms。 这 里 顺 
便 指 出 ， 以 上 基 矢 怡 为 :的 本 征 函数 这 一 点 是 不 足 怪 的 。 因 
为 我 们 选取 的 被 投影 算 子 $ 作用 的 原始 函数 是 3。 的 本 征 函数 
(这 并 不 是 必需 的 ) ， 而 5 与 全 部 投影 算 子 可 易 ， 所 以 原始 
函数 被 $ 算 子 作 用 后 仍 为 3: 的 属于 原本 征 值 的 本 征 态 。 正 是 
考虑 到 这 一 点 ， 我 们 在 作 具 体 运算 之 前 就 知道 ， 例 如 对 于 
p31 所 取 的 4 个 函数 ， 在 被 9” 作用 后 得 出 的 函数 必定 是 线性 独 


立 的 ,因为 这 4 个 函数 显然 是 8 的 属于 不 同 本 征 值 ( Me=， 


计 ，- 于，- 二 ) 的 本 征 函 数 。 


如 果 用 量子 数 (9 ，Ms) 来 标记 不 可 约 基 的 旋 转 对 称 性 , 用 
了 符号 (7) 标 记 其 秆 换 对 称 性 , 则 可 将 不 可 约 基 记 作 IS，Mse 
(7) 之 。 这 时 上 面 的 两 个 基 矢 矩形 可 写成 


3 3 、 


| 


(111)> 


Sl 
| 


3 1 ~ 
| | 2 -D3 (111)>. 


3 3 | 
| 读 ， To} (111) ,> 


| 
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| 去 ， 3 (211)> | 去 二 . (2D)> 


235 


| 去， - 工 ， (210D>> | 地 -2 (121)> 


现在 来 考虑 在 群 G, 的 张 量 表示 空间 作为 群 $m 的 表示 进 
行 约 化 时 ，Sm 的 哪些 不 可 约 表示 [4] 会 在 其 中 出 现 。 在 例 2 
中 ，G= 二 SU(2)，Swm 二 Ss ，5s 的 三 个 不 可 约 表 示 13] 、121]、 
[1 ] 在 约 化 中 出 现 两 个 ; [3] 和 [21] 。[11 不 能 在 其 中 出 现 的 


原因 很 明显 ， 车 含有 [1*]， 则 有 标准 基 


上 > ， 但 由 37.2 


节 末 尾 的 讨论 得 知 ， 这 个 函数 对 于 三 个 电子 的 变量 是 反对 称 
的 ， 由 于 只 有 两 个 单 电 子 态 ， 这 样 的 函数 (可 写 为 由 单 电子 态 
构成 的 一 个 行列 式 ) 必 为 零 。 

为 了 对 上 述 和 问题 作出 一 般 的 回答 ， 这 里 将 使 用 Sm 的 一 组 
特殊 的 投影 算 子 。 在 835 中 ， 曾 引入 了 杨 算 子 (35.1)， 它 是 
Sm(5s) 的 群 元 的 线性 组 合 ， 即 Sw 的 群 代数 的 元 。 作 为 Sa 在 空 
间 和 上 的 表示 ，Sm 的 每 个 元 s 表现 为 上 的 线性 算 子 $8， 因而 
杨 算 子 (35.1) 也 表现 为 % 上 的 线性 算 子 〈 群 代数 的 表示 ) 


Ps=(58) (60) =D699 (39.15) 
在 35.2 节 中 已 经 证 明 ， 群 代数 的 元 
AS | ” (39.16) 


在 s(ESsm) 的 左 乘 下 按 Se 的 不 可 约 表 示 [4] 变换 ( 非 标 准 气 

阵 ) 。 由 同 态 关 系 推 知 ， 算 子 组 . 
{KP hl, hac? 1} (39.17) 

在 4 的 左 乘 下 将 按 [4] 的 同一 组 矩阵 变换 。 六 而 ， 老 久 为 空间 
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多 中 的 任意 矢量 ， 则 矢量 组 

{hh ?ty, hb, 0) hn? yD)} . (39.18) 
在 算 子 3 的 作用 下 也 按 Sm 的 不 可 约 表示 [4] 的 同一 组 矩阵 变 
换 。 另 一 方面 ， 按 不 可 约 表示 变换 的 失 量 组 ， 或 全 为 零 ， 或 线 
性 无 关 〔 请 读者 证 明 ) 。 从 而 可 知 ， 只 要 (39.18) 中 的 一 个 矢 
量 不 为 零 ， 它 就 构成 Sm 的 一 组 [4] 不 可 约 基 。 

为 了 求 得 其 他 的 [2] 不 可 约 基 ， 可 以 变动 (39.18) 中 的 多 ， 
例 知 变 为 多 和 , 则 又 得 出 一 组 基 。 这 两 组 基 的 关系 只 能 是 这 样 的 ， 
或 者 相互 无 关 ， 从 而 给 出 两 个 独立 的 [4%] 不 可 约 子 空间 ， 或 者 
只 差 一 个 比例 常数 ， 从 而 实质 上 是 同一 组 基 。 这 一 点 可 证 明 如 
下 。 

设 {on， 22， Ur} 和 {v1, Vs, Un} 是 按 任意 群 G 的 
同一 不 可 约 系 阵 表示 4(9) 变 换 的 两 组 矢量 。 由 不 可 约 表示 的 
定义 容易 证 助 (请 读者 作出 ) ， 这 两 组 矢量 张 成 的 两 个 子 空间 
或 者 完 休 重合 ， 或 者 没有 公共 的 非 零 矢量 。 这 后 一 种 情况 即 是 
两 个 子 空间 〈 两 组 矢量 ) 线性 无 关 。 如 果 不 是 这 种 情况 ， 即 两 
组 矢量 张 成 同一 个 空间 ， 这 时 存在 由 {sij 到 {vy} 的 基 和 失 变 换算 
阵 S 

Vi= 2 

用 作用 比 式 的 两 边 ， 答 

SAni(g) = Hs TA gu 
上 式 中 的 vi 用 第 一 式 代 入 

SAT a SA us 
从 而 有 

PAi(g) = A 9) Ss 

SA(g)=A(g)S, gEG 


Schur 引 理 要 求 上 式 中 的 3 为 单位 矩阵 的 倍数 ， 即 ， 
Sis=c6iy 

于 是 得 到 四 
Vi 一 Cl i==1, 2, ,7 

由 上 述 论 断 可 知 ,为 了 使 WW' 产生 出 独立 于 (39.18) 的 新 基 ， 
只 需 使 一 个 〈 任 选 ) 对 应 的 基 矢 (例如 色 六 六 J 玉 和 有 人 二 ') 
彼此 独立 就 够 了 。 

让 区 跑 遍 YU， 得 出 om 个 独立 的 让 FE :和 YI 
记忆 瑟 ,，… 和 了 IWas。 从 而 由 (39,18) 又 得 出 a 组 独立 的 
[41 基 ， 形 成 一 个 基 矢 矩形 ‘39.3) 

| YP hf ,hnta? VD, | 
YR RF oo, ho YI, 


(39.19) 


| hb Yr a, ba? He ee fut? Pa; 


矩形 (39. 19) 的 每 个 行 都 是 群 Sa 的 不 可 约 表示 [和 1 的 不 可 约 基 
( 非 标 准 基 ) ， 每 个 列 都 是 线性 群 C, 的 不 可 约 表示 D1 的 不 
可 约 基 。. 上 面 和 的 讨论 表明 ， 算 子 组 (39.17) 与 $20 中 用 不 可 约 
年 阵 元 定义 的 (广义) 投影 算 子 {f 守 ， 仿 ，…， 名 4}， 两 
者 的 作用 是 相间 的 ， 差 别 只 在 于 所 得 出 的 不 可 约 基 的 变换 矩阵 
可 能 不 同 ( 彼 此 等 价 ) 。 所 以 ，(39,17) 也 是 Sm 的 一 种 投影 
算 子 。 

由 基 矢 矩形 ‘39.19) 所 张 成 的 的 子 空间 是 由 [%] 唯 一 确 
定 的 ， 与 约 化 的 具体 方法 无 关 ， 可 记 为 多 [0。 但 YU 的 约 化 
形式 不 是 唯一 的 ， 唯 一 确定 的 只 是 等 价 不 可 约 子 空间 的 个 数 。 
例如 ， 当 (39.19) 中 了 ?1 的 下 标 (1 二 1,2,…,n[%]) 取 不 同 值 
时 ， 怎 形 中 对 应 的 行 ( 列 ) 空间 一 般 是 不 同 的 ， 但 整个 矩形 张 
成 的 空间 都 是 % 中 1。 

通常 给 出 的 是 %U 的 另 一 种 不 同 于 (39.19) 的 更 为 有 用 的 


了 3 了 


约 化 形式 。(39.19) 的 第 ! 列 张 成 的 子 空间 ， 显 然 可 写 为 

hyY hy = (h ?hI :WE 2 } 
再 对 ! 进行 组 合 ， 并 注意 (39.16) 是 Sa 的 群 代数 多 的 极 小 左 理 
想 .ZY 的 一 组 基 ， 则 可 写 

I= DY 
其 中 .多 为 将 .多 中 的 群 元 s 换 为 算 子 $ 所 得 的 算 子 代数 。 再 将 上 
式 对 i 进行 线性 组 合 ， 由 于 or5 与 荆 无 关 ， 结 果 仍 为 多 0。 
即 有 

yn-(S OP )y (39.20) 


( 见 835 的 基本 定理 ， 诸 9 YB] 线 性 无 关 ) 。 另 一 方面 ， 可 以 
与 $35 同样 地 将 .多 按 其 极 小 右 理想 了 的 多 进行 分 解 ， 并 可 建立 
一 套 与 $35 完全 平行 的 理论 。 其 中 

Y WI= (3609) (Sp) (39.21) 
是 由 [4 的 第 i 的 标准 盘 产 生 的 右 杨 算 子 ，p 与 9 的 含意 同 
前 。 了 的 具有 与 了 的 相似 的 性 质 和 作用 。 在 16.3 节 中 已 指出 ， 
对 给 定 的 14] ， 多 的 不 可 约 基 

{pi :i, j=1,2,.%,n[%]} (39. 22) 
张 成 多 的 一 个 双 侧 理想 。 因 为 属于 不 同 的 [4] 的 不 可 约 基 (不 
等 价 的 ) 是 线性 独立 的 ， 所 以 由 (39.22) 所 张 成 的 左 理想 必 与 
全 GZ7 多 重合 。 同 理 ， (39.23) 张 成 的 右 理想 与 习 四 了 8.9 
重合 。 于 是 有 

>@ 了 i 多 = po YW (39.23) 


将 Sm 的 元 换 成 算 子 后 上 式 仍 成 立 (代数 同 态 ) ， 于 是 (39. 20) 
又 可 写 为 


(9 
Y 一 POY? YN 
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显然 ~、 
HY = (39.24) 
所 以 又 得 
y= Py (39.25) 
其 中 
P= (B60) (Dp)= 于 6p (39.26) 


由 于 (39.2)， 群 Gu 的 算 子 放 也 与 他 后 对 易 ， 从 而 每 个 子 
空间 他 00yr- 都 在 G。 下 不 变 ， 即 是 G。 的 表示 空间。 对 于 了， 
容易 看 出 ， 也 具有 了 的 性 质 (35.5)， 从 而 有 

P= Yhr! (39.27) 
是 将 [4%] 的 第 一 个 标准 盘 变 为 第 i 个 标准 盘 的 置换 。 换 为 算 
子 形式 为 
. Ph hil (39.28) 


由 此 可 推断 ， 作 为 群 C, 的 表示 空间， 所 有 的 全 i (i 二 1,2， 
…, na[4]) 是 彼此 等 价 的 。 事 实 上 ， 在 空间 双 [0%- 和 他 00 之 
间 存在 一 一 的 线性 映 射 了 
全 = 他 8 到 一 让 全 0 权 (39.29) 
而 且 
9f =f9, gEGs (39.30) 
又 ， 已 知 %-CI 含 有 n[2]1 个 Gs 的 不 可 约 子 空间 〔( 由 多 50 的 定义 
知 ) ， 于 是 (39.25) 要 求 其 中 的 [和 4] 个 等 价 子 空 间 必定 不 可 
约 。 
总 之 ，(39.25) 表明 ，%70 可 分 解 为 Gs 的 n[4%] 个 等 价 的 
不 可 约 表示 空间 多 IC 二 1，2，…，n[4]) 的 明和 。 


了 36 
设 { 全 多 到， 全 扩 权 ，…， 多 名) 为 全 加 y- 的 一 组 基 ， 
则 由 (39.29) 可 知 ， 他 0%- 中 的 相应 的 等 价 基 《〈 按 G* 的 同一 


第 阵 表示 变换 ) 为 { 店 分 罗 0 到， 大 全 后 到，…, 记 人 金 权 oh}。 将 
上 述 每 一 组 基 写 成 一 列 ， 又 得 到 0 的 一 个 基 拓 矩形 ( 友 =1) 


主人 

A hs iy hr? wy, 

hPa hPa hla 
| 9.31) 


其 中 的 行 和 列 分 别 按 Sa 的 不 可 约 表示 [4] 和 G, 的 不 可 约 表示 


D7 变换。 注意 ， 在 (39.27) 中 的 了 六! 的 下 标 1 是 任意 取 定 的 ， 
如 果 下 标 取 定 为 1， 则 (39.27) 对 了 1 同样 成 立 ， 只 要 将 甩 理 
解 为 是 把 第 1 个 标准 盘 变 为 第 i 个 标准 盘 的 置换 。 所 以 ， 
《39.31) 中 的 下 9 的 下 标 是 可 以 取 1，2，…，nf[2] 中 的 任 一 
个 值 的 。 由 此 可 见 ，(39.31) 与 (39.19) 的 不 同 只 在 于 用 了 代 赫 
了 y。 

关于 表示 空间 的 构造 的 最 后 一 个 问题 是 ， 对 给 定 的 Ga 
和 >，124] 取 哪些 值 的 (39.25) 或 基 炙 矩形 (39.31) 在 表示 空间 
的 约 化 中 出 现 ? 下 面 来 解决 此 问题 。 

由 于 (39.25) 中 的 各 子 空 间 披 此 等 价 ， 它 们 只 能 是 ， 或 者 
全 为 零 ( 空 间 ) ， 或 者 全 不 为 零 。 因 而 多 0 在 % 的 约 化 中 出 
现 的 充 要 条 件 为 : 对 某 个 ， 了 59 天 { 0 }。 这 个 条 件 显 然 又 
可 表 为 ， 至少 存 在 一 个 罗 sE ‰r， 使 得 

P Iyaz0 (39.32) 
任 一 盘 的 水 平 置换 ， 总 可 写 为 这 个 盘 的 各 个 行内 的 数码 的 
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置换 的 乘积 。 属 于 不 同行 的 置换 ， 由 于 所 含 的 数码 不 同 ， 显 然 

彼此 可 易 ， 且 除 恒 等 咋 换 外 彼此 不 等 。 所 以 ， 盘 的 水 平 置换 群 

等 于 各 个 行 的 置换 群 的 直 积 。 与 此 相应 地 有 
P=Sp-li(Sp) (39.33) 


同 理 ， 盘 的 垂直 置换 群 等 于 各 个 列 的 置换 群 的 直 积 。 相 应 地 有 
Q=26gq= T1125, 9) (39.34) 
g 1 a . 


上 两 式 中 ,i 是 行 标 ，pi 表 第 i 行 中 数码 的 置换 ，j 是 列 标 ， 
g; 表 第 六 列 中 数码 的 置换 。 由 这 盘 产 生 的 了 算 子 可 写 为 


F010p (39.35) 
?=I (39.36) 
Yl 0,0s) (39.37) 


为 了 下 面 叙述 方便 ， 现 将 G* 的 自然 表示 的 基 {usj、{vw 小 、 
{wy} 改 记 为 {p201)}、{p.(2)}、…、{p,(m)}， 则 空间 和 
的 基 (39.1) 可 写 为 

{pa DP) Pm) A Ky 1 2} 

(39.38) 
Y 中 的 任意 矢量 到 是 (39.38) 中 的 矢量 对 下 标的 组 合 ， 可 写 为 
C2 mm Camm BAD Pa 2) p,m) 
(39.39) 
而 作为 Sm 在 办 上 的 表示 ， 置 换 
1 2 … m 
人 ( S2 ,| 
对 岁 的 作用 则 可 明显 地 表 为 
SP (1,2,.,m) 一 到 (SiS Sm) (39.40) 
对 任意 台 [2]， 总 有 一 个 形 如 
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115|8111|13|14l15| 
21619113| 


31710| 
i4| 
的 标准 盘 ， 其 中 的 数码 是 按 递增 的 次 序 逐 列 地 由 上 到 下 排列 
的 。 对 每 个 [4]， 我 们 选取 这 样 一 个 标准 盘 ， 将 它 产生 的 了 算 
, 子 记 为 人 52。 
当 [41 的 行 数 r<n 时 ， 在 (39.39) 中 存在 一 个 (与 形 如 
《39.41) 的 标准 盘 相 应 的 ) 形 如 下 式 的 特殊 基 矢 罗 。 
Pi(D PAEIPI(8) PI 11) pi1(13)91(14) 1(15) 
pa(2)9. (6 9 .9,12) 
3(3)Ps7)P(10) 
924(4) (39.42) 
这 个 基 矢 的 特点 是 ， 其 中 的 因子 w;( 包 的 下 标 等 于 数码 大 在 
盘 中 所 处 的 行 数 。 当 r 盖 ”时 ， 因 9 的 下 标 不 可 能 超过 n， 即 不 
存在 pr ， 故 不 存在 形 如 (39. 42) 的 基 矢 。 对 于 多。， 当 以 相应 
盘 的 行署 换 作 用 时 ， 由 于 被 置换 的 各 个 wp 的 下 标 相同 ， 结果 最 
然 不 变 (对比 (39.41) 和 (39.42)) 。 于 是 有 
Po 一 Ia ) 到。 (39.43) 


其 中 入: 是 [4] 的 i 分 量 , 帮 (%4 ) 是 所 取 盘 的 水 平 置换 群 的 阶 。 


以 6; 表示 盘 的 第 7 列 的 格子 数 ， 用 (39.37) 作 用 到 。。， 则 每 个 列 
置换 群 的 因子 ( 习 6。 9s) 产生 一 个 由 该 列 中 的 pg 形 成 的 行列 式 


(39.41) 


ig, (ys lst lo, y+ by) 
gp1(1i), pidjyt 1), ;Pils+ by)| 
一 | p21), Pollyt 1), ,Pally+ by) 
(39.44) 


pus ) pet 1 ,Pos(ly + by) 


”339 
而 Qo 等 于 这 些 行列 式 之 积 。 其 中 
1 一 1] 
jl2=0b1+1 
AA! 
‘ 1 二 61 十 bs 十 … 十 by-1 十 1 


{39.45) 


总 之 得 出 
Pye = [ET IP lst 1, ls + bs) 
i i 


(39. 46) 
(39.44) 中 含有 bx 个 项 ,它们 由 91 人 p(y 十 1)… 
oy(ls+b) 对 下 标 ( 或 8 的 序号 ) 的 所 有 置换 得 出 ， 显 然 是 
线性 独立 的 。 因 而 (39.44) 不 等 于 零 ，(39.46) 也 不 等 于 零 。 即 
有 


Ftp, #0 (139.32)) 
这 就 证 明了 1 匀 的 行 数 r 过 4 的 fl 必 在 的 约 化 中 出 现 。 


再 考虑 +>n 的 情况 。 将 了 中 的 算 子 9 作用 于 (39.38) 
中 的 任 一 基 矢 ， 得 
D=O9PA DP 2) Pp,r) 

因 y 的 下 标 只 及 个 不 同 值 ， 故 在 上 式 中 列 出 的 + 个 pg 的 下 标 
当中 至 少 有 两 个 是 相同 的 ， 例 如 可 假定 (1) 和 (7) 的 下 标 相 
等 。 将 对 换 (1,7) 作用 于 B， 则 有 〔 这 里 同时 用 (1,7) 表示 算 
子 ) 

(LID=D 
另 一 方面 ，(1,1) 是 盘 中 第 一 列 的 两 个 数码 的 对 换 ， 属 于 垂直 
置换 ， 故 有 ( 见 (35.7)) 

(1,1)Q=-Q 
从 而 又 得 a 
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(站 盏 = -加 
所 以 必须 
瑟 =-@ 或 DBD=0 
这 表明 9 将 的 每 个 基 欠 都 谈 成 零 。 因 而 ,9 将 中 的 任意 
矢量 ， 特 别 地 也 将 PV 变 成 零 
-Q(BPY)=0 
即 有 
fF y=0, yyEY (39.47) 


这 就 证 明了 ， 当 [ 几 的 行 数 r>n 时 ，%7071 不 可 能 在 的 约 化 
中 出 现 。 

综 上 所 述 ， 关 于 Cs 的 张 量 表示 空间 PY 的 构造 ， 有 以 下 基 
本 结果 


3 一 习 DY (39.48) 
(2 
或 
n[4] 八 
Y= 总 PBIY Fy (39.49) 
] 了 全 1 
(r<n) 


例如 ,前面 讨论 过 的 例 2, 相当 于 Gs 二 SU (2) 及 Ss 二 S; 的 特 


丈 情 形 。 在 S, 的 三 个 台 - 了 了、 全， 


个 满足 r<n=2。 所 以 ， 这 时 (39.49) 化 为 


(39.50) 
号 处 多 是 由 基 {pi(D)9,(2)gp,(3) :4, nv=1, 2} 张 成 的 8 维 
空间 。(39.50) 中 的 三 个 子 空 间 是 SU (2) 的 三 个 不 可 约 子 空 
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间 ， 且 后 两 个 是 等 价 的 。 如 果 用 分 割 记号 [和 来 标记 SU(2) 的 
不 可 约 表示 ， 则 与 (39.50) 相 应 的 表示 分 解 式 应 写 为 
D= DD DE UD (39.51) 
但 是 在 本 节 以 前 ， 对 SU(2) 的 不 可 约 表 示 ， 我 们 是 用 半 整 
数 y 〈 首 权 ) 来 标记 的 。 所 以 还 要 确定 (39.51) 中 的 不 可 约 表 
示 的 首 权 。 在 本 例 中 ,表示 的 权 就 是 总 自 旋 的 投影 量子 数 M，， 
多 -的 8 个 基 矢 都 是 NM。 有 确定 值 的 矢量 。 由 于 SU(2) 的 生成 元 
S。( 即 嘉 当 子 代数 的 算 子 ) 与 这 可 易 ，%r 的 上 述 基 在 被 艺 作 用 
后 其 权 M。 不 变 。 
DPI 的 表示 空间 中 有 非 堆 矢 (分 gm。) 
多 (0Doi(2)91(3) 


] 


此 矢量 属于 权 M。 一 瑟 十 言 二 部 = 卫 。 这 个 空间 中 不 可 能 有 属 


于 更 高 的 权 的 矢量 ， 因 而 -是 表示 DG 之 首 权 。 于 是 有 


门 1 二 万 全 ) (39.52) 
在 疡 590 的 第 二 个 表示 空间 中 ， 有 非 堆 矢量 

会 Pi(1) p13) 

EE pa(2) 


i 1 1 1 1 
显然 属 王权 人 ,二 地 + 序 ~ 训 一 总 。 在 中 比 多 1(1)91(3) 


具有 更 高 权 的 基 欠 只 有 1(2)?' 5) ， 但 因 后 者 被 人 ,i。 变 成 
3. 


零 ， 故 属于 此 权 的 矢量 不 可 能 在 这 个 表示 空间 中 出 现 。 因 而 
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-二 必 为 有 689 的 普 权 ， 可 写 


Dn Dp (39.53) 


为 了 得 到 每 个 不 可 约 表示 空间 中 的 属于 较 低 权 的 其 他 基 定 


笑 ,可 之 次 取 中 属于 较 低 权 的 基 矢 经 相应 的 5 作用 来 生 
成 。 请 读者 用 此 法 作出 所 有 不 可 约 基 ， 并 与 例 2 中 给 出 的 基 矢 
矩形 对 照 。 


39.3 SU (7 的 订 可 约 张 量 夫 示 


”由 Gs 的 张 量 表示 的 约 化 所 得 出 的 不 可 约 表示 DID， 称 为 
Gs 的 不 可 约 张 量 表示 。 我 们 看 到 ,G。 的 不 可 约 张 量 表示 与 S。 
的 不 可 约 表示 有 密切 关系 ， 事 实 上 属于 Di 的 不 可 约 张 量 〈 特 


别 是 不 可 约 基 ) 是 出 人 V1" 给 出 的 ， 而 区 9 由 与 Se 的 表示 
[ 杂 ] 相 关 的 杨 盘 确定 。 

另 一 方面 ， 在 第 五 章 中 已 经 用 李 代 数 方法 系统 地 讨论 了 李 
群 的 不 可 约 表 示 ， 并 将 首 权 作为 不 可 约 表 示 的 标记 。 因 而 存在 
如 下 的 问题 ， 以 [41 为 标记 的 不 可 约 张 量 表示 DU4 是 (等 价 于 ) 
首 权 为 何 值 的 表示 ?Gu 的 所 有 不 可 约 张 量 表示 是 否 能 够 穷尽 
其 全 部 不 可 约 表示 ? 

下 面 以 Ga= SU(m) 的 情形 为 例 ， 来 康 答 上 述 问题 。 

SU (nn) 是 (m1) 维 的 实 李 群 ， 其 李 代 数 的 复 扩充 为 (n-1) 
秩 的 单 李 代数 s1() 守 4s.1。 所 以 ， 群 SU (n) 的 表示 空间 , 权 、 
等 等 ， 都 是 与 它 的 李 代数 4,.1 所 共有 的 。 

DW 的 表示 空间 Wy 的 所 有 基 矢 ， 都 可 通过 全 V1 作用 于 
% 的 基 矢 来 生成 。 假 定 对 于 SU( (4.1) 的 自然 容 示 的 基 
{2p pa 92nj 已 取 为 分 属于 rn 个 权 m(1),m(2),…,m(n) 的 
,多量 ， 且 基 矢 的 下 标 是 按 权 由 大 到 小 的 顺序 排列 的 ; 即 有 ,。 


[a 
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m(1)>m(2)> Om(n) (39.54) 
张 量 表示 的 基 矢 B41(1)84(2)…9g,(m) 的 权 等 于 其 中 各 个 2 的 
权 之 和 ， 所 以 的 每 个 基 儿 也 是 有 确定 权 的 矢量 。 若 在 的 
某 基 矢 中 ，2: 出 现 户 次 ，2， 出 现 户 次 ，…， 则 此 基 矢 的 权 M 
可 写 为 
M=fim(1)+ fem(2)+… + frm(n) (39.55) 
户 十 户 十 … 十 户 一 入 (39.56) 
因 工 如 与 SU (n) 的 表示 ( 算 子 ) 可 易 ， 故 六 不 改变 矢量 的 权 。 
所 以 的 任 一 基 经 了 51 作用 后 ， 或 变 为 零 ， 或 变 为 属于 原来 权 
的 矢量 。 这样， 空间 人 VY 的 所 有 末 矢 (如 上 生 成 的 ) 都 是 
属于 确定 权 的 矢量 。 下 而 将 要 证 明 ， 在 空间 了 by” 的 所 有 这 
些 基 矢 当中 ， 以 多 局 更 。 的 权 为 最 高 ， 到 是 ‰r 的 形 如 (39.42) 
的 基 矢 。 为 此 只 需 证 明 ， 比 亚 。 具 有 更 高 的 权 的 (入 的 ) 基 
矢 ， 都 被 傅 避 变 为 零 。 
在 Be 中 i 出 现 入 次， 92 出现 4s 次 ，…， 按 (39.55)， 


Ys 的 权 为 
Moa= hm(1)+Am(2) + + Asm(n) (39.57) 
4 十 各 十 … 十 4 一 7 (39.58) 
其 4; 是 分 割 [4] 的 分 量 。 


在 26.4 节 中 ， 已 写 出 4s-1 (n-1=1) 的 嘉 当 子 代数 的 基 
IH, 万。 万， 它们 已 经 同时 对 角 化 了 
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/ 1 , 1 0 
到 0 n 
| n-!l _ 工 
| 和 ? 
万 ,一 | _ 工 ? ;Hs= 
了 1 
了 "1 
0 到 0 


这 ?个 乍 阵 的 对 应 的 对 角 元 ， 便 是 4,-1(SU (mn)) 的 自然 表示 
的 权 的 ”个 分 量 。 从 而 有 


m(D=( 呈 了 -二 ,~ 十,…, -~ 十) 
n nn nn 
m(2)=(- 广 2 一, - 工 -二 ) 有 
nn nn (39.59) 
m(D=( - 填 ， 一 工 ，..， -二 2) 
7 n n nn 


这 些 权 显然 满足 (39.54)， 而 前 面 所 取 的 SU(n) 的 自然 表示 的 
基 ob 2。 …, Pn， 下 是 分 别 属于 这 些 权 的 本 征 笑 。 4 

将 (39.59) 代入 (39.55) 和 (39.57)， 并 用 到 (39.56) 和 
(39.58)， 便 可 写 出 M 和 Me 的 分 量 的 明显 公式 


Mi 天 -也 ， (39.60) 


Ma 一人 》 i=1,2,%%,n (39.61) 


设 B 是 宛 的 一 个 基 舌 ， 其 权 导 高 于 罗 。 的 权 必 。， 即 有 
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M>Ma 或 M- Meo>0 

按 定义 ， 上 式 要求 (M - Me) 的 第 一 个 非 零 的 分 量 为 正 数 。 假 

定 (M - Ma) 的 第 一 个 非 零 分 量 是 第 7 个 分 量 ， 则 由 (39.60) 和 和 
(39.61)， 必 有 

fr fa= hy 1 fi hi 


fi> hi 
将 中 中 的 m 个 因子 p 按 其 序号 照 盘 (39.41) 中 的 数码 的 方式 排 
列 ， 则 可 证 明 ， 当 满足 条 件 (39.62) 时 ， 在 @ 的 如 上 写法 中 ， 
至 少 有 一 个 列 ， 其 中 的 9 的 下 标 不 是 互 异 的 。 为 证 此 事 ， 可 用 
反 证 法 ,如 果 各 列 p 的 下 标 都 互 异 , 我 们 对 每 列 中 vp 的 下 标 在 列 
内 进行 重新 安排 ， 使 其 由 上 到 下 按 递增 顺序 排列 。 这 时 ， 广 个 
1 必 都 处 于 第 一 行 ， 由 于 户 = 2 ， 第 一 行 的 1， 个 位 置 恰好 被 
所 有 的 工 所 占 满 ， 同 理 ，f; 个 2 恰 鼎 满 第 二 行 的 1。 个 位 置 ; 
… ii 个 (1 一 1) 恰 占 满 第 (1 一 直行 的 .1 个 位 置 。 由 于 同样 
的 理由 ，fi 个 下 标 ! 必 都 处 于 第 1 行 ， 但 这 是 不 可 能 的 ,， 因 
为 第 1 行 只 有 和 之 fi 个 位 置 。 从 而 导致 媚 盾 。 
先 将 全 的 因子 作用 于 B。 由 于 被 Sm 的 任意 置换 作 
用 后 仍 为 交 的 一 个 基 矢 ， 且 其 权 仍 为 MM， 故 可 写 
PD=DeD, 
BD 是 YY 的 权 为 M 的 基 矢 。 将 Bs 中 的 m 个 gp 按 与 9 相同 的 方式 
排列 ， 则 如 已 经 证 明 的 ， 至 少 有 一 列 p 的 下 标 不 是 互 异 的 。 
将 了 中 的 因子 9 作用 于 Ds， 则 9 中 与 上 面 这 个 列 相应 的 因子 
(264 ,42) 将 产生 一 个 值 为 零 的 行列 式 ( 至 少 有 两 个 行 相同 )。 


从 而 有 


(39.62) 


QPD;=0 
所 以 


346 


=OBG=0， (M>Mo) (39.63) 
这 就 证 明了 ， 在 表示 空间 全 中 "中 以 矢量 了 5。 的 权 为 最 高 ， 
或 表示 万 01 的 首 权 为 Ma。 
总 之 ， 我 们 有 如 下 的 结果 ， 
以 [4] 为 标记 的 SU(n) 的 不 可 约 张 量 表示 ， 等 价 于 首 权 为 
Ms 的 不 可 约 表示 ， 而 Ma 与 [4] 的 关系 由 (39.61) 确定 。 
也 可 将 此 定理 简 记 为 
. Dh 
DPI= De (M4 7) (9.00) 
在 25.4 节 中 已 证 明 ，(Mis Ms。 …, Ma) 是 4s_1(SU (nm)) 的 


不 可 约 表 示 的 首 权 之 充 要 条 件 为 ( 见 (25.58) 和 (25.59)) 
和 《 非 负 整数 ) 3 1 一 1，2， … 有 一 


因而 非 负 整 数组 {ki, ko，… ,hs-1} 与 首 权 M 一 一 对 应 ， 并 可 作为 


As-1(SU(n)) 的 不 可 约 表示 的 标记 ( 单 值 的 ) 。 又 由 (39.61) 
有 


(39.65) 


fe ，?==],2,.…,n 一 1 
Me=0 (39.66) 


” 因 (4 一 和 44) 为 非 负 整数 ， 故 如 令 

有 一 人 -人 ii ,i=1,2,..,1—1 (39.67) 
其 可 看 出 ，SU7(I) 的 不 可 约 张 量 表 示 DI" ， 穷 尽 了 SU(n) 的 
所 有 不 可 约 表示 。 

由 (39,67) 可 见 ，SU (n) 的 不 可 约 表 示 的 标记 [4] 不 是 单 

值 的 ，D'*? 与 DU1 等 价 的 充 要 条 件 为 

人 一 2 十 LA ,i=1,2,.,n (39.68) 
这 是 (39.64) 的 另 一 个 重要 推论 。 也 可 写 为 


人 
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DL"1= DIUM)! - %;= .LI 和 1 二 1, 2， ‘oh (39.69) 
满足 (39.68) 的 两 个 台 的 关系 又 可 如 图 39,1 所 示 。 


py 


IF 


{1] 
图 39.1 [4] 与 [4'] 
两 者 的 差别 仅 在 于 若干 个 具有 + 个 格 的 列 。 
由 (39.68) 或 上 面 的 杨 图 ， 还 可 看 出 ， 对 给 定 的 [人 ]， 在 

所 有 满足 (39.68) 的 [4'] 当中， 有 一 个 格 数 最 小 的 台 (.J%= 
一 Ma) 

[hi1 ~ Ans Ms — pn, 0, Ns-1™— has 0] (39.70) 
其 杨 图 如 图 39.2。 


图 39.2 [4] 的 一 部 分 


这 个 台 的 特征 ， 是 其 行 数 r<n， 或 其 分 割 的 第 1 个 分 量 为 零 

sw 一 0 (39.71) 
如 果 限 于 这 种 台 ， 则 [24 作 为 7(s) 的 不 可 约 表示 的 标记 将 是 
单 值 的 。 事 实 上 ， 由 (39.67) 和 (39.7) 可 解 出 ， 
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1 一 请 十 久 十 =。 十 R，: 
,二 “Rs 十 十 天 1 (39.7°) . 


Anl = Ra _1 


这 就 给 出 了 [2 一 [ 2 2 0] 和 {8} = 人 {Ri ha, Ra-1} 
之 间 的 一 一 对 应 。 

至 此 ,对 SU (n) 的 不 可 约 表示 ,已 经 用 过 三 种 标记 的 方法 ， 
首 权 人 MM, 非 负 整数 组 {如 ,分 割 [14%]。 对 同一 个 表示 , 这 三 种 参数 
的 关系 由 (39.65)，(39.67) 和 (39.72) 确 定 。{A} 对 应 于 不 可 约 
表示 的 角 图 ( 见 25.5 节 ) ; 由 (39.67) 又 可 看 出 ，Ri 又 等 于 台 
[4] 中 具有 i 个 格 的 列 的 个 数 。 前 面 在 一 般 理论 (第 五 童 ) 
中 关于 SU (n) (Aw.1) 的 不 可 约 表 示 的 用 首 权 表 征 的 各 项 结 
果 ， 现 在 都 可 以 用 [41 来 刻画 。 例 如 ， 关 于 不 可 约 表 示 DM 的 
维 数 公 式 (27.38)， 用 [241] 写 出 便 十 


m= 下 十 (一 (39.73) 
i<i 了 一? 


由 于 SU)n) 的 不 可 约 张 量 表示 的 构造 ,可 借助 于 算 子 久久 来 
具体 地 给 出 ， 所 以 用 分 割 来 标记 SU (n) 的 不 可 约 表示 ， 在 许多 
场合 下 都 更 便于 进行 分 析 。 

考虑 SU (Co) 的 对 偶 表 示 。 由 25.6 池 的 (25.75)，SU() 的 
两 个 表示 对 偶 的 充 要 条 件 是 ， 两 个 表示 的 无 穷 小 算 子 ( 即 
SU(Ds4w-; 的 表示 ) 正好 差 -一 符号 。 因 此 ， 对 偶 表 示 的 权 的 
集合 也 差 一 符号 。 这 样 一 来 ， 一 个 表示 的 最 低 权 乘 以 (- 1) 必 
为 其 对 偶 表 示 的 首 权 。SU(n) 的 不 可 约 表示 DL9 可 由 不 可 约 
空间 他 ty 生成 ， 它 的 最 高 权 对 应 于 条 中 的 特殊 基 拓 到 e。 现 
在 再 取 的 另 一 特殊 基 矢 罗 。， 其 形 如 (对 应 于 盘 (39.41)) 
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Pa(l)Pa(5) Ps (8) Pa 11) pal3) Pa(14) pa(15) 
Pr-1(2)PDn-1C6)Pn_1(9) Pn-1(12) 

Da-2(3) Pn-2(7 Pn-2(10) 

Pn-a(4) 


”与 We 情形 类 似 地 ， 他 ' 罗 ,具有 类 似 (39.46) 的 形式 ， 且 不 为 
零 (r<<n)。 显 然 ， 人 V1, 的 权 为 


Mui=hnri-i— 9 2 一 1 2， ， (39.74) 
另 一 方面 ， 用 与 前 面 同样 的 分 析 方 法 可 以 证 明 ， 了 ?Wi 把 中 权 
低 于 (39.74) 的 所 有 基 失 变 成 零 。 从 而 得 知 ，(39.74) 是 表示 
D1 的 最 低 权 。 所 以 ，Di1 的 对 侦 表 示 的 首 权 为 


-Moi= TT har 》 1 一 1， 2， “** (39,75) 


老 


如 将 此 对 偶 表 示 记 作 DI*'l， 则 有 


ha (39.76) 
n nn : 
或 | 
ht he ， f=1, 29, 7 (39.77) 
于 是 有 如 下 结论 ; 
SU (n) 的 表示 DI" 与 DJ 互 为 对 侦 的 充 要 条 件 是 - 
和 十 一 0 二 21 一 … 一 2 十 (39.78) 


满足 (39.78) 的 两 个 台 [4 ] 和 [4] 正好 并 成 一 个 ” 行 的 矩 
形 (图 39.3) 。 有 反之 ， 车 台 [4] 和 [4] 能 如 此 5 并 成 一 个 行 
的 矩形 ， 则 有 (39.78) 成 立 。 因 而 也 可 说 ， 


D4 与 DiI 互 偶 的 充 要 条 件 是 ， 台 [4 人 ] 和 [4] 按 图 39.3 并 
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图 39.3 [4] 与 [4 的 互补 关系 
成 一 个 4 行 答 形 。 

注意 ， 对 于 紧 李 群 而 言 ， 因 为 任意 有 限 维 表示 都 等 价 于 一 
个 乏 正 表 示 ， 玖 其 对 侦 表示 的 特征 标 等 于 其 特征 标 的 共 思 复 
数 。 所 以 ， 对 于 紧 李 群 和 有 限 群 来 说 ， 任 意 表示 的 对 偶 表 示 和 和 
复 共 罗 表 示 ， 在 等 价 的 意义 下 是 一 回 事 。 

因此 ，(39.78) 或 图 39.3 也 就 是 SU(n) 的 表示 DH 和 
DVI 五 为 复 共 思 的 条 件 ( 充 要 )。 

由 上 述 结论 (定理 ) ， 又 可 导出 一 个 有 用 的 推论 ， 

SU(m) 的 满足 (39.78) 或 图 39.3 的 表示 DP? 与 DI， 作 
为 子 群 SO(m) 的 表示 ， 是 彼此 等 价 的 。 

为 证 明 这 个 推论 ， 只 需 证 明 SU(n) 的 任 一 不 可 约 表示 
Dt ， 作 为 子 群 SO(n) 的 表示 时 ， 其 特征 标 是 实数 (等 价 于 一 
个 实 表示 )。 

我 们 回 到 张 量 表示 空间 的 约 化 公式 (39.49)。 显 然 ， 在 使 
用 分 割 记 法 时 ，SU (n) 的 自然 表示 应 记 为 D1， 而 由 (39.49) 
所 表达 的 约 化 公式 可 写 为 

D'li@ DO...W Ds=: 总 Pn[41 D1 
， mm 个 (E203n recn) 


(39.79) 


be 
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由 算 子 铺 1 的 定义 知 ， 它 将 9- 的 每 个 基 失 ( 见 (39.38)) 变 为 
这 些 基 矢 的 整 系数 组 合 。 所 有 这 些 组 合 ， 张 成 不 可 约 子 空间 
多， 从 而 可 取 一 部 分 这 样 的 组 合作 为 了 的 站。 所 以 ， 
由 因 的 基 (39.38) 到 不 可 约 基 的 变换 矩阵 S， 可 以 取 为 整数 矩 
阵 。 这 个 S$ ， 也 就 是 实现 约 化 (39.79) 的 变换 矩阵 。 

如 果 自 然 表 示 [4 的 矩阵 就 取 为 SU7(m) 的 矩阵 ， 则 Di 作 
为 SO(n) 的 表示 的 矩阵 为 实 的 。 这 时 (39.79) 左边 的 直 积 表示 
的 矩阵 ， 对 子 群 SO(z) 也 将 是 实 的 ， 它 经 S 作 相似 变换 后 仍 是 
实 的 。 因 而 ,这 时 出 现在 (39.79) 右 边 的 DU0， 作 为 子 群 SO(m) 
的 表示 矩阵 也 是 实 的 。 因 为 SU(m) 的 每 个 不 可 约 表 示 Da 都 可 
通过 (39.79) 生 成 (在 等 价 意义 下 ), 这 就 证 明了 ，SU (n) 的 任 
一 不 可 约 表 作为 子 群 SO(n) 的 表示 时 ， 都 具有 实 特征 标 。 

39.4 SU(n) 的 CC 一 G 级 数 

上 节 的 (39.79) 给 出 了 SU(n) 的 自然 表示 的 mn 次 直 积 的 约 
化 公式 。 我 们 看 到 ， 用 分 割 记号 来 表述 这 一 结果 ， 是 十 分 简洁 
的 ， 每 个 满足 条 件 忆 ,= 和 和 <x 的 Dl 出现 的 次 数 等 于 [4] 
的 维 数 ， 其 他 DG 不 出现。 利用 这 个 公式 可 以 很 方便 地 将 
SU(n) 的 自然 表示 的 直 积 约 化 。 

例 1 m 个 电子 自 旋 函数 空间 的 约 化 : 


单 电 子 自 旋 函 数 空间 按 SU(2) 的 自然 表示 Di 一 万 (专访 
换 ， 和 个 电子 自 旋 函数 空间 的 基 为 {fpi(1)9.(2)…o,(on ， 
久 ， K, 二 2}， 它 按 DI 的 m 次 直 积 

DQDUNG... ODN= DoDD ee. Dd) 
变换 。 这 个 表示 的 约 化 也 可 用 以 权 为 标记 的 SU (2) 的 C 一 G 
级 数 作出 ， 现 在 用 公式 (39.79)。 
出 现在 (39.79) 中 的 Di1 需 满足 (n=2) 
4 十] 一 坟 hh 之 41.2>0 
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从 而 有 


[2] = {m, 01, lm-—1,1],", 


2 ”2 
MA 
2 
= [m/l, ll, {=0,1,2,., (39.80). 
271 一 工 
2 
由 维 数 公 式 (36.28) 
_ = mm - ， 
n[m~1, 1 ri Dim tl 2) (39.81) 


代入 (39.79)， 得 


m 1 

2 2 
[11 [HA T1141]. ml (m+ 1-27) pn,r: 
DD CO 名 FED 


m 个 
(39.82) 
对 SU(2)， 李 代数 的 嘉 当 子 代数 由 {fH 互 ,} 张 成 ， 按 上 
节 中 写 出 公式 〈 令 2=2) 有 . 


-1 1 \ 
0 2 0 

万 :一 ? HH,= (Hi+ Hs:=0) 
1 1 
\0 -| 0 > 


独立 基 矢 可 取 为 (注意 这 李 代 数 的 秩 为 1 ) 


这 时 ( 见 25,1 节 ) 与 玉 ' 相 应 的 算 子 话 ' 一 3。( 取 =1) ， 四 


各 
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而 权 即 是 量子 数 Ma (不 可 约 表示 的 首 权 为 量子 数 S》， 且 有 


Ma=3 (Mi~ Ma)。 从 而 得 


S= 二 (0 一 ha) 一 下 -1 (39.83) 


- 即 有 


门人 D [s+s, 33s] ~ D'25:0 (39.84) 


例如 ，(39.52) 和 (39.53) 都 是 上 式 的 特例 。 
(39.84) 表 明 ， 多 电子 体系 的 自 旋 波 函 下 的 置换 对 称 性 ， 
完全 被 其 总 自 旋 量子 数 确定 ， 反 之 亦 然 。 总 自 旋 量子 数 有 确定 


值 S 的 态 ， 其 置换 对 称 性 如 图 39,4 所 示 。 


1 
站 3 ~ 3 一 一 一 2 一 人 
图 39.4 多 电子 自 旋 桓 数 的 甘 换 对 称 性 


其 中 m 为 电子 数 。 例 如 ， 双 电子 的 S=0 的 太一 定 是 反对 称 的 


(一 ;5=1 的 三 个 态 一 定 者 是 对 称 的 (| | |) 。 再 如 ， 在 


39,2 节 的 例 2 当中 ， 三 电子 的 5 地 的 四 个 态 必须 都 是 对 称 


的 〈[ 工 TD) ， 而 S= 二 的 二 重 态 必 有 置换 对 称 性 | -| | 


等 等 。 
用 自 旋 量子 数 来 标记 不 可 约 表 示 时 ， 约 化 公 式 (39,82) 可 
写 为 
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mil (2S +1) 


(#$) ($) ($)_ Deer 
D D OD: = 7 
Dp 2D “OP S=0， 站 到 +1+S) (2-s) 
m 个 2 2 
(39.85) 


求 和 中 ， 当 m 为 偶数 时 ，5 的 起 点 为 0; 当 m 为 奇数 时 ，5 的 : 
1 
起 点 为 5。 


例 2 SU(3) 的 表示 3@3@8 的 约 化 
3= Di!1， 是 SU(3) 的 自然 表示 ( 见 28.1 节 ) 。 由 (39.79)" 
有 


DIEIQODInQDID= DPD NBD 
(39.86) 


其 中 D035= Dil10= Diooo 是 单位 表示 〈 首 权 为 零 矢 量 ) 。 对 
SU(3) 的 表示 回 到 维 数 记 法 ， 得 
3Q3Q3=-10 中 8 中 8 人 1 . (39.87) 

公式 (39.79) 只 解决 了 SU(n) 的 自然 表示 的 直 积 的 约 化 问 
题 ， 现 在 进一步 考虑 SU(n) 任意 不 可 约 表示 直 积 的 约 化 问 
题 。 

设 {p19ss…, pn) 为 SU(n) 的 自然 表示 的 基 ， 则 SU (n) 的 
一 个 mi 次 张 量 表示 空间 ‰r; 可 由 基 {p94(1)94(2)…9 (mm) : 
,ps 二 1,2，…s 7} 张 成 ，SU(n) 的 一 个 ms 次 的 张 量 表 示 
空间 ,可 由 基 {9a 二 19 《m+2)…p,(mt+m) AN 
2 一 1 2, ,可 张 成 。 这 时 , 由 基 {pa(1) 9s(2)… ,m+1m2) 
:0 2 一 1 2 ,9 张 成 的 空间 1@%s 二 罗 ， 显 然 是 
SU(n) 的 一 个 (mi 二 m2) 次 的 张 量 表示 空 间 。 按 39.2 节 的 结果 ， 


会 [1] 


多 00yr,， 是 SU(m) 的 不 可 约 表示 DA 的 表示 空间 ， 命 ,多 是 
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SU(n) 的 不 可 约 表示 DL"' 的 表示 空间 ( [4%] 和 [4] 的 行 数 都 不 
大 于 nn ) ， 其 中 [4] 和 [2 分别 为 群 Sm 二 Sm(1,2,…, mi) 和 
3 一 Sa 二 1，mi 十 2，…，pal 十 71) 的 不 可 约 表 示 ， 算 子 


多 得 和 他 5 1 分 别 作用 于 数码 {1,2,…, ms} 和 数码 {mi 二 1， 
11 十 2， ***y m1 十 ?m2}o 

显然 (多 局 or) 罗 (多 司 gr) 是 DG@DU 的 表 示 空 间 ， 
现 设法 将 此 空间 按 $SU(n) 的 不 可 约 表示 约 化 。 


会 1411 


注意 到 了 ，， 对 多 中 的 矢量 无 作用 ， 则 有 


(Fy Egy) Sy, OY,) 
=? Py (39.88) 


以 多 家 群 Sw im = Sa is(l 2 mi 十 ma) 的 代数 ， 因 在 
Sm+m 下 不 变 ， 故 有 . 
.多 or 一 入 (39.89) 
从 而 
(Py DP YY) = OP jy (39.90) 
按 外 积 的 定义 ( 见 38.1 节 ) ,车 $7 是 Sm 的 一 个 不 
可 约 基 矢 ，%i% "是 S% ,的 一 个 不 可 约 基 矢 , 则 矢量 集合 
{8g0190 sE Smsms] 张 成 外 积 表示 [41@[4'] 的 一 个 表示 
空间 。 现 将 多 看 作 是 群 Sm,,m, 的 右 正 则 表示 的 表示 空间 ， 
Sum 的 群 元 对 .gp 中 矢量 的 作用 是 右 乘 
8UEUS ， SESmim ， VEB 
再 注意 了 Wi 作为 .多 中 的 矢量 是 子 群 Sw 的 一 个 不 可 约 基 矢 ， 
F% 是 子 群 54 的 一 个 不 可 约 基 矢 , 便 可 断言 由 矢量 集 
{F7BIPI 1s ，sE Sa ;ms} 所 张 成 的 空间 
HIP lg = .9 . : + (39.91) 
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是 外 积 表示 [4%] [4] 的 一 个 表示 空间 。 
可 用 杨 算 子 了 I (关于 群 Sm, ;ms 的 ) 将 外 积 表示 空间 .多 ' 进 : 
行 约 化 。 显 然 ， 企 由.4 是 Sw ,mw 的 一 个 不 变 〈 右 乘 ) 子 空间 ， 


且 有 Yi 2'CY gS, 但 了 li 是 Sm 12 的 不 可 约 子 空间 它 。 


不 再 有 不 变 的 真子 空间 。 所 以 有 


YZ'=7 了 ii% 或 {0} (39.,92) 
从 而 可 得 锡 ' 的 分 解 式 
=D BY (39.93) 
其 中 的 好 ' 只 对 满足 
| Yi gg'A0 (39.94) 


的 所 有 [4] 和 1/ 求 和 。 
将 (39.93) 代 入 (39.91) 再 代 回 (39.90)， 并 注意 (39.89)， 
最 后 得 


人 和 人 [47 入 
(FY) DF ‘Yr,) = 习 ， fy (39.95) 


其 中 的 求 和 条 件 也 可 更 直接 地 写 为 
YP 0 (39.96) 

上 式 是 将 (39.91) 代入 (39.94)， 并 注意 v 多 ={0}( 一 >o=0， 
得 出 的 。 

以 上 的 主要 结果 是 (39.93) 和 (39.95)， 前 者 是 置换 群 的 外 
积 [4]@ [4 的 约 化 公式 ， 后 者 是 SU (n) 群 的 直 积 表示 DLOG) 
Dt" 的 约 化 公式 ， 重 要 的 是 给 出 了 两 者 之 间 的 联系 。 若 在 
2 中， 对 给 定 的 [4 不 同 [出现 的 次 数 (重复 讼 ) 为 aj.441， 


[A 
则 与 (39,39) 相 应 的 约 化 公式 也 可 写 为 | 
[4%114] = aga! [4A] ((38.16)) 


为 了 写 出 与 (39.95) 相 应 的 约 化 公式 ， 还 要 注意 到 在 外 90yr 当 


二 


可 


物 
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中 ， 有 些 可 能 为 {0}。 在 39.2 节 中 已 证 明 


yr 一 0<-> [4] 的 行 数 r>n (39.97) 
因而 ， 将 (39.95) 中 等 于 零 的 项 去 掉 后 ， 有 
mm DGQDHO= apaar DA (39.98) 
A 
{r<n) 


这 就 是 SU (9 的 C 一 一 G 级 数 。 在 27.5 节 中 ， 曾 对 半 单 李 群 一 
般 地 导出 了 计算 C 一 一 G 级 数 的 方法 ， 但 那个 普遍 的 方法 在 实 
际 运 用 时 很 不 方便 。 现 在 利用 线性 群 与 署 换 群 的 关系 ， 导 出 了 
SU (9 的 C 一 一 G 级 数 与 置换 群 的 外 积 约 化 公式 的 简单 关系 。 
对 比 (38.16) 和 (39.98) 可 见 ， 为 了 写 出 SU (n) 的 C 一 -G 级 
数 ， 可 利用 约 化 外 积 的 图 形 规则 ( 见 38.3 节 ) ， 并 在 作 图 过 程 
中 上 略 去 所 有 行 数 超过 的 图 。 

例 8 SU(3) 的 表示 8 @ 8 的 约 化 

8 二 D1, 在 38.3 节 的 例 2 中 已 经 作出 [21] ©[21] 的 约 化 
结果 ， 去 掉 行 数 之 3 的 [313] 和 [221?] 之 后 ， 可 写 

D1 DN Dl:2 DUG D{3:1@® D321 Dls2ngy De 

一 DBDIABD DAABDINID DEID Dw 
此 即 
808=27DICDIODSDPLIDI ((28.8)) 

与 27.5 节 中 用 一 般 方法 算出 的 结果 (27,50) 或 (27.51) 相 同 。 请 
读者 对 两 种 方法 的 繁 简 进行 比较 。 

由 (39.98) 可 见 ，SU(n) 的 C 一 一 G 级 数 并 不 会 因 n 的 增 
大 而 明显 增加 其 复杂 性 。 当 n 达到 在 外 积 约 化 中 出 现 的 [4] 的 
行 数 的 最 大 值 后 ，(39.98) 将 不 再 因 n 的 增 大 而 变化 ,这 时 
D'%@DW 吉 的 约 化 系数 与 [2%] [4 的 约 化 系数 完全 相同 。 

例 & SU(n) (4) 的 表示 DOGD8D 的 约 化 
因 [21]@I2 划 中 出 现 的 [4 的 最 大 行 数 是 4， 所 以 当 n 之 4 
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时， 所 有 出 现在 [211@ [21 中 的 [4j 都 满足 +r<n。 因 而 此 时 只 
须 在 SU (3) 的 相应 约 化 式 中 ， 将 曾经 从 [21] [21] 中 去 掉 的 两 
个 r=4 的 图 [313] 和 [2213] 加 进来 就 行 了 。 注 意 D9=D* 和 
D1 一 门 1131， 便 得 
DEQ DI = 一 Dengy De Dongya Denigy pee 
BDIIB DY 
注意 : 对 SU(3) 存在 的 等 价 关 系 DD'3，DM2n= 
Den 和 D1= Dr 对 SU (n) (n>4) 已 不 复 存在 。 


8 40 对 多 电子 体系 的 应 用 


40.1 多 电子 体系 状态 的 分 类 
单 电 子 的 自 旋 波 函 数 的 空间 是 二 维 的 ， 设 取 一 组 基 {om 
= {oj，o jj， 其 空间 波 函 数 的 空间 一 般 是 无 穷 维 的 ， 但 在 某 


一 特定 问题 中 也 可 取 为 有 限 维 的 , 也 取 其 一 组 基 {p4 + 4 二 1, 2， 


…}。 这 时 /个 电子 的 体系 的 波 函 数 罗 显然 总 可 写 为 下 列 基 函 


数 的 线性 组 合 
{pi D9 0) 9, Dona Donsa(2) omes(f) 


: 4, ,9 二 1,2, eg mo 一 土 二 (40.1) 


因 全 同性 原理 的 要 求 ， 组 合 罗 一 风 (1, 2,…， 力 对 了 个 电子 的 标 
号 必须 是 反 称 的 。 一 切 可 能 的 反 称 组 合 { 玫 } 便 张 成 了 三 个 电子 
体系 的 状态 空间 。 

所 谓 电 子 体系 状态 的 分 类 ， 就 是 要 在 状态 空间 {多 } 中 选取 
基 矢 ， 共 的 不 同 取 法 就 给 出 不 同 的 分 类 。 我 们 已 在 第 五 章 中 六 
崩 ， 从 物理 的 角度 看 ， 最 合理 的 是 将 状态 按 体系 的 对 称 群 的 不 


. 
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可 约 表示 来 分 类 ， 亦 即将 { 罗 } 的 基 取 为 体 系 对 称 群 的 不 可 约 
基 。 特 别 是 这 样 的 态 或 者 本 身 就 是 定 态 ， 或 者 只 在 较 小 的 范围 
内 《只 对 附加 量子 数 ) 进行 组 合 就 可 构成 定 态 。 本 节 主 要 是 针 
_ 对 构造 定 态 波 函数 问题 来 讨论 分 类 的 。 我 们 面临 的 问题 是 如 何 
构造 (40,1) 的 具有 确定 变换 性 质 的 总 反 称 组 合 ， 并 使 其 尽 可 能 
地 接近 定 态 。 
首先 ， 对 单 电子 的 空间 波 函 数 应 按 力 场 的 对 称 性 G 进 行 分 
类 , 并 假定 已 取 为 单 电子 近似 下 的 定 态 函 数 。 即 (40.1) 中 的 mx 
已 取 为 G 的 不 可 约 基 并 为 单 电子 定 态 函数 。 在 原子 的 情况 下 ， 
G=SO(3)， 在 分 子 的 情况 下 ，G 为 该 分 子 的 点 群 ， 等 等 。 显 
然 ， 在 略 去 电子 之 间 的 作用 和 与 自 旋 有 关 的 作用 的 情况 下 ， 
(40.1) 中 的 每 个 基 矢 都 是 辫 。 的 本 征 函 数 ， 反 称 化 后 便 成 为 堆 
级 近似 的 定 态 波 函 数 。 这 时 的 能 级 仅 取 决 于 电子 的 组 态 。 因 
此 ， 如 果 对 (40.1) 中 属于 同一 组 态 的 函数 进行 任意 总 反 称 组 
合 ， 得 到 的 仍 为 属于 原来 能 级 〈 组 态 ) 的 零 级 波 函数 。 我 们 只 
是 希望 ， 这 样 组 合 出 来 的 新 的 零 级 波 函 数 ， 能 够 尽量 使 含有 相 
互 作用 (或 自 旋 ) 的 琅 ' 对 角 化 。 
按 上 述 要 求 ， 分 类 方法 不 是 唯一 的 ， 与 所 取 的 近似 有 关 。 
例如 ， 对 于 电子 间 的 不 同 的 耦合 方案 ， 将 有 不 同 的 分 类 基 。 
40.2 原子 LS 午 合 的 分 类 基 
为 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 /个 电子 处 平 同 一 老 层 的 情况 
(相当 于 略 去 满 壳 层 ) ， 这 时 电子 的 组 态 为 (n1){， 其 中 4 和 
1 分 别 单 电子 赤 的 主 量子 数 和 角 量子 数 。 由 于 1/ 已 经 给 定 ， 这 
时 单 电子 的 空间 波 函 数 张 成 的 空间 是 (21+1) 维 的 ， 基 函数 为 
{Rt(r)Yim(9,9) :m==0, 土 1, …, 土 1}。 因 # 和 1 是 确定 的 ， 
可 简 记 
. pm= Rni(r)Y im(0, 9) (40.2) 
而 (40.1) 这 时 应 为 
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: mi=0, 1,.…, 士 太 ma 一 土 二 (40.3) 


这 是 组 态 (x1) 的 非 反 称 本 征 国 数 的 完备 系 ， 张 成 一 个 
《2(21+ 1))7 维 空间 。 

从 群 论 的 观点 看 ，(40.3) 是 按 疡 ,的 对 称 群 Ge 来 分 类 的 。 
因为 户 。 与 每 个 电子 的 空间 旋 转 算 子 及 每 个 电子 的 自 旋 旋转 算 
子 都 可 易 ， 所 以 每 个 电子 的 空间 坐标 的 旋转 群 SO(3)。 和 自 旋 
坐标 的 旋转 群 SO(3)。， 都 是 已 ,的 对 称 群 ， 而 Co 为 这 些 群 的 
直 积 

Go=O(3) x SO(3)r x x SO(3)rs 
xSO(3)e xXx: xSO(3)y (40.4) 


《40.3) 正 是 Co 的 不 可 约 基 ， 属 于 G6 的 不 可 约 表示 
DY DHODDILIO DY ®-.@DY 


f 个 f 个 
《40.5) 
它 对 于 G6 的 不 可 约 性 ， 是 由 于 各 因子 群 的 不 可 约 表 示 的 直 积 
是 直 积 群 的 不 可 约 表示 。 


在 LS 粗 合 方案 中 ， 优 先 考 虑 的 微 扰 项 是 电子 间 的 静电 作 
用 入 {。 人 用! 是 电子 距离 的 函数 ， 因 而 单个 电子 空间 函数 的 转动 
算 子 与 信 ! 不 可 易 ， 即 SO(3),; 不 是 全 {的 对 称 群 。 从 而 Go 也 不 
是 丫 ! 的 对 称 群 。 但 六! 在 全 部 电子 的 空间 变量 同时 转动 下 是 不 
变 的 (电子 间距 不 变 ) ， 因 而 SO(3), 是 训 { 的 对 称 群 。 他 1 与 
自 旋 无 关 ， 故 SO(3)si 仍 是 六 {的 对 称 群 。 总 之 ， 群 G, 是 他 ! 的 
对 称 群 
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G1=50(3)+ xSO(3) xxSO3) (40.6) 

SO(3)， 中 的 操作 是 同 时 转动 /个 电子 的 空间 变量 ， 属 于 分 别 
转动 各 个 电子 的 空间 变量 操作 的 特殊 情况 〈 f 个 转动 恰好 相 
~ 同 ) 。 因 而 SO(3), 是 直 积 群 所 SO(3) 的 子 群 ，G: 是 Go 的 


子 群 。 总 之 ， 微 扰 项 六 {使 对 称 性 忆 , 缩 小 为 G1。 为 了 使 请 { 尽 
可 能 对 角 化 ， 现 在 需 将 (40.3) 重 新 按 G; 分 类 ， 这 也 就 是 将 Cs 
的 不 可 约 表示 (40.5) 按 子 群 C, 进行 约 化 。 而 这 一 约 化 与 自 旋 


函数 无 关 ， 只 须 将 下 SO(3)v 的 不 可 约 基 


{Om(1)0as(2)…2Dny( 诅 3 11i 一 0， 士 1， "> + 站 
(40.7) 


重新 组 合成 子 群 SO(3), 的 不 可 约 基 。 即 将 SOC3)w 的 不 可 


约 表 示 
DGQDo@…@Dow (40.8) 
了 个 

作为 子 群 SO(3); 的 表示 进行 约 化 。 

(40.8) 作为 50(3)" 的 表示 ， 乃 是 它 的 不 可 约 表示 D 中 的 
f 次 直 积 ， 可 用 熟知 的 方法 进行 约 化 。 但 为 了 引入 更 多 的 对 称 
量子 数 ， 我 们 先 不 直接 这 样 ， 而 分 成 两 步 来 考虑 。 

首先 ， 由 8$21 知 ，D 中 的 矩阵 都 是 之 正 的 ， 而 且 还 是 单 模 
的 。 单 模 性 可 如 下 看 出 ， 任 一 转动 矩阵 都 可 经 一 根 似 变换 化 成 
关于 z 轴 转 动 的 箱 阵 


一 了 


e 
ei(i-Da | 
0 eite 
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而 相似 变换 前 后 矩阵 的 行列 式 相等 ， 都 等 于 


{ 
1 Ya 工 m 
II ef 一 Be ma- 一 


m=-! 


所 以 矩阵 群 D 中 是 SU(21+1) 的 子 群 。 如 将 D 中 扩充 为 ， 
SU(C21+1),。 则 DD 的 基 名 wn: m=0; 土 1, …, 土 站 便 成 为 
SU(21+1) 的 自然 表示 的 D'1 的 基 。 因 而 可 将 〈40.8) 看 作 是 
SU (21+1) 的 张 量 表示 
DW DH ... ODUI 
f 个 . 
的 基 。SU(21+ 1) 的 表示 万: 作为 子 群 SO(3) 的 表示 时 ， 便 是 
Dm,， 即 有 


(40.9) 


DY go = DD (40.10) 

同 理 ，(40.9) 当 作 是 SU(21+1) 的 子 群 SO(3) 的 表示 时 ，。 便 退 
化 为 (40.8)。 

基于 以 上 的 分 析 ， 将 (40.7) 按 'SO(3), 约 化 的 问题 ， 现 可 
分 两 步 进 行 ， 先 将 (40.7) 按 SU(21+1) 约 化 ,即将 (40.9) 约 化 ; 
再 将 得 到 的 SU(21+ 1) 的 各 个 不 可 约 表示 D!'*! 按 子 群 SO(3) 进 
行 约 化 。 第 一 步 约 化 ,已 在 上 节 中 讨论 过 了 , 得 出 的 SU(21+1) 
不 可 约 基 , 同时 也 是 Sy( f 个 电子 的 置换 群 》 的 不 可 约 基 , 可 写 
成 形 如 (39.3) 那 样 的 矩形 。 假 定 对 9y 的 表示 [41 的 基 矢 已 经 标 
准 化 ， 因 而 可 用 了 符号 (7) 来 标记 (和 给 形 的 列 标 ); 对 SUV(21+ 1) 
的 表示 D'*， 的 不 同 基 矢 ， 可 用 7w 标 记 ( 和 矩形 的 行 标 》。 于 是 第 
一 步 约 化 的 不 可 约 基 可 用 三 个 参数 ， 即 [4] 、7 、(r) 来 标记 。 
第 二 步 是 约 化 每 个 D1 so6s，,， 实 际 上 是 将 厂 ' 的 不 可 约 基 对 
7 进行 组 合 ， 以 得 出 相对 于 子 群 SO(3) 的 不 可 约 基 ， 亦 即 实现 

D1 s0( = PasaD™ (40.11) 


这 样 得 出 的 SO(3) 的 不 可 约 基 ， 应 由 [41, a, L, Mi, (r) 
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来 标记 ， 原 来 的 ”( 求 和 指标 ) 已 由 三 个 参数 a、 工 、M, 所 
取代 ，a 是 用 来 区 分 重复 出 现 的 D 必 基 矢 的 指标。 这 样 就 将 
《40.7) 重 新 组 合 为 SO(3)* 的 不 可 约 基 ， 
{GU {4AaLM(r)))} . (40.12) 

其 中 忆 是 组 态 符号 ， 是 确定 的 ， [和 ] 取 过 行 数 和 (21+1) 的 所 有 
f 次 台 ; 4 二 1,2,…,ar,i 工 是 总 轨道 角 动 量 量子 数 ， 取 值 按 
(40.11) 受 限于 [2]，Miz 是 总 轨道 角 动量 投影 量子 数 ，Mr= 
- 工 ，- 上 十 1，…, 上 。 因 基 矢 变换 不 改变 空间 的 维 数 ，(40,12) 
中 基 舌 的 总 数 与 (40.7) 中 的 基 矢 数 相同 ， 都 等 于 (21+1)7。 在 
(40.12) 的 写法 里 ， 略 去 了 到 中 的 电子 序号 指标 (1, 2, …, /)。 

新 基 (40.12) 明 显 优 越 于 旧 基 (40.7)， 二 者 虽然 都 是 入 ,的 
本 征 函 数 ， 但 (40.12) 比 (40.7) 更 接近 于 让 {的 本 征 函数 。 这 是 
因为 ，(40.12) 是 群 SO(3), 的 不 可 约 基 ， 相 应 的 量子 数 为 和 
Mz，(40.12) 同 时 也 是 群 Sj 的 不 可 约 基 ， 相 应 的 量子 数 为 [入 ] 
和 (r)， 而 SOC3): 和 Sy 都 是 六 {的 对 称 群 , 故 在 基 (40.12) 下 ， 
7 {关于 量子 数 荆 、M,、[4] 、(r) 都 是 对 角 化 的 ， 且 对 角 元 只 
依赖 和 [加 而 与 Mz 和 (r) 无 关 。 我 们 在 此 指出 ， 基 (40.12) 
的 本 质 特征 在 于 ， 它 是 如! 的 对 称 群 SO(3)s, x Sy 的 不 可 约 基 。 
所 以 ,实际 实现 由 (40.7) 到 (40.12) 变 换 的 途径 并 不 是 唯一 的 。 
例 知 也 可 先 将 (40.7) 按 SO(3); 分 类 ， 再 将 有 相同 量子 数 ( 工 ， 
Mo) 的 基 矢 组 合 按 Sy 分 类 ， 同 样 可 得 出 SO(3), x .Sy 的 不 可 约 
基 。 这 与 前 面 讲 到 的 约 化 步骤 恰好 相反 。 

再 来 考虑 自 旋 国 数 的 分 类 问题 单 就 使 基 矢 尽量 接近 站 ;的 
本 征 函数 这 一 要 求 来 说 ， 自 旋 函 数 如 何 分 类 本 来 是 无 所 谓 的 ， 
因 他 {与 自 旋 无 关 。 但 最 后 要 求 构 成 总 反 称 的 波 函 数 ， 而 能 与 
空间 函数 B(1'[4]aLMz(r)) 相 乘 并 组 合成 总 反 称 函数 的 自 旋 
函数 ， 必 须 是 ,Sy 的 [4] 基 ( 见 36.6 节 ) ， 这 就 要 求 将 自 旋 函 数 
按 5y 来 分 类 。 
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自 旋 函 数 的 空间 是 个 单 电子 自 旋 函数 空间 的 直 积 。 由 于 
SO(3)s=SU(2)， 而 矩阵 群 万 (和 刀 与 SU(2) 是 一 回 事 ， 所 以 
对 空间 函数 的 两 步 约 化 结果 ， 对 于 自 旋 函 数 来 说 是 一 步 实现 
的 。 也 就 是 说 ， 将 自 旋 函 数控 Sy 来 分 类 和 按 SO(3)。 来 分 类 ， 
两 者 总 是 同时 实现 的 。 并 且 ， 具 体 的 约 化 公式 已 在 39.4 地 的 例 
1 中 作出 。 所 以 ， 自 旋 函 数 的 SO(3)s x Sy 不 可 约 基 可 写 为 

{QCMISMs(r)))} (40.13) 
其 中 ，[2] 取 遍 行 数 <2 的 所 有 f 次 台 ; 总 自 旋 量 子 数 $S 与 
[4 不 是 相互 独立 的 


(40.14) 


总 自 旋 投影 量子 数 Mga 二-S，-~-S+t1,…,Ss (r+) 取 n[41] 个 
不 同 值 。(40.,13) 中 基 矢 的 总 数 等 于 自 旋 函 数 空间 的 维 数 2!。 
最 后 要 用 (40.12) 和 (40.13) 的 乘积 构成 总 反 称 波 函 数 。 这 
时 ， 参 与 同一 组 合 的 [4] 和 [4 必须 是 互 偶 的， 因而 [和 1 的 列 
数 45 和 2，[2%] 的 列 数 4 和 (21+1)。 可 见 在 构 成 总 反 称 函数 
时 ， 只 能 用 到 (40.12) 和 (40.13) 中 的 一 部 分 基 矢 。 这 是 自然 
的 ， 因 为 总 反 称 函数 的 集合 ,只 是 (40.3) 所 张 成 的 (21 十 1)7.27 
维 空间 的 一 个 五- 咏 和 二 7- 维 的 子 空间 。 这 个 子 空间 的 关 
于 SO(3). xSO(3)s 的 一 组 不 可 约 基 , 可 由 中 和 名 通过 
(37.49) 作 出 ， 
已 (TaEMpSMo) 
= DB [A aL Mr)) QL SMe(?)) 


[le 
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其 中 和 号 前 的 因子 是 归 一 化 因子 。 因 表示 D'、D 息 和 [4] 的 
标准 矩阵 都 是 勾 正 的 ，D'" 的 算 阵 也 可 取 为 么 正 的 ， 所 以 DB 和 
2 对 各 自 的 全 部 量子 数 都 是 正 交 的 。 假 定 呈 和 如 均 已 归 一 化 ， 

则 由 (40.15) 给 出 的 亚 将 构成 由 组 态 1 所 确定 的 电子 体系 的 总 
反 称 函 数 空间 的 一 组 正 交 归 一 基 。 风 中 的 量子 数 [41 与 S$ 不 是 
相互 独立 的 ， 事实 上 有 《图 40.1) 


了 
了 分 十 器 1 | 「 
F 产 -用 f-5 [1 2131 


图 40.1 [4] 与 5S 的 关系 


所 以 [和 1 可 从 妇 申 出 去 。 而 [21 的 行 数 (了 +S )<(21+ 1 的 条 
件 又 导致 了 对 到 中 的 量子 数 S 的 限制 


S<21+1- 三 (40 .16) 


最 后 ， 量 子 数 工 的 取 值 范围 通过 [2%] (由 于 (40.11)) 受 限 于 
So . 
从 物理 的 角度 讲 ，(40.15) 给 出 的 逻 构 成 了 训 , 的 属于 能 量 
EolD) 的 反 称 波 函数 的 正 交 归 一 的 完备 系 。 这 个 函数 系 的 优越 
性 在 于 ， 它 不 仅 是 让, 的 本 征 态 ， 而 且 也 很 接近 于 (人 部 。+ 公 ' ) 
的 本 征 态 , 因为 请 ' 在 这 个 函数 系 下 的 年 阵 关于 量子 数 S( [4 )、 
Ma、L、Mzi 是 对 角 化 的 。 当 oz 二 1 时， 多 就 是 (他 0 十 疹 ) 的 
本 征 态 ， 其 能 量 巨 (7, 工 ,S) 关 于 Mz 和 Me 显然 是 简 并 的 ， 简 
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并 度 为 (2Z+1)(25+1)。 当 azt>1 时 ， 由 (40.15) 组 合成 

《万 上 + 背 )) 的 本 征 函 数 ， 只 须 对 量子 数 < 进行 组 合 ， 同 时 解 一 

个 az 次 的 久 期 方程 。 解 出 的 本 征 函 数 可 记 作 
pw(HIAIIKLMLSMs) 


GT 
= 如 opU [AaLMsSMs) 
a=1 


(40.17) 
其 能 量 E(1, 7, 上,S) 关 于 Ki:、Mzs、Ma 的 简 并 的 ， 简 并 度 为 
w(7)(2L+1)(2S 十 1)，w(7 了 ) 为 Ki 的 值 的 个 数 。 

我 们 看 到 ， 即 使 在 完全 略 去 及 中 与 自 旋 有 关 的 项 时 ， 原 子 
的 能 级 仍然 与 量子 数 S 有 关 。 这 一 点 并 不 足 怪 ， 因 为 原子 能 级 
除 与 有关 外， 显然 还 与 [%] 有 关 ( 见 (40.12)) ， 但 到 的 总 
反 称 性 又 要 求 [4] (通过 [4] ) 与 S$ 相关。 所 以 从 物理 上 说 ， 
这 一 现象 也 可 以 被 理解 为 是 一 种 全 同性 效应 。 

在 LS 卦 合 方案 中 ， 最 后 考虑 的 微 扰 项 是 应 中 与 自 旋 有 关 
的 部 分 信 l。 这 时 ，SO(3), 和 SO(3), 已 不 是 娘 ! 的 对 称 群 ， 例 
如 象 上 .这 样 的 算 子 在 单独 转动 空间 变量 或 单独 转动 自 旋 变 
量 的 操作 下 ， 都 不 是 不 变 的 。 这 时 的 对 称 群 是 同时 转动 空间 变 
量 和 自 旋 变量 的 转动 群 SO(3)( 总 角 动 量 守恒 ) 。 显 然 ，.SO(3) 
是 SO(3)*xSO(3)s 的 子 群 。 因 而 可 以 说 ， 冰 3 使 体系 的 对 称 
性 由 SO(3), xSO(3)s 下 降 到 SO(3)。 

对 给 定 的 a，(40.15) 按 SO(3), xSO(3)s 的 不 可 约 表示 

DADS) (40,18) 
变换 。 这 个 表示 作为 子 群 SO(3) 的 表示 时 ， 它 是 SO(3) 的 两 个 
不 可 约 表示 的 直 积 ， 其 约 化 公式 便 是 熟知 的 SO(3) 的 C 一 G 
级 数 


1L+S 


站 Do = 


中 
了 am 一 S: 


BD™ (40.19) 
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而 Do 的 不 可 约 基 应 由 (40.15) 经 SO(3) 的 C 一 一 G 系 数 
(LMziSMs |JMJs) 对 量子 数 Mz 和 Ms 进行 组 合 得 出 


OH {MAIaLSTM)) 
= 2 ， (LMiSMs [I MI PI [IA aLML.SMs) 


MLM 
(40.20) 
这 便 是 LS 耦合 的 分 类 基 ，7 和 Mv 分 别 是 体系 总 角 动量 量子 
数 和 投影 量子 数 。 

由 (40.20) 确 定 的 ， 也 是 记 , 的 属于 能 量 巨 o(1) 的 总 反 称 波 
函数 的 一 个 正 交 归 一 的 完备 系 。 它 与 (40.17) 比较 ， 是 更 为 优 
越 的 总 反 称 基 。 在 这 组 基 下 ， 不 仅 龙 ! 是 部 分 对 角 化 的 ， 诡 ?也 
是 部 分 对 角 化 的 。 事 实 上 ， 且 1 关 干 量子 数 L、S 、J/ 、Mv 是 
对 角 化 的 ， 且 ;关于 量子 数 了 、M Jj 是 对 角 化 的 。 因 ;地 1， 
在 微 扰 近似 下 ， 应 :在 属于 六 ;的 不 同 能 级 的 量子 数 ( 二 ，S ) 之 
闻 乍 阵 元 可 略 去 ， 故 应 ! 关 于 量子 数 忆 、9 也 可 认为 是 对 角 化 
的 。 

将 (40.20) 中 的 软 用 (40.17) 中 的 罗 ' 来 代替 ， 得 出 的 89' 可 
写 为 。 

B@'1[4] 7TKTLSTMT) 


OL,A 
一 之 CotF1@(L [AaLSIM) (40.21) 


@' 与 罗 ' 一 样 ， 都 是 (及, 十 瑟 ?) 的 属于 能 量 EC 了, 上 ,人 5S) 的 本 
征 函数 ， 但 由 于 上 述 理由 ，9' 更 接近 于 用; 的 本 征 函 数 。 因 
入 :在 @' 下 关于 I 上、S、J 、Mv 已 对 角 化 ， 故 由 @' 组合 出 
六 ; 的 本 征 函 数 时 ， 只 需 对 天 7 进行 组 合 ， 并 求解 一 个 w( 了) 次 
的 入 期 方程 。 

40.3 万 [的 二 结构 与 原子 谱 项 

在 上 池 中 已 看 到 ， 由 于 波 函 数 的 总 反 称 性 的 要 求 ， 罗 中 的 
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量子 数 工 通 过 [4] 受 限于 量子 数 $ 。 因 而 ， 谱 项 :+Z 中 的 工 
和 5S 不 是 彼此 独立 的 ， 即 在 由 组 态 (n0)7 ( 简 记 7) 所 能 三 合 
出 来 的 所 有 ( 虐 ，S) 当中 ， 只 有 一 部 分 给 出 谱 项 。 从 前 一 节 
的 讨论 可 知 ， 要 确定 由 组 态 刀 所 产生 的 全 部 谱 项 ， 可 先 写 出 所 


有 友 许 的 S 值 。 由 了 个 自 旋 为 坟 的 电子 自 旋 函 数 能 三 合 出 的 总 
3 不 会 超过 广 方 ， 再 注意 (40.16)， 对 的 限制 可 写 为 


S<min 生 ， 21+1- 呈 (40.22) 


由 此 可 见 ， 两 个 互补 的 组 术 和 11+2-!， 有 相同 的 5 值 谱 。 对 
每 个 S$， 由 


[4] = 122 "312 (40.23) 


确定 [4]， 再 由 
Dall a0( = ParaD™ ((40.11)) 


定 出 与 相 匹配 的 所 有 工人 和 值 。 所 以 ， 问 题 归结 为 求 D02 的 工 结 
构 (40.11)， 亦 即 

SU(2I+1)—>SO(3) (40.24) 
的 分 支 律 。 

求 上 述 分 支 律 时 ， 以 下 两 个 事实 可 使 间 题 得 以 简化 。 首 
先 ， 在 39.3 节 中 已 证 明 ， 满 足 (39.78) 的 两 个 台 ( 称 为 互补 的 
合 )[4] 和 [4% 年 ， 由 它们 所 确定 的 SU(21+1) 的 表示 Di 和 
DW ， 作 为 子 群 SO(21+1) 的 表示 是 彼此 等 价 的 。SO(3) 又 
是 SO(21+1) 的 子 妖 ， 所 以 D1 和 DI" 作为 SOC3) 的 表示 也 是 “， 
彼此 等 价 的 。 由 此 得 出 ， 

车 [1 与 [4 互补 则 DM 和 DW" 有 相同 的 上 结构 。 

其 次 ， 不 难 求 得 SU(21+1) 的 几 个 特殊 表示 的 工 结构 。 例 
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如 ， 显 然 有 
万 [0 sg063) = DY . (40,25) 
D1 as03) = DO ((40.10)) 
而 站 2 和 D03 的 工 结构 可 如 下 求 得 。 由 (39.98) 知 DIDIGDI= 
站 [2 个 D621， 从 而 有 
2 7 


站 1 ao) 个 愉 63 504) = DO DV= > DY 


Le0 
(40.26) 
为 一 方面 ， 由 如 中 @D 产生 的 D' 的 不 可 约 基 对 Ss 是 有 一 
定 的 置换 对 称 性 的 。 我 们 有 相应 的 基 矢 耦合 公式 
Diu,2)= 2 mim | LM)Y Im (1)9im,(2) 


置换 中 的 1 和 2， 相 当 于 省 换 和 巷 下 的 mi 和 m，。 但 由 
(22.46) 的 对 称 性 1 可 得 

maim | LM)=C— Ta {LM) 
从 而 有 

Brn(2,1)=(- 1) :Bu(1, 2) (40.27) 
可 见 ， 当 工 为 偶数 时 ， 忆 (2 的 基 有 置换 对 称 性 [2]，; 当 工 为 奇 
数 对 ，D 人 的 基 有 置换 对 称 性 [1?]。 由 此 和 (40.26) 推 知 


Di so06w = DOBDYD...BDED (40.28) 
Du so0w = DBDHIB.DBDETDN (40.29) 


从 上 述 已 知事 实 出 发 ， 并 利用 关于 SU(21+]) 的 C 一 GG 
级 数 的 图 形 法 则 ， 便 可 逐步 地 求 得 其 他 表示 的 区 结构 。 

对 SU(21+ 了 J) 的 不 可 约 表示 站 44， 以 下 我 们 直接 用 杨 图 
[4] 来 标记 ， 这 只 是 为 了 简便 ， 请 注意 不 要 与 置换 群 的 表示 混 
浅 。 我 们 可 以 只 求 出 列 数 和 2 且 行 数 过 21 ( 即 2s=0) 的 [4] 
的 工 结构 。 此 外 ， 对 于 两 个 互补 的 组 态 ， 它 们 的 [4] 显然 也 是 
两 两 互补 的 〈 见 图 40.2) ， 
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图 40.2 互补 组 态 的 [4] 


所 以 ， 互 补 的 组 态 具有 相同 的 谱 项 。 因 此 ， 对 每 一 壳 层 1 ， 只 
需求 出 非 超 半 满 组 术 
f<21+1 (40.30) 
的 谱 项 。 与 此 相应 的 ， 可 只 求 满足 (40.30) 的 [21 的 上 结构 。 
例 1 SU(3) 一 >SO(3) 的 分 支 律 与 p 达 层 
对 SU(3)， 即 1=1 的 情形 ， 列 数 才 2 且 行 数 <<2 以 及 f<3 


的 [2] 只 有 i[0], 站 | ,一 ,站 ,| 一 一 。 共 中 前 四 个 上 结 
构 已 由 (40,25)、(40.10)、(40.28)、(40.29) 给 出 ， 即 


[ol :0 | I:1) 一 : 15 102(| | 和 -| 


互补 )。 为 了 求 一 | 的 工 结构 ， 作 


但 已 知 一 @L| :0, 12 - 503) [0] :0， 从 而 得 
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-1,2 


用 原子 态 的 符号 9 ， P, D,， … 来 表示 工 的 值 0， 1,2,%°» 
可 将 关于 以 上 五 个 表示 的 SU(3) 一 >SO(3) 分 支 律 列 于 下 表 
利用 此 表 即 可 写 出 


p(U=1) 壳 屋 各 组 态 人 SU(3) - SO(3) 
的 谱 项 〈 超 半 满 组 态 完 1 一 < 
全 重复 其 互补 组 态 的 情 


[1] 


形 ， 故 不 必 列 出 ) 。 对 ， 
[2] | S， 门 


f=1, 2, 3 三 个 组 态 ， 由 2] : p 
单 电子 自 旋 看 合 出 的 5 
[23] | P,D 


值 都 满足 (40.22)， 了 再 
用 (40.23)， 并 注意 [18]S2e[0] ， 而 可 得 下 表 ， 


/ Ss | [2 L 谱 项 
1 
| 3 | | | 
0 [2] SD 15,1D 
2 
1 [la] Pp sp 
i 和 i 一 一 
a ， ro P,D 2p,2D 
3 | | 
3 [13] Ss 45 


例 2 SU(5) 一 ->SO(3) 的 分 支 律 与 d 壳 层 
对 SU(5), 即 1=2 的 情形 ， 列 数 &2, 行 数 <4、 次 数 
f<5 的 台 [ 和 4] 有 
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[0 
| : | | - | 
| | 
一 FT 加 
四 - 订 
， 局 


由 已 知 公式 可 写 出 下 列表 示 的 工 结构 
[ol :0 | 


半 50(3) | | :2 


加 > 0, 2，4 


$31, 3 


SO(3) 


为 求 一 的 结构 ， 作 
A 


{ 1,2,331,2,3,4,5} | 
{1,3} 


:1,2,2,3,4,5 


[了 > 、 
为 来 上， 的 工 结 移 ; 你， 1 


{ 1,2,331,2,3,4,5} {2} 


得 出 


| 
J : 1, 1, 2, 3, 3, 4, 5 


为 来 ~ 一 | 的 工 结构 ， 作 


J [| [| 
可 


站 ®@ 
“ { 1,331,2, 831,23;4,538; 4 531;2, 3 4,5,6,7 } 
i 
一 因 @ | 
- -| 本 本 
化 较 得 出 | 


| | + 0, 0, 2, 2, 3, 4, 4, 6 
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nm - -一 
| -| er 


- {0,1,2,3,4} 


| | 
a, 


12,3,4 


为 来 一 的 上 结构 ， 作 


{ 1,2,3s:1,2,3;0,1,2,3,4;1,2,3, 4, 531;2,3;4, 5;2,3;4,5,618, 4, 5;6,7 } 


_ -二 @ -| q 上 
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{ 1333;1,2,8;1,2,3,4,523, 4,5:1,2,3,4,5,6,7 } 
| | | 


- 


比较 得 出 


-| 和 0，1，2，2，2，3，3，4，4，5，f6 


- 
机 届 

以 上 的 推演 中 用 到 一 个 显然 的 事实 ， 即 两 个 [41 的 直 积 
[4]@[241] 的 工 结构 可 由 二 者 的 工 结构 按 角 动量 的 耦合 法 则 作 


出 。 上 面 每 个 直 积 下 的 花 括号 内 的 数字 ， 就 是 这 样 克 合 出 的 所 


SU(5) SO(3) 

Ss 了 了 下 CC 五 了 
TI01~ 人 [15] 1 
L111~t14] 1 
{2] | 1 1 1 
[12]~[13] 1 1 
[21] | 1 2 1 1 1 
[22] - 2 2 1 2 1 
£212] : 2 1 3 1i1 1 
[2211 1 1 8 2 2 1 1 
L213] . 1 1 1 1 
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有 世 值 ， 它 标示 这 个 直 积 的 也 结构 。 

可 将 上 面 作出 的 SU(5) 一 >S$O(3) 的 部 分 分 支 律 列 成 上 “ 
表 。 

利用 此 表 容 易 写 出 4 (1= 2) 壳 层 各 个 不 超 过 半 满 的 组 态 
1 =12,3,4,5) 的 谱 项 ， 结 果 如 下 表 。 


ea Per ee ee 


了 | 3 | 55 L ] 谱 项 
1 rE [1 DD ] 2D 
0 ，[r2] S.DG is 1D i:G 
2 | | | . 
i 1 121i PF | 3P 3F 
1 | 
2 | [| P2D FG H | 2Pp2D2D 2F 2G 2H 
| 
i 8 | 1 - 
2 C131 PF | 4P 4F 
， | | 


0 rs 2 2D F 2G I SI1IS1IDIDIF IG 1G 11 
4 1 9， 2P D 2F G H ; 3p 3p 3D sp 3F 3G 3 
. 
2 [1] D 5D 


[221]) SP3Da2aF 9G H |3S 2P 2D 2D 2D 2F 2F 2G 和 
. | 
1 2G ay 21 
5 | > 

[213] PDFG | 4P 4D 4F 4G 

| : | , 

- 
' 5 iris S 6 

2 | £15] . S 


40.4 波 画 数 的 构造 方案 ” 亲 态 比 
在 前 面 的 讨论 中 ， 对 于 谱 项 波 函 数 思 以 及 中 、 吕 ， 我 们 只 
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是 指出 了 原则 性 的 构造 方案 ， 现 在 返回 来 对 此 问题 进行 更 为 具 
” 体 的 研究 。 / 

构造 波 函 数 的 实际 目的 ， 是 用 它 来 计算 力学 量 的 矩阵 元 。 
在 多 体 问题 中 ， 通 常 磁 到 的 力学 量 是 单 体 或 二 体 算 子 的 组 合 ， 
要 计算 的 就 是 这 种 单 体 或 二 体 算 子 的 矩阵 元 。 这 时 ， 用 下 面 介 
绍 的 亲 术 比方 法 来 构造 波 函数 ， 将 使 矩阵 元 的 计算 大 为 简化 。 
这 个 方法 的 要 点 在 于 ， 通 过 将 组 态 1-: (或 1-?) 的 谱 项 函数 
与 单 袜 子 组 态 1: (或 双 粒子 组 态 P) 的 谱 项 函数 相 硒 合 的 方 
式 ， 来 构成 组 态 / 的 谱 项 函数 。 

先 考虑 空间 函数 ,现在 需要 标明 粒子 的 标号 了 , 可 以 将 这 
些 标号 写成 % 的 下 标 。 组 态 1 人! 的 空间 函数 的 一 个 完备 系 可 由 

Bies 1H aL MEC)) 


给 出 。 将 了 上 壳 层 上 的 第 了 个 电子 的 空间 函数 〈 组 态 六 的 空间 其 
数 ) ps(1m) 乘 上 去 ， 得 出 的 
一 oTL Mir )) psim) (40.31) 
则 给 出 组 坊 1 的 空间 波 函 数 的 一 个 完备 系 。 组 态 1 的 空间 波 
函数 (I[4]aLMzi(r)) 是 这 个 完备 系 的 线性 组 合 。 为 了 计算 
其 中 的 组 合 系数 ， 先 将 完备 系 按 SO(3); 分 类 ， 这 可 由 已 知 的 
C 一 一 G 系 数 对 其 进行 组 合 得 出 
[Bo UAL (rr) py DIE, 
一 ZL -mr LM.L) 
Daas se I GL Ms mlr') ) ps(Im) 
: (40 ,32) 
(40.32) 仍 是 组 态 的 空间 波 函 数 的 完备 系 ， 而 @G(7I2]cE 
Mzi(r)) 是 (40.32) 的 一 个 线性 组 合 。 
GB [AIaLMz(r)) 在 群 Ss 下 按 不 可 约 表示 [和] 的 第 (+r) = 
(rrpr7-b po71) 列 变换 ， 在 子 群 Sy 下 按 不 可 约 表示 
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9] (40.33) 


[12 一 [4 bo, Ar 

的 第 
(r 门 一 (rib7y 2 71) (40.34) 

列 变换 ， 在 群 SO(3); 下 按 不 可 约 表示 D' 的 第 Mz 列 变换 。 
另 一 方面 ，(40.31) 也 是 Sys-1xSO(3); 的 不 可 约 基 。 由 关于 不 
可 约 基 的 正 交 性 定理 知 ， 在 对 (40,32) 的 展开 式 中 ， 只 能 含 
有 有 具有 确定 量子 数 [4] 、()、 工 、jMz 的 基 矢 ， 且 展开 系数 与 
量子 数 (r') 和 Mi 无关。 于 是 有 

Dizs (TH [A aL Mr)) 

= 2 (Hilh eT’ [4aL) 
«lL! 


[Ga (lh) aL (rr) psy), (40.35) 

上 式 右边 的 “ 态 ” 是 由 左边 的 各 “ 态 ” 经 线性 组 合生 成 
的 ， 因 而 也 称 后 者 为 前 者 的 亲 态 。 在 生成 右边 的 “ 子 态 ”时 ， 
各 个 亲 态 的 贡献 (权重 ) 一 般 是 不 同 的， 这 反映 在 组 合 中 各 亲 
坊 的 系数 上 。 所 以 通常 将 (40.35) 中 的 系数 (C177!1[ 和 a'L's 
11P[4]o7) 称 为 亲 态 比 系数 。 

总 之 ， 由 (40.31) 形 的 函数 构 造 函数 B12.， 需 经 两 次 组 
合 (40.32) 和 (40.35)， 其 中 第 一 次 组 合 的 系数 是 已 知 的 C 一 一 
G 系 数 ， 第 二 次 组 合 的 系数 是 待定 的 亲 态 比 系数 。 因 而 问题 归 
结 为 计算 亲 态 比 系数 。 这 些 系 数 是 由 下 述 条 件 限 定 的 ， 即 它们 
必须 使 组 合 (40.35) 按 Ss 的 不 可 约 表示 [4] 的 标准 矩阵 变换 。 
Ss 的 生成 元 可 取 为 (12), (23),…,(f~1,f)。 其 中 前 (f- 2) 个 
生成 元 是 子 群 Sy.1 的 元 ， 对 于 这 些 元 (40.35) 中 的 亲 态 已 经 具 
有 “ 子 态 ” 的 变换 性 质 ， 因 而 对 亲 态 比 系数 没有 任何 限制 。 所 
以 限定 末 态 比 系 数 的 条 件 可 简化 为 ，(40.35) 在 对 换 (f - 1 了) 
作用 下 ， 按 [4 的 标准 矩阵 变换 。 可 以 利用 这 个 条 件 来 计算 亲 
态 比 系数 。 
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例 用 亲 态 比方 法 构 造 组 态 ps 的 空间 波 函 数 (p3[4] 工 
Mi(r))o | 

组 态 p: 的 空间 波 函 数 是 3;=27 维 的 ,但 由 于 有 用 的 
gB(p?[41LML(7)) 限于 [4] 的 列 数 <2， 故 只 有 17 个 (参见 
SU(3) 一 >SO(3) 的 分 支 律 表 ) 


@(psll3] 0 0 (321)) 


1 
(211) 
GB(p3[21] 1 O04 ) 
_1(121) 
2 


1 (211) ) 
1(121) 


S$(p[l21] 2 0 
-3 
5 组 态 的 完备 系 (40.31) 可 写 为 


1 1 1 
Gil(p2[i 1 0)ps(1 0), Diol p*[2100)ps(1 0) ， 
一 一 . 


2 

1 1 

D1,(p? [2]12 0) ps (1 0) 
一 1 


-2 
共有 3x3+1x 3 上 +T5x3= 27 个 函数 。 其 中 5 的 [4 对 工 的 制 
约 是 由 上 节 给 出 的 法 则 确定 的 ， 因 这 里 的 [4] 都 是 一 维 的 ， 故 
略 去 了 量子 数 (r)。g51* 是 由 前 两 个 电子 的 单 电子 空间 波 函 数 用 
C 一 一 G 系数 组合 出 的 。 这 个 函数 系 经 第 一 步 组 合 (40.32)， 

又 化 为 
[Ga(CpzTl1)923(01)]8 , [Bi p’* [L111)9s(1)]h;, ， 
[Bi p? [1°]1)9s(1)]%, 
[12( p12]0)p3(1) 1], 
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[G:2(p2[2]2)0ps(1)] 入， 
[Bal p*[212) Pal1)]g,, [Bi p?[212) ps(1)}, 
还 是 27 个 函数 ， 是 pa 组 态 空间 函数 的 按 总 轨 角 动量 分 类 的 完备 
系 。 
@(ps[13100(321)) 的 亲 态 必须 有 对 称 性 [4] = [1?] 和 二 0 
( 见 (40.33) 和 (40.34)) ， 故 它 有 唯一 的 亲 态 [@i1z(p? [1?11)， 
ga(1)]8; BB(p3[21]1M1(211)) 的 厅 态 须 有 对 称 性 [41== [2]， 
工 =1, 故 它 有 两 个 亲 态 [B12(p*[2]0)ps(1)]in 和 [@1z(p?12]2) 
,pa(1)]14; D(Cp3[21]1M1(121)) 的 亲 态 须 有 对 称 性 [41= 
2]， 工 =1, 故 它 只 有 一 个 亲 坊 [@12( p?[1?]1)ps(1)],。 其 余 
胸 @G 也 都 只 有 一 个 亲 态 。 显 然 ， 当 亲 态 唯一 时 ， 亲 态 比 系数 等 
于 1。 于 是 得 出 
B12a pas[13]00(321)) 一 [Ga(p2[1311)93(1)]8 
Dios pI [21] 1 M1(211)) = al®,s(p?[2]0)93(1)]b, 
+b[@ia( p*[2]2)p3(1)] 8, 
Biss Dp [21]1M1(121))= [oC p17]1)93(1)]h, 
Biss pI [21]2M2(211)) = [isl p? [212) 3(1)1%, 
B12s( pI [21]12M,(121))= [@1o (Cp? [12]1)93(1)]%, 
可 见 ， 需 计算 的 亲 态 比 系数 只 有 
ca 一 (pz[2]0;11}p3[21]1) 
b=(p?[2]2;1 |}p3[21]1) 
a 和 65 可 如 下 计算 。 已 知 


_l1 V3 
[21] : (23) 2 2 
$s 一 
M3 1 
2 2 


从 而 . 
(23)@12a( p13 [21] 1M,(121)) 
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-vi is(P[2111Mi(211)7 二 二 ios( Pa[21]134,(121) 


ie 36 [0p L212)ps Dh, 


+ Dn( pI (17] 1)ps(1)18, 
另 一 方面 又 有 
(23)® ss p21 M1(121)) =(23)[® op? {12] 1)ps(3)1, 
加 厂 [{@1(1)9s(1)} gs(1)]hk =[{91(1D)93(D} ps1) 


= {pp D)} ps(1) b+ lp D9 Dg Dh . 
-V3 pps Ih 
ED A 


-VS [Du p19]2)9s Dh 
其 中 用 到 了 三 个 角 动 量 看 合 时 不 同 糊 基 之 间 变 换 的 拉 卡 系数 。 
对 比 以 上 二 式 便 得 出 

a= ，6= -将 = 
上 面 讨 论 了 关于 空间 函数 的 亲 坊 比 系数 ， 可 按 同 样 的 方法 

讨论 自 旋 函 数 的 构造 。 对 自 施 函数 来 说 ， 量 子 数 S 是 由 |] 单 
值 确定 的 ， 而 且 不 存在 量子 数 < ( 见 (40.14) ) 。 因 而， 自 施 
冰 数 12.s( [和 SM (站) 的 亲 态 的 量子 数 

[ 了 一 [和 一 1 Xs] (40.36) 

(F') = (Fg, Kyo, pp 六) (40.37) 
六 及 S' (通过 [4']) 都 是 确定 的 。 这 说 明 B,。， 的 亲 坊 是 唯一 
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的 ， 相 应 的 亲 态 比 系数 等 于 1。 即 有 ， 
Gasr([ ] SM,(7))= [Qs Lh ]S (7 7) )op] 总 。 
=(S Memed ms 1SM,) Oia LN 1S'M, 


-ma (F')) op (ms) (40.38) 
这 表明 ， 从 第 一 个 电子 的 自 旋 函数 开始 ， 按 角 动 全 耦合 公式 逐 . 
次 将 第 二 、 第 三 、… 个 电子 的 自 族 函 数 焰 合 上 去 ， 得 出 的 函数 
就 是 置换 群 的 不 可 约 表 示 的 标准 基 。 
将 (40.35) 和 (40.38) 代 入 (40.15) 得 
LA DoS 


= 
[Diss lA To Lr )) Ps) I he, 


[Quocs i (NSP) 0s], 


TJD (ho HANGL) 
GT 


= TT nT 1) er 1 i [41oL) 
[Dig [Mo Lr')) 
‘Dis Lh SF) PD oy EMs 


式 中 对 (7) 的 求知 ，(7) 取 遍 [ 旬 的 标准 盘 ， 显 然 可 写 为 


= (40.39) 
(r) (tafl (Cr 人 


[4] 是 从 [41 上 去 掉 一 个 格 而 生成 的 (f - 1) 次 台 ， 实 际 上 每 个 
[4] 至 多 生成 两 个 [4 ， 如 图 40.3 所 示 。 这 两 个 [4'] 相应 于 
数码 了 在 (7r) 的 标准 盘 中 的 位 置 的 两 种 可 能 的 情形 ,第 一 列 
的 最 下 方 或 第 二 列 的 最 下 方 。 在 第 一 种 情形 ，(rrrr-ir) 
与 (ry_1'**71) 的 反 序 数 对 的 个 数 相 等 (ry 是 ri 中 最 大 者 ) » 
故 有 gr= 6 在 第 二 种 情形 ， 有 2S 个 r; 大 于 ry，(ryry ri 


4 
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一 ® | 
25° 25’ 
25 , 本 
[4 [47] [4] 
(25'=25 -1) (2S'=25+1) 


图 40.3 [加 的 约 化 


中 的 反 序 数 对 比 (rz-i'"*71) 多 2S 个 ， 砍 有 5,=2S+6.'. 又 


在 两 种 情形 下 分 别 有 ; (2S- 2S)=1 和 (2S-2S)= -1， 所 
以 综合 起 来 得 
(—1)%=(2S- 25)28.(— 1) (40.40) 
再 注意 求 和 号 乞 和 组 合 号 [ 1 和,%%。 可 以 交换 次 序 ， 最 后 得 出 
Bigs (lH [haL MSMs) 
一 _ 7 2z[4 -IT 人 Pr ， 
也 (25 25 HV [4 e's 1 HH) 
‘aL)[Bio.st (1 人 1 [4 jo LS ) ps Dor ts, 
(40.41) 
这 就 是 总 反 称 函 数 的 亲 态 比 展 开 式 。 此 结果 表明 ， 总 厅 坟 比 系 
数 可 由 空间 函数 的 亲 态 比 系数 给 出 


( 斑 [4] a’ L's’ sab aLs) 


=(25-2S)*3 2] (Ha a Ls 1 I IA aL) 
(40.42) 


以 上 是 用 单 电子 函数 py(1)oy 与 组 态 17"! 的 函数 12..; 相 
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炮 合 来 构造 组 态 1 的 函数 罗 12..;， 亲 态 比 系数 (40.42) 也 称 为 单 
电子 亲 态 比 系数 。 完 全 类 似 的 ， 也 可 用 双 电 子 的 函数 罗 /_1; 与 
组 态 1 了 ?的 函数 罗 12..1-s 相 焕 合 来 构 造 组 态 亚 的 函数 到 joy 

这 时 的 亲 态 比 系数 称 为 双 电子 亲 态 比 系数 。 不 难 证 明 ， 双 电子 
亲 态 比 系数 可 用 单 电 子 亲 态 比 系数 和 拉 卡 系数 来 表示 。 

我 们 看 到 ， 亲 态 比 系数 可 由 一 组 线性 方程 来 确定 ， 而 这 组 
方程 的 系数 为 置换 群 不 可 约 表 示 的 标准 给 阵 元 和 拉 卡 系数 《( 均 - 
为 实数 ) 。 由 此 推 知 :所 有 亲 坟 比 系数 都 是 实数 。 

40.5 量子 数 a 的 县 义 和 选 取 

在 总 反 称 波 函数 罗 当 中 ， 除了 cx 以外， 都 是 好 量子 数 ， 因 
而 在 求 能 量 的 本 征 函 数 时 ， 还 得 将 多 对 w 重新 组 合 。 要 进一步 
用 群 论 来 简化 计算 ， 需 要 研究 如 何 选取 这 个 参数 。a 是 在 将 已 
按 SU(21+1) 分 类 的 空间 波 函 数 进一步 按 SO(3) 分 类 时 引入 
的 。 由 40.3 区 中 给 出 的 SU(3) 一 >SO(3) 和 SU(5) 一 >SO(3) 
的 部 分 分 支 律 可 见 ， 对 于 整个 p 膏 层 ，a 并 不 出 现 。 对 于 d 这 
层 ， 当 /<2 时 ，a 也 不 出 现 ， 当 f=3 时 ，D21 中 包含 两 个 
D0， 为 了 区 分 这 两 个 万 态 ， 需 要 一 个 双 值 的 量子 数 ec 。 a 是 
从 组 态 d3 开 始 出 现 的 。 我 们 希望 能 够 让 a 标志 某 种 对 称 性 。 如 
果 能 够 找到 一 个 群 G，SU (21+1) 刁 GSO(3), 使 得 在 分 支 律 
SU(21+1) 一 >G 和 G 一 ->SO(3) 中 都 不 出 现 超过 1 的 重复 
度 ， 则 a 便 可 取 为 G 的 不 可 约 表 示 的 标记 。 这 时 ， 例如 在 
D+ 中 的 两 个 D 坊 将 属于 G 的 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 。 这 - 
就 实现 了 空间 波 函 数 按 下 列 群 链 的 完全 分 类 

SU(21+1)DGIOSO(3)DSO0) 
y y Y + (40,.43)， 
[2] C L Mi 


但 随 着 党 层 指标 ! 的 增 大 ， 要 满足 上 述 的 重复 度 不 越过 1 的 条 
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件 是 办 不 到 的 。 所 以 一 般 地 说 ， 这 只 能 将 部 分 地 纳入 G 的 不 
可 约 表示 ， 要 进一步 处 理 剩余 量子 数 ， 有 时 可 在 G 和 SO(3) 之 
间 再 插入 一 个 群 。 

在 讨论 如 何 寻 求 G 之 前 ， 必 须 对 群 链 (40.43) 中 的 子 群 的 
含义 加 以 说 明 。 一 个 群 可 以 有 许多 彼此 同 构 的 不 同 子 群 ， 它 对 
于 这 些 不 同 子 群 的 分 支 律 一 般 是 不 同 的 。 例 如 在 28.2 节 中 讨论 
过 的 SO(4)， 它 的 六 个 实 参数 〈 李 代数 的 坐标 ) 可 取 为 (a 
罗 ) 或 (a,B) ,等 等 。 由 (28.24) 一 一 (28.33) 可 以 看 出 ，8=0 
时 的 子 群 和 有 =0 时 的 子 群 都 同 构 于 SO(3)， 暂 记 为 SO(3), 和 
-SO(3)s。 考 虑 SO(4) 的 不 可 约 表示 D()， 由 (28.35) 和 
《28.34) 可 得 

DE | 00 =DH (8D (a)= D8D" 


D($, $) | go =D2)(o DY (00) = D2)gy D3$) 

可 见 SO(4) 一 ->S$O(3), 和 SO(4) 一 ->SO(3); 的 分 支 律 是 不 
同 的 。 所 以 ， 在 群 链 中 出 现 的 子 群 的 同 构 群 的 符号 是 不 够 明确 
的 ， 必 须 明 和 白 这 个 同 构 群 的 符号 所 指 的 是 哪 一 个 子 群 。 

在 (40.24) 和 (40.43) 中 ， 用 同 构 群 SO(3) 所 表示 的 
“SU(21+1) 的 子 群 ,是 由 (40.10) 确定 的 ,实际 上 就 是 (21 十 1) x 
的 矩阵 群 忆 (5 。 SU (21+1) 的 另 一 个 同 构 于 SO(3) 的 子 娠 可 由 
21 二 1) 所 有 形 如 

XxX XxX Xx ~、 
xX x Xx 0 


x 


X 


了 86 . 
的 (21+1) x (21+1) 的 实 矩 阵 给 出 ， 这 个 子 群 是 SO(3) 的 可 约 
1 (0 (0) 。。 门 (0) 

7889"@ 2 
(21 一 2) 个 
与 D" ,不同 。 在 群 链 (40.43) 中 的 待定 群 G， 必 须 是 一 个 包含 
子 群 Do 而 又 小 于 SU(21+1) 的 女 正 矩 阵 群 。 或 者 ， 等 效 地 
讲 ， 将 矩阵 群 SU(21+1) 和 厂 (看 作 是 定义 于 由 基 
{Pi Ptr, PH (40.44) 

所 张 成 的 (21+1) 维 空间 上 的 么 正 算 子 群 时 ，G 也 是 这 个 空间 
上 的 包含 D2 且 小 于 SU(21+1) 的 女 正 算 子 群 。 

为 了 寻求 G ,我 们 来 考查 SU(21+1) 的 李 代数 su(21+1)。 
SU{21+1) 的 元 可 写 为 ~'”，5 是 作用 于 上 述 空 间 的 零 迹 厄 米 
算 子 。 于 是 有 


su(21+ 1)={-i0} (40.45) 
我 们 希望 在 (40,45) 中 找 出 一 组 适当 的 基 ， 使 得 其 中 的 某 三 个 : 
基 矢 所 张 成 的 子 民 数 生成 群 DY。 


注意 到 (40.44) 古 单 电子 轨道 角 动 量 的 本 征 函 数 ， 由 $22 可 
知 


DP= {eie) (40.46) 
! 是 单 电 子 的 轨道 角 动量 ， 其 定义 域 限于 (40.44) 张 成 的 空间 
(在 子 空间 上 的 导出 算 子 )。 因 而 可 取 公 的 分 量 为 (40.45) 的 
三 个 基 矢 。 为 了 便于 推广 ， 可 将 这 三 个 分 量 取 为 SO(3) 的 不 村 
约 张 量 算 子 


P= -sl ? Li 3 io=i, (40.47) 


将 这 组 不 可 约 张 量 算 子 “单位 化 ”， 得 
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1 ° 国 
人 0) 一 -Te g 二 0， 土 1 (40.48) 
宅 们 在 (40.44) 下 的 矩阵 元 为 〈 利 用 (12.20) ) 
Cm’' fa mm 一 (1g1oz| 1m") (40.49) ， 


其 约 化 矩阵 元 为 1 ， 故 称 为 单位 不 可 约 张 量 算 子 。 现 在 在 
(40,45) 中 选取 包含 24) 在 内 的 共 [(21+1)2- 1 个 算 子 
{Ak=1,2,.…,21，g 二 0; 土 1,… 士 R} (40.50) 
&) 的 定义 是 ， 作 用 于 给 定 空间 (40.44) 上 的 SO(3) 的 单位 不 可 
约 张 量 算 子 。 按 此 定义 ，2&; 的 约 化 矩阵 元 为 1 ， 从 而 有 
Cm’ 他 0 mm) = (hglm | lm’) (40.51) 
如 果 再 将 单位 算 子 #8 外) 加 进来 ， 就 有 (21+ 1)2 个 算 子 。 因 这 些 
算 子 按 SO(3) 的 不 等 价 的 不 可 约 表示 变换 ， 它 们 必 是 线性 无 关 
的。 又， 由 (40.44) 确 定 的 (21+1) 维 空间 上 的 线性 算 子 的 集 
合 ， 对 于 加 共和 数 乘 运 算 是 一 个 (21 十 1)’: 维 的 线性 空间 。 所 
-以 ,作用 于 (40.44) 上 的 任 一 线性 算 子 都 可 展 为 (40.50) 和 2&(0) 的 
:线性 组 合 。288) 的 迹 为 (21 十 1) 冯 0， 而 (40.50) 中 的 44% 的 迹 为 
之 4m [Wm> = (kgqlm | lm) = 5 (kglm | lm) (00 Im |1m) 


= mi m | kq) (Iml—m| 00) 


其 中 用 到 了 (22.46) 及 其 对 称 性 ， 以 及 C 一 一 G 系数 的 正 交 性 。 
对 于 迹 为 零 的 算 子 ， 将 它 的 展开 式 的 两 边 取 迹 , 便 可 推 知 #40’ 的 
系数 等 于 零 。 所 以 ， 作 用 于 (40.44) 上 的 任 一 零 迹 算 子 ， 都 可 
展 为 (40.50) 的 组 合 。 特 别 地 ，(40.45) 中 的 8 可 写 为 

0= DT cea (40.52) 


6+ 二 0 要 求 
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chs)=(— 1)?c* (40.537 
这 是 由 于 ， 由 (40.51) 和 (22.46) 的 对 称 性 易 知 
Qt = 1) (40.54) 


由 (40.45) 和 (40.52) 可 见 ，(40.50) 形 成 了 群 SU (21+1) 
的 一 组 生成 元 ， 其 中 R=1 的 三 个 生 成 元 to， 200)， QD} 生成 
子 群 刀 ”。 即 有 


-iB ca 
有 ,9 4 
soonD=f } 


: -i cd) ud) 
Do-{。 ” } (40.56) 
需 注意 ， 这 里 的 c 名 是 复数 ， 且 满足 (40.53)。 严 格 地 讲 ， 作 为 
[(2+1)2~ 11 维 的 实 李 群 ，SU(21+1) 的 参数 应 取 为 实数 ， 与 - 
此 相应 的 ， 共 生成 元 应 取 为 厄 米 算 子 。 要 作 到 这 一 点 并 不 蕴 
难 ， 只 需 作 变 换 


并) 一 - 办 CR) 
的 和 一 的 


(40.55) 


1 
08) ME) gh) ) 
| 4 Ta! ot (~ 1 ，9<0 (40.57) 


1 
pl (一 1 264] ， 9>>0 


便 可 得 到 厄 米 的 生成 元 {b 人， 面 将 是 这 些 生 成 元 的 实 系数 - 


组 合 
0= 二 09209) (40.58)， 
hk, q 
D4)+ — OK) (40.59)» 
b$ = 66) (40.60»8 


这 时 可 将 (40.55) 和 (40.56) 写 为 


{ 一 己 人 


SU(2I+1)= (40.617 


ob 


389 
-i Eb 1) 
Do- ? | (40.62) 
[27 寺 1)?-1] 个 566) 是 SU(21+1) 的 实 参 数 , 严 格 地 讲 , {2 站 只 
是 复 李 代数 s1(21+1) 的 基 ，s1(21 志 1) 由 {4 站 的 所 有 复 系数 组 
合 构成 ;而 {6 久 Y)} 同时 是 s1(21 +1) 和 实 代 数 su(21+1) 的 基 ， 
si(21 填 1) 由 {109} 的 所 有 复 系 数组 合 构成 ，su(21 十 1) 则 由 
{2 小 的 所 有 实 系 数组 合 构 成 。 但 由 于 有 (40.57)， 在 注意 到 以 
上 所 做 说 明 的 情况 下 ， 对 su(21+1) 也 可 以 采用 基 {2%)(SU 
(2 二 1) 的 生成 元 ) ， 而 这 样 作 是 较为 方便 的 。 
还 需 找 出 生成 元 (24 站 的 对 易 关 系 。 注意 到 人 6% 在 
SO(3) 下 按 表 示 DD :变换 ， 则 可 写 
[a0] = TE (kgk'g’ |KQ)AG ae (40.63) 
利用 CC 一 一 G 系数 的 正 交 性 解 出 
a = hgk'g IKO) [omaen]g (40.64) 
K ; 
为 了 将 [Ke04 者 展 为 18) 的 组 合 ,我 们 计算 它 的 矩阵 元 , 有 
Iim | [他 (9 全 Ce) 各 | Im’'> 
=m| SE (KQIm' | K'Q) { Lamar] el I}, 
K'Q! 


= YZ (KQIm'| K'Q') Cm HIacpaco] ID}E, 
K'Q! 

= 3 (KQIm'| K'Q') Ger6no' Cm |{ [a Maen] | 7}, 
KI'Q! 

=(KQIm'| Im) Cm [aaco] | 1>}s 

= lm [89 Im’Y Cm |{ [a m2? 1} 


从 而 得 
[a AEN EE=280. Clm |{ [a Pa] DD}s (40.65) 


又 
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[2%) D8= (kglm] KOQ)A Im> 
=5 (kglm | KOQ) Bm a Imyl Lm'> 
=Z (hqlm | KQ)D hglml Im)| Im') 
= Dgim KOQ) Chglml Im)| Im’y 
=56rdom Im'y 
于 是 有 
[| D1E=0r| IQ> (40.66) 
由 此 可 算出 
(Lep8t0o]4 DH =DU Ch KK') {a [aco| 及] 
K! 
=U(hk'l; KD {a DY} 
=U (kk KD| Imy (40.67) 
其 中 ， 三 个 角 动 量 的 不 同 磷 合 方式 之 间 的 变换 系数 U， 便 是 拉 
卡 系数 51。 将 (40.67) 代 入 (40.65)， 得 到 


[2 Da) B=U (RR, KI)as) (40.68) 
ChR') 


再 代 回 (40.64), 便 得 出 僚 准 ,对 基 {@} 的 展开 式 
QMS ‘=P (hak'g | Kg +o )U (EE, RADAR ， 
(40.69) 
同 理 : 
A a = Ekg'kg |Katq Uk KI)age,, 
=D(-D*K(hakg Kata )U (RA KDag,, 
(40.70) 
其 中 用 到 (22.46) 的 对 称 性 和 拉 卡 系数 的 对 称 性 ， [7(M 0 KD 
=U(k'kll; Ki)。 将 以 上 两 式 相 减 ,最 后 得 出 生成 元 {494)) 的 对 
易 关 系 
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[25e», a = -BU (一 1 “] (hgk'g | Kgt+g') 


* U CkA'IL, 开门 age ， (40.71) 
生成 元 {bg?} 的 一 个 子 集 ， 如 果 对 于 (40.71) 是 封闭 的 ， 
便 是 一 个 子 群 的 生成 元 ， 它 们 张 成 那个 子 群 的 村 代数 。 所 以 ， 
寻找 SU(21+1) 的 子 群 的 问题 ， 现 简化 为 寻找 su(21+1) 的 子 
代数 ， 即 寻求 {&% 人 对 于 (40.71) 的 封闭 子 集 的 问题 。 例 如 ， 当 
="==1 时 ， 由 (kgk'g| Kgq+q') 的 三 角 条件 知 ，(40.71) 的 和 
友 电 除了 K 一 0. 12 的 项 外 全 为 又 由 因子 [1-(-1)***-*#] 看 
出 ， 天 一 0, 2 的 项 也 为 零 ， 因 而 只 有 天 =1 的 一 项 。 由 此 可 见 ， 
TCD， 的 D， 0 这 便 是 同 构 于 
SO(3) 的 DH。 同 理 ，&41 又 生成 D 中 的 一 个 阿 贝 尔 子 群 ， 同 
构 于 SO(2)。 四 

当 忆 入 都 是 奇数 时 ， 由 于 因子 [1 一 (-1)*+*-K]， 在 
(40.71) 的 和 式 中 只 含有 为 奇数 的 项 。 因 而 {4$) : 一 奇数 } 
是 { 综 站 的 一 个 对 于 (40. 71) 的 封闭 子 集 ， 它 生成 SU (21+1) 的 
一 个 子 群 且 包 含 着 子 群 DD?。 所 以 ， 以 {us :二 奇数 } 为 生成 
元 的 群 便 是 我 们 所 要 寻找 的 (40.43) 中 的 GG 。 

为 了 确定 由 {4) :二 奇数 } 所 张 成 的 李 代 数 的 同 构 类 型 ， 
考虑 这 些 算 子 的 矩阵 形式 。 以 媒 > 表 示 %9%) 在 基 (40.44) 下 的 
矩阵， 其 阵 元 由 (40.51) 给 出 。 因 ;这些 矩阵 都 是 实 的 ， 由 
(40.54) 有 


CE (40.72) 
另 一 方面 ， 考 虑 一 个 基 矢 变换 ， 使 基 矢 的 次 序 倒 转 ， 即 将 
9m=11m> 变 为 pg_n=| 1 -mm>， 同 时 乘 以 6-:1)”"。 这 个 变换 
的 矩阵 是 
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S 一 1 (40 .73) 


显然 有 | 
Sz 一 了 或 9 -一 9 (40.74) 
在 这 个 变换 下 ，vi ?被 变 成 9 HS ， 由 (40.51) 知 ， 变 换 后 的 
矩阵 元 为 

(-1)a+m (kgl-ml I-m’) = (-1)"™*™"(-)*(k-glm| Im’) 

=(-1)°(-1)*(h-glm| Im’')=-(-1)"(k-glm| Im') 

(40 ,75) 

其 中 已 注意 到 , C 一 一 G 系数 中 含有 因子 6m'; me, 使 (-1)” ”一 
(-1)2-9= (-1) ?= (-1)9， 以 及 R= 奇数，(-1)* 一 -1。 上 式 表 
明 


-29090509 一 -( -To 全 (40.76) 
比较 (40.72) 和 (40.76)， 得 到 
一 一 S-iw%’S 。(k 二 奇数 ) (40,77) 
存在 满 秩 和 矩阵 了， 例如 
0 
~ 7 
P=- 万 0 ww2 0 (40 ,78) 
-1 5 
一 工 0 
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使 
S=PpP (40.79) 


代入 (40.77) 得 

BP- p=-P-m Pp 
令 , 

w= Plu PpP (40.80) 
则 前 式 可 写 为 

V4) 二 -wih) (上 = 奇数 ) (40.81) 
上 式 表 明 k= 奇 数 的 w 当 都 是 反对 称 矩 隆 。 所 以 ， 由 {wt 二 
奇数 } 所 张 成 的 李 代数 是 一 个 由 反对 称 矩 阵 构 成 的 矩阵 代数 。 
又 ， 基 名) 指 个 数 等 于 (2P 士 门 ， 这 正 是 所 有 (21 二 1) x (21+1) 
的 反对 称 矩 阵 的 矩阵 代数 的 维 数 。 因 而 ,由 {uwgy2 :二 奇数 } 
张 成 的 代数 ， 就 是 全 体 (21+1) x(21+1) 的 反对 称 和 矩阵 的 代 
数 ， 这 便 是 so(21+1,C)。 

由 (40.80) 可 知 ， 分 别 由 wt 和 w 学 ' 张 成 的 两 个 矩阵 代数 是 
彼此 同 构 的 。 于 是 得 知 ，{ 综 ，: R== 奇 数 } 张 成 的 李 代 数 的 同 构 
类 型 是 so(21+1,C)。 其 紧 实 形 为 so(21+1)， 可 由 限制 条 件 
(40.52)、(40.53) 或 (40,57)、(40.58)、(40.60) 确定 。 所 
以 ， 在 上 述 限制 条 件 下 ， 由 {8%) k= 奇数 } 所 生成 的 作用 于 空 
间 〈40.44) 上 的 算 子 群 G， 同 构 于 实 正 交集 群 SO(21+1)。 和 群 
链 (40.43) 可 写 为 


SU(21+1)DOSOCI+1)DSO0(3) DSO0(2) 
(40.82) 
SO(21 十 1) 的 不 可 约 表示 可 用 其 首 权 (@)==(@1,@2,… ,04) 
来 标记 ， 因 此 可 将 参数 a (至 少 部 分 地 ) 取 为 (@)。 当 1 = 
“0,1,2 时 ， 所 需要 的 SU(21+1) 一 ->SO(21+1) 和 SO(3) 的 部 
分 分 支 律 中 ， 没 有 超过 1 的 重复 度 ， 因 而 a 就 是 (w)。 所 以 群 
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链 (40.82) 可 对 s 、p 、d 三 个 壳 层 实行 完全 地 分 类 。 例 如 ， 
对 组 态 ds，[ 和 = [20({ S= 上 时 的 两 个 D(L=2) 态 ,可 以 


用 SO(5) 的 两 个 表示 (w) = (10) 和 (21) 来 区 分 ， 等 等 。 但 当 / 产 
3 时 ， 即 从 了 这 层 开始 ， 上 述 分 支 律 中 将 开始 出 现 超 过 1 的 重 
复 度 。 这 时 参数 a 只 能 部 分 地 由 (@) 取 代 ， 除了 (@) 之 外 a 中 
还 需 包含 区 分 那些 重复 出 现 的 表示 的 标记 。 所 以 , 群 链 (40.82) 
对 [之 3 的 壳 层 的 态 的 分 类 是 不 完全 的 ， 这 时 为 了 标记 空间 函 
数 ， 除 了 要 用 (40.82) 中 各 群 的 不 可 约 表示 的 量子 数 [41]、 
(o): 工 、Mz 之 外 ， 还 要 引进 附加 量子 数 。 

当 ! 一 3 时 ,SU(7) 的 生成 元 为 109 262),…, 5) ，SO(7) 
的 生成 元 为 {49)，463)，2U65 站 ,考虑 后 者 的 -个 子 集 {449178457}， 
在 这 14 个 算 子 的 对 易 关 系 中 ， 由 于 耦合 系数. 的 三 角 条 种 ， 
[apD， 的 站 中 只 可 能 出 现 20 [892, 09 人] 中 只 可 能 出 现 好 9， 
[z52， 丸 5 中 算 子 &0 、449 、26) 都 可 能 出 现 。 但 由 拉 卡 系 数 
(5533; 33) 偶 然 为 零 的 性 质 又 知 ，442 不 可 能 在 [9%52， 估 和] 中 
出 更 。 由 此 可 见 ，{8g > 入 5 他 在 对 易 关 系 (40.71) 下 是 封闭 的 ， 
它们 张 成 一 个 14 维 的 子 代数 ， 这 个 子 代 数 同 构 于 例外 李 代 数 
G:. 因而 在 /一 3 的 特殊 情况 下 ， 能 够 在 SO(7) 和 SO(3) 之 间 
再 插 进 一 个 群 ， 这 是 一 个 14 维 的 实 李 群 它 的 李 :代数 ( 复 
扩充 ) 为 G,， 通常 也 将 此 群 记 作 G。， 于 是 我 们 有 群 链 

SU(7)DSO(7 IG ISO0(3)ISO(2) (40.83) 
这 五 个 实 李 群 的 维 数 依次 为 48、21、14、3 、1; 除了 阿 贝 
尔 群 SO(2) 外 都 是 单纯 的 ， 其 秩 依次 为 6、3 、2 、1， 

按 群 链 (40.83) 分 类 的 空间 波 函 数 ， 且 有 量子 数 [41、 
(@)、(4)、 上 、Mj,， 其 中 (4) 为 Gs 的 不 可 约 表示 的 首 权 。 
但 对 整个 / 壳 层 (1= 3) 而 言 ,(@) 和 (w) 还 不 能 完全 取代 量子 数 w 
( 某 些 态 除 外 ) ，(A) 的 作用 是 减少 了 附加 量子 数 〈《 对 一 部 分 
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态 不 再 需要 附加 量子 数 ) 。 因 此 ,即使 引入 了 群 G,， 群 链 
(40.83) 也 不 能 实现 f 过 层 空 间 波 函数 的 完全 分 类 。 
最 后 应 指出 ， 将 状态 按 群 链 进行 分 类 是 具有 重要 的 实用 意 
义 的 。 例 如 ， 在 群 链 (40,83) 中 ， 群 SO(3) 和 SO(2) 都 是 体 系 
的 对 称 群 ， 因 而 它们 的 不 可 约 表示 的 量子 数 都 是 体系 的 好 量子 
数 。 群 SU(7) 并 不 是 体系 的 对 称 群 ， 但 因 它 与 电子 的 置换 群 
的 关系 ， 它 的 不 可 约 基 也 就 是 置换 群 的 不 可 约 基 ， 并 都 可 用 量 
子 数 141 标 记 。 而 置换 群 是 体系 的 对 称 群 ， 所 以 SU(7) 分 类 所 
提供 的 量子 数 [4] 也 是 好 量子 数 。 对 以 上 这 些 好 量子 数 ， 体 系 
的 能 量 算 子 是 对 角 化 的 ， 已 如 前 述 。 群 SO(7) 和 Gs 也 不 是 体 
系 的 对 称 群 ， 因 而 一 般 地 ，(w%) 和 (4) 不 是 好 量子 数 。 那 么 ， 
用 (oo) 和 (A) 取 代 ac 有 什么 实际 上 的 好 处 呢 ? 以 定 态 问题 为 例 ， 
这 时 要 计算 能 量 的 手 阵 元 ， 特 别 是 对 xc 存在 非 对 角 元 ， 它 们 对 
于 (@)、(4) 一 般 也 是 非 对 角 的 。 我 们 如 果 能 够 将 体系 的 相互 
作用 能 用 关于 群 链 (40.83) 的 不 可 约 张 量 算 子 来 表示 ， 就 可 以 
利用 维 格 纳 一 爱 卡 尔 特定 理 来 简化 这 些 矩 阵 元 的 计算 。 此 外 还 
不 难 证 明 "9， 利 用 群 链 分 类 基 也 可 以 简化 看 合 系数 的 计算 ， 
关于 母 群 的 C 一 一 G 系 数 可 用 关于 子 群 的 C 一 一 G 系数 与 同 母 
和 群 有 关 的 “同位 标量 因子 ”来 表示 。 最 后 ， 由 于 在 群 链 分 类 基 
中 避免 了 或 减少 了 不 能 用 群 论 方法 处 理 的 附加 量子 数 ， 在 亲 态 
比 系数 的 计算 上 也 将 带 来 相应 的 简化。 所 以 ， 尽 管 (w) 和 (4) 


不 是 好 量子 数 ， 但 由 于 上 述 原 因 ， 可 以 称 它们 为 -“ 较 好 的 ” 量 


子 数 。 从 这 个 角度 讲 ， 将 状态 按 包含 体系 的 对 称 群 在 内 的 群 链 
进行 分 类 ， 其 意义 就 在 于 将 状态 的 量子 数 尽 可 能 地 到 为 :“ 好 
的 ”或 “ 较 好 的 ”。 

40.6 原子 的 jj 称 合 分 类 基 . 

在 77 耦合 方案 中 ， 各 个 电子 的 轨道 一 一 自 旋 帆 互 作 用 被 
优先 考虑 。 这 时 单 电子 的 波 函 数 应 取 为 
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tnijm, = Rul) (lm, 一 mm ms |jm, ) 


Yim,-m, (89, Pp) :wm (sz) 


而 相应 的 单 电子 能 级 ， 是 量子 数 (n1j) 的 函数 。 因 而 在 上 略 去 电 
子 之 间 的 相互 作用 娘 ' 时 ， 电 子 体系 的 能 量 将 取决 于 电子 在 各 
个 单 电子 能 级 (nf7) 中 的 分 布 数 ， 即 取决 于 电子 体系 的 组 态 
为 简单 计 ， 仍 考虑 所 有 /个 电子 都 处 于 能 豚 (1 中 的 一 个 特定 
的 组 态 (n17)! 二 jf ( 简 记 ) 。 

组 态 i 的 非 反 称 本 征 函数 的 完备 系 可 写 为 


» we ;Oo 1 3 so. ? 
fm CD m2) Ym/) mi 一 十 二 十 3,…, 土 认 


| (40.84) 
其 中 已 将 $nijm, 中 的 转 定 下 标 % ，、1 ，j 赂 去 ,并 赂 去 了 mj 的 


下 标 7 了。 显然 (40.8) 张 成 一 个 (27 +1)! 维 的 空间 。 这 个 空 闻 
在 电子 的 置换 群 5 下 不 变 ; 在 转动 群 SO(3) 下 ，(40.84) 按 
DPODHD. ‘WD (40.85) 
A 
变换 。 现 在 的 问题 是 , 如 何 将 (40.84) 同时 按 体系 的 对 称 群 9y 和 
SO(3) 约 化 ,从 而 得 出 尽 可 能 使 及 "对 角 化 的 总 反 称 的 分 类 基 。 
因为 现在 只 涉及 S; 的 一 维 表示 [1 年 ， 因 而 可 以 较为 简便 地 作 
出 这 样 的 分 类 基 〈 例 如 用 亲 态 比方 法 ) 。 
与 LS 耦合 的 情形 一 样 ， 我 们 能 够 借助 群 论 来 处 理 附 加 量 
子 数 。 为 此 ， 将 (40.85) 中 的 刀 信 扩充 为 SU (27+1) 的 自然 表 
示 ， 于 是 (40.81) 在 群 SU (27 二 1) 下 将 按 表示 
DIGGDDTIG…ODin (40.86) 
f 个 


变换 。 将 (40.84) 按 Ss 约 化 和 按 SU (2 +1) 约 化 是 一 致 的 ， 
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特别 的 ， 总 反 称 函 数 的 完备 集 由 DI17 1 的 不 可 约 基 给 出 。 为 了 
进一步 约 化 DI! 3， 并 用 “ 较 好 ”的 量子 数 来 区 分 属于 .SO(3) 
的 等 价 表示 的 不 同 国 数 ， 需 要 寻找 介 于 SU(27+1) 和 DD 之 
间 的 群 。 与 前 面 讨论 过 的 情形 一 样 ，SU(27+1) 的 生成 元 为 
10 的 ;有 一 0, 1,…,2j; 9 一 0, 士 1 …, 士 及 ， 万 由 =SO(3) 的 生 
成 元 为 Tacp, D261) ， 中 间 群 的 生成 元 为 {46 二 1,3，…， 

2 四。 现在 需要 找到 这 个 中 间 群 的 同 构 类 型 。 此 处 与 SU (21 填 
1) 的 情况 的 基本 差异 是 ， 7 是 半 奇 数 ，27 上 +1 是 偶数 ， 而 1 是 
整数 ，21 二 1 是 奇数 。 

- 考 虚 算 子 加 4) 在 基 {yj， Pan ps py} 下 的 
扼 阵 形式 〈 由 (40.51) 定 义 ， 但 将 1 换 为 了 ) ， 这 时 (40.72) 仍 
成 立 ， 但 因 不 再 有 (- 1)2" 一 1，(40.75) 和 (40.76) 不 再 成 立 。 
现 重 新 定义 一 个 基 矢 变换 , 它 使 基 矢 的 次 序 倒 转 并 乘 以 
C0" 号， 即将 a= lop 变 为 -1Dr+ 吉 (-D" 人 [六 - 
1 。 这 个 变换 的 矩阵 显然 为 


! 
Q= ee (40.87) 
| : 


\ 
4244) 在 新 基 下 的 阵 元 为 
(一 了 mm tikgi—m]i-m’) 
一 (一 1 下 tl 1)s(h- gm |im’') 
一 -( 一 1)2m+i9(R-gjon |im’) 
= (-1):(k- gjm lim’) 
注意 ; & 二 奇数 ，( 一 1)*= -1; C 一 G 系 数 的 三 角 条 件 变 
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求 m=m- 9 2m+1 是 偶数 ，(-1)2"11=1 (-1) 一 一 
〈《-1)?。 上 式 表 明 
Q-: uOQ= -(- 1) ut 
对 比 (20.72) 得 出 
WS= — Qu (8 二 奇数 ) (40.88) 

这 个 结果 与 (40.77) 相 似 ， 但 Q 与 5 不 同 ，Q 是 反对 次 的 ， 轩 
而 不 能 写成 (40.79) 的 形状 。 


不 难看 出 ， 经 矩阵 
| [0 0 0 | 
| 0 1 
1 0 1 
| 0 0 | (40.89) 
] ， | 
1 . 
(2? 0 本 
的 相似 变换 ，Q 被 变 为 
.1 : 
1: | 


这 个 矩阵 再 经 矩阵 
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1 
“1 加 
: - : 1 
R= ee (40.90) 
1 : | 
1 
1 
1 
的 相似 变换 ， 变 为 
| \ 
: -1. | 
| 
玉 二 ss | (40.91} 
1. 
1 : 
、 1 A 
注意 这 些 和 矩阵 都 是 正 交 的 


R= RR, (40.92) 

则 有 

: ”RQR=R 或 Q=REKE 
代入 (40.88) 得 

BR= _ K RADREK 

令 . 
1 w= RwR= Ru R (40..93》 . 
则 可 每 : 
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w=- Kugo 开 -: (= 奇数 ) (40.94) 
上 式 表明 ， {wit), k=1, 3， … ,2 站 张 成 的 李 代 数 由 请 足 


=- KAK-! 的 矩阵 构成 。 但 up2(& 一 奇数 ) 的 个 数 为 2 二 


二 2 . 
(2j+2)=2(2+1) + 一, 这 正 是 所 有 满足 4 二 - KA4K! 


的 矩阵 4 所 构成 的 矩阵 代数 的 维 数 。 所 以 {w5?，h=1, 3,…， 
27} 是 矩阵 代数 

{A:AK+KA=0}=sp(2;7+1,C) 
的 基 (将 (40.90) 、(40,94) 与 (26.46)、(26,47) 对 照 ) 。 又 ， 
(40.93) 表明 ，{:8=1,3,…,27} 张 成 的 李 代 数 与 {aag2 
&=1,3,…,27} 张 成 的 李 代数 是 彼此 同 构 的 。 从 而 知 ，{ak 
二 1,3,…, 2 站 张 成 的 李 代 数 的 同 构 类 型 为 

sp(2i+1, C)= Caitl 


由 于 限制 条 件 (40.53)， 实际 张 成 的 李 代数 只 是 它 它 的 紧 实 有 形 
sp(27 二 1)， 所 生成 的 李 群 为 丸 正 辛 群 ( 西 辛 群 ) Sp(27 十 1)。 


Ss(2j+1) 是 一 个 (j++ 吉 )(2i+2) 维 的 实 李 群 ,其 秩 为 


(1+ 二 )(SUc2i+ 1) 的 维 数 和 秩 分 别 为 [(2j 十 1)* - 11 和 27)， 
这 个 群 的 不 可 约 表示 可 用 首 权 (0)= (oi,0，， …,0 43) 来 标记 。 
于 是 我 们 有 约 化 (40.84) 或 (40.86) 的 一 个 群 链 和 标记 分 类 基 的 


好 的 或 较 好 的 量子 数 集 , 
SU(27+1)DS9,(21 +1)DSO(3) DSO(2) 
. (40.95) 
[人 9] 《5) 了 Mj 


因为 只 有 总 反 称 的 函数 才 具 有 物理 意义 ， 在 分 类 基 中 我 们 只 取 
12] = [1 的 函数 。 这 四 组 量子 数 的 取 值 范围 ， 每 组 都 受 限 于 
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它 的 前 一 组 ， 这 是 由 相应 的 分 支 律 确定 的 。 
例如 ， 对 于 7 一 了 沉 层 的 组 态 ( 7 ) ， 由 相应 的 分 支 律 可 
写 出 它 的 上 述 分 类 基 的 量子 数 的 取信 下 


£41 (0) | J 


(0000) 0 


[143 (i1100) 246 


(1111)| 2458 


由 它们 标记 的 (40.95) 分 类 基 

{p74 T1411 (Co) My)} (40.96) 
形成 了 属于 组 态 j'(j == 了 ) 的 总 反 称 波 函数 的 完备 集 。 在 这 个 
例子 中 ， 两 个 了 =2 的 多 重 态 和 两 个 /=4 的 多 重 态 都 是 用 (r) 
的 不 同 值 (1100) 和 (1111) 来 区 分 的 ， 不 再 需要 附加 量子 数 。 

和 .7 高 位 数 ( 先 奉 数 ) 

为 了 简化 原子 的 电子 态 的 标记 ， 其 中 的 量子 数 (o)=(ol, ， 
02，… sD) 或 (0 ) 二 (01,02,…,0 43) 可 用 一 个 非 负 整数 bv 来 取 
代 ， 这 个 口 常 称 为 高 位 数 或 先辈 数 。 

在 LS 耦合 方案 中 ， 通 过 和 群 链 (40.82) 引 入 的 量子 数 是 
[和 (或 $) 、(w)、 工 、M， 对 于 电子 坊 来 说 ，[ 各 局 限于 行 
数 <(21+1) 列 数 之 3 的 图 ， 且 完全 由 S 确 定 。 由 (40.23) 可 写 


[2] = [22…2 11…1] (40.97) 
(£-s 外 2 个 


按 SU(21+1)~>SO(21+1) 分 支 律 [7], 含 于 (40.97) 中 的 3024 
十 1) 的 不 可 约 表示 为 
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(@O) 一 (22… 2 11. 1 00.…0) (40 .98) . 
a 个 5 个 Cro-D) 个 


ao<{ -Ss, b=min{2S, 21+1-2S -2a)} (40.99) 


即 满足 (40.99) 的 (40.98) 在 (40.97) 中 各 出 现 一 次 。 利 用 这 个 
规律 ， 对 已 知 组 态 !f， 可 由 量子 数 S (或 [2] ) 的 值 写 出 所 有 
《@) 的 值 。 

以 上 结果 表明 ， 出 现 于 已 知 [4] 中 的 (o ) 可 由 一 个 非 负 整 
数 a 完全 确定 。 显 然 ， 也 可 用 另 一 个 与 a 互相 确定 的 数 来 标记 
(wo)。 定 义 高 位 数 

2 一 2(a 十 9) (40.100) 

得 (40.99) 对 a 的 限制 可 知 ， 对 给 定 的 上 、S([41), v 的 取 
值 范 围 是 

v=2S, 2S+2,.…,1 (40.101) 
《ao) 通 过 下 式 由 v 决 定 


Uv 
os > (40.102) 


b=min(2S, 21+1-v) 
所 以 ， 量 孙 数 集 {[41CS)、(@)、 工 } 可 由 {fv，S, 工 } 取 
代 ， 由 组 态 /产生 的 谱 项 可 用 高 位 数 v 作 进一步 区 分 ， 记 作 
lv2S+1L (40.103) 
从 /了 党 层 开 始 ， 需 引入 附加 量子 数 ， 这 时 可 用 附加 量子 数 对 谱 
项 作 更 细 地 区 分 。 

在 ji 三 合 方案 中 ， 通 过 群 链 (40.95) 引进 的 量子 数 为 
[1 、(o)、J、Jx， 因 [1 避 只 有 一 列 ， 这 时 的 情形 要 简单 得 
多 。 有 SU(2j+1)>.Sp(2i 十 1) 的 分 支 律 

L111 = 01110"…0)DU1…10.…0)@B. 
f 个 -. g 个 . (g-2) 个 
(40.104) 


403 


g=min{f, 2;+1-/} (40.105) 
定义 高 位 数 
| v= D0 (40.106) 
2 的 取 值 范围 由 (40.104) 和 (40.105) 给 定 : 
2 一 9)， 9 一 2， 9 一 4 …， 1 或 0 (40.107) 


而 出 现 于 [1 习 中 的 (og) 则 完 会 由 高 位 数 v 确定 。 所 以 , 量子 数 
集 {[1，(o), 可 由 {7，f，v，7} 取 代 ， 而 由 组 态 天 生成 
的 多 重 态 可 记 为 

Pk (40.108) 


第 八 章 ”空间 群 的 表示 


空间 群 是 晶 格 点 阵 的 对 称 群 ， 它 给 出 了 相应 的 唱 格 点 阵 的 
刀 何 (空间) 对 称 性 的 完全 的 刻画 。 这 种 对 称 性 也 就 是 最 体 中 
药 电 子 体系 所 处 的 晶 格 场 的 对 称 性 ， 同 时 也 是 晶 格 内 部 相互 作 
用 的 对 称 性 。 因 此 ， 晶 体 中 的 电子 状态 以 及 晶 格 的 振动 状态 都 
可 以 按 相 应 的 空间 群 的 不 可 约 表示 进行 分 类 ， 而 空间 群 的 不 可 
级 表示 的 标记 将 给 出 晶体 中 的 电子 能 带 和 声 子 色散 曲线 的 标 
记 。 这 与 分 子 的 情况 是 类 似 的 。 但 由 于 晶 格 结构 的 复杂 性 ， 群 
论 方法 对 于 固体 理论 来 说 具有 更 为 重要 的 意义 。 

本 章 将 介绍 空间 群 的 表示 论 及 其 对 晶体 中 的 电子 结构 问题 
的 应 用 。 和 希望 读者 可 以 由 此 掌握 国体 物理 中 的 群 论 方法 。 


$ 41 格 妊 的 古 可 约 表示 


和 纽 .1 格 群 的 不 可 约 卖 示 

在 83 中 已 经 知道 ， 格 群 是 空间 群 的 纯 平 移 子 群 ， 它 描 述 
了 晶 格 点 阵 的 平移 对 称 性 。 由 9,4 节 的 例 4 又 知 ， 格 群 是 空间 
群 的 一 个 不 变 子 群 。 为 了 建立 空间 群 的 不 可 约 表示 ， 我 们 从 它 
的 这 个 不 变 子 群 一 一 格 群 开始 。 | 

在 §3 中 推 知 ， 格 群 只 有 14 种 可 能 的 类 型 。 将 一 个 格 群 的 
所 有 元 (平移 ) 作 用 于 空间 的 任意 点 (原点) ， 则 生成 一 个 三 
维 的 无 穷 点 阵 ， 这 就 是 布 喇 非 点 阵 (格子 ) 。 所 以 布 嘻 非 点 阵 
一 般 并 不 是 实际 的 晶体 点 阵 ， 而 只 是 晶体 点 阵 的 平移 对 称 性 即 
格 群 的 一 种 几何 图 象 ,与 14 种 格 群 相应 的 几何 图 象 ， 便 是 14 种 
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布 喇 菲 点 阵 。 
格 群 的 元 (s 人 ) 代表 一 个 平移 操作 ， 其 平移 矢量 为 格 矢 
R=1 er 十 hzes + fis es ((3.1)) 
其 中 ;i 为 整数 ， {@1， ez，2s} 为 格 矢 的 基 。 对 于 不 同 的 格 群 ， 
格 矢 的 基 不 同 。 例 如 ， 属 于 立方 晶 系 的 三 种 不 同 格 群 ， 其 格 矢 
的 基 与 基本 平行 六 面体 单位 的 关系 如 图 41.1 所 示 。 


图 氏 ,1 立方 点 隆 的 基本 六 面体 与 格 矢 的 天 
如 用 相对 于 基本 平行 六 面体 的 楼 矢 的 坐标 写 出 ， 则 有 


oo 0, 0) 


21 一 (a, 0， 0) 


ee a， 0) 立方 了 型， es 一 也 (o， ~ 0 0)} 


者 


条 


es 一 (0， 0， a) 
ea = a, ~—0) 
“er=1(0, a, a) 
下方 型 62 = (a, 0， a) 


~、@s 一 > (0 a, 0) 
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以 基 {ei] 为 棱 矢 的 平行 六 面体 给 出 格 群 的 布 喇 非 点 阵 的 最 小 单 
元 一 一 元 胞 。 

格 矢 的 基 {ejj 也 可 以 用 与 坐标 无 关 的 形式 给 出 ， 即 给 出 其 
长 度 和 夹 角 。 为 此 ， 引 入 度 规 张 量 

91 一 eei i171=1,2,3 (41,1) 

对 于 不 同类 型 的 格 群 ， 有 不 同 的 度 规 张 量 。 例 如 ， 与 立方 书 、 
了 也 型 点 阵 相应 的 三 种 格 群 ， 其 度 规 张 量 的 怎 阵 分 别 为 


f oa -02 -0 
a2 0 0 | ; 
gr={0 a 0j 91=| -~a? $0 -了 工 az |， 

0 a? 
| _ ra .1 3 2 
\ a jo a?) 
六 了 工 u To? 
gp= -0 0 I 


1 ] _ ，， 
oz lo 了 工 ra 
4 4 22 


注意 到 东 矢 的 绝对 长度 是 无 关 紧 爱 的， 可 从 度 规 张 量 中 去 掉 一 
个 常数 因子 。 从 而 又 可 写 
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f _1 _1l\ fr 1 1) 
1 3 3 |. | 1 2 2 | 
1 _1| 11 1 | 
915 3 1 3 l 9F 5 1 2 (41,2) 
| | 
1 1 1 | "1 1 
\、 3 3 1 \ 2 2 1 / 


上 起 表明 ,在 每 一 种 情形 下 基 矢 都 是 等 长 和 等 夹 角 的 ,三 种 情形 
的 差别 在 于 基 汞 的 夹 角 之 余 张 值 分 别 为 c050 二 0， - 也， 总 


格 群 
H={(e |n)} : (41.3) 
都 是 分 立 无 限 群 .为 了 用 有 限 群 论 的 方法 来 处 理 格 群 ,通常 采用 
如 下 办 法 来 将 格 群 “有 限 化 ”。 在 量子 力学 中 ， 为 了 对 固体 中 
的 电子 态 计 数 (使 状态 分 立 化 ) ， 通 常 使 用 周期 性 边界 条 件 
prt+Ner)= Yr) 
pr+tANes)= Pr) NS>1l (41.4) 
pr+Nes)=$(r) 
当 N>co， 分 立 谱 将 过 湾 到 连续 谱 。 如 果 将 (e In) 同 时 看 作 是 
作用 于 满足 周期 性 条 件 的 函数 类 上 的 平移 算 子 ， 则 (41.4) 表 明 
有 算 子 的 等 式 : 
(e le1)*= (eles)*=(e les)*=(e |0) (41.,5) 
现在 将 (41.5) 作 为 对 格 群 豆 本 身 的 一 个 限制 条 件 ， 则 互 成 为 一 
个 Vs 阶 的 有 限 群 。 事 实 上 ， 由 于 (41.5)， 万 可 以 写成 三 个 六 
阶 循环 群 的 直 积 
H={(ele)mn)} x {Ce les)"2) x {eles)ns} (41.6) 
其 中 nyno ,ns 一 0,1, 2 -1 
由 5.1 和 .5.2 节 的 结果 知 ， 右 共有 Ns 个 不 可 约 表示 ， 都 
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是 1 维 的 )/ 
(De N C41.7) 
mso ms =0,1,2,",N -1 

41.2 波 矢 空间 
为 了 更 方便 地 标记 格 群 的 不 可 约 表示 ， 并 使 这 种 你 记 几 何 
化 ,我 们 引入 波 矢 和 波 矢 空间 。 首先 引入 基 {ei} 的 对 偶 基 {e, )， 


其 定义 如 下 


é=27es: x@s/D 
,=2Nes xe1/D (41.8) 
&, =2xe1 xezs/D 
D=e,'€; Xes (41.9) 
易 验 证 ， 有 正 交 关系 
可 .e 一 276，， (41.10) 
定义 矢量 
下 全 (41.11) 


则 可 用 天 来 标记 群 瑟 的 不 可 约 表 示 。 利 用 (41.10) 可 将 (41.7) 
写 为 


.40((e In))=et'kr 


Oh; = 下 <1 (41. 12) 


对 确定 的 VN， 有 Ns 个 值 ， 给 出 瑟 的 全 部 Was 个 不 可 约 表 
示 。 当 全 co 时 ， > 0， 故 上 让 可 认为 是 连续 变化 的 ， 其 变化 


范围 为 kiE[0, 1)。 
常 将 对 偶 基 (8&} 所 张 成 的 三 维 空间 称 为 波 矢 空 间 ， 而 将 
这 个 空间 中 的 矢量 无 称 为 波 矢 。(41.2) 表 明 ,， 吾 的 不 可 约 表 示 
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是 与 波 矢 空间 一 个 元 胞 上 的 点 〈 波 矢 ) 一 一 对 应 的 ， 这 个 元 胞 
可 取 为 以 {18，&。，% 名 } 为 梭 矢 的 平行 六 面体 
Eq (i= 1,2,3) (41.13) 
如 果 去 掉 一 一 对 应 的 限制 ， 则 波 矢 空间 中 的 每 一 波 矢 天 都 确定 
五 的 一 个 不 可 表示 A“*=e**'"。 这 时 由 于 :Rn 二 27 (Rin 十 
Rana + Pa 312 )， 两 个 波 矢 天 和 无 确定 同一 个 表示 的 充 要 条 件 为 . 
- k’=k+m (41.14) 
mM=miéi 十 me, +ms és (41,.15) 
波 矢 更 (zz 为 整数 ) 称 为 倒 格 矢 。 
相差 一 个 倒 格 矢 的 两 个 格 矢 称 为 是 彼此 等 价 的 。 波 矢 空 间 
中 所 有 彼此 等 价 的 格 矢 确定 五 的 同一 个 不 可 约 表示 ， 不 等 价 的 
波 矢 确定 不 同 的 不 可 约 表示 。 
倒 格 矢 的 集合 在 波 矢 空间 中 生成 一 个 三 维 无 穷 点 阵 ， 称 为 
妃 的 布 喇 菲 点 阵 ( 由 格 矢 刀 的 集合 生成 ) 的 逆 点 阵 或 对 偶 点 阵 。 
显然 ， 任 一 个 等 价 波 矢 的 集合 都 生成 一 个 逆 点 阵 ， 不 同 的 等 价 
集合 生成 的 逆 点 阵 是 相互 平行 的 (对 同一 个 万) 。 
道 点 阵 的 类 型 间 样 可 用 和 倒 格 矢 的 度 规 张 量 来 刻画 ， 其 定义 
为 
G1i— és, i,f=1,2,3 (41.16) 
不 难看 出 ， 引 (91) 是 由 基 {e 直 到 对 侦 基 {#4} 的 变换 矩阵 。 令 
= S01 


两 边 与 &; 作 内 积 ， 并 利用 正 交 关系 (41.10)， 便 得 出 
gf 一 2279 
于 是 有 


1 
Ei 一 辽宁 9 和 2y (41.17) 
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间 理 有 


1 , 
.一 ,6s 41,18 
ei= 77 T9118 (41, 18) 


即 二 (gj 是 由 {89 变 到 {1) 的 变换 逢 阵 。 所 以 入 阵 直 -9 和 
9 是 互 逆 的 


g'= Arg-! (41.19) 
可 见 ， 互 递 点 阵 的 度 规 张 量 ( 除 以 27) 也 是 互 逆 的 。 前 面 已 
经 指出 ， 在 度 规 张 量 中 改变 一 个 常数 因子 ， 相 当 于 改变 基 矢 的 
绝对 长 度 〈 莹 一 比例 常数 》， 这 只 使 点 阵 作 相 似 变化 ， 所 以 是 
无 关 紧 要 的 。 因 而 两 个 点 阵 的 互 逆 条 件 (41.19) 可 以 放宽 , 写 为 
g'=ag'! (41.20) 
如 果 Gu= {aj} 是 点 阵 {n) 的 对 称 点 群 ， 即 fn} 在 Go。 下 不 变 ， 
则 有 
oiNn=nier +n3e» +nges 
从 而 有 
anen=m:o N=27 (mnit+mzn!l++msn!) 二 27 x 整数 
假如 arm 在 基 {er} 下 的 展 式 为 
am=7rx +r, 十 Ta 人 5 
可 写 (注意 (41.10)) 
CQ71 了 2 一 27T(Z171 十 Za202 + rs na) 
于 是 有 | 
XN 二 Tan Ts ns 二 整数 
上 式 对 任何 整数 2 、n。、n。 都 成 立 。 由 此 推 知 ，z1 zs 、zs 都 
是 整数 ， 所 以 am 仍 为 一 倒 格 和 撩 。 这 就 证 明了 ，{1} 的 逆 点 阵 
(zm) 在 Go 下 也 不 变 ， 即 Go 也 是 点 阵 {1m) 的 对 称 点 群 。 所 以 ， 
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互 逆 的 点 阵 具 有 相同 的 对 称 点 群 。 由 此 可 知 ， 互 逆 的 点 阵 必 属 
于 同一 虑 系 。 当 然 ， 它 们 可 以 属于 不 同 的 类 型 。 
例如 ， 对 立方 晶 系 的 三 种 类 型 的 点 阵 ， 由 (41.2) 可 得 


gp= gp! (41.21) 
=2 gr! (41.22) 
2 一 3 95 。 


从 而 可 见 ， 立 方 已 点 阵 是 自 逆 的 ， 而 立方 了 点 阵 与 立方 正点 阵 
是 豆 北 的 。 

1.3 布 里 渊 (Brillouin) 区 

前 面 提 到 ， 以 基 {e;，es，e, } 为 楼 矢 的 平行 六 面体 形成 
波 矢 空间 的 一 个 元 胞 。 显 然 ， 若 将 这 个 元 胞 做 由 所 有 倒 格 矢 所 
确定 的 一 切 可 能 的 平移 ， 它 恰好 无 重 又 地 填 满 整个 上 空间。 
空间 中 任何 一 个 满足 上 述 条 件 的 有 限 区 域 ， 都 称 为 这 个 空间 的 
元 胞 。 由 此 定义 容易 看 出 ， 用 无 空间 中 任意 一 个 元 胞 上 的 波 矢 
都 可 以 确定 格 群 万 的 所 有 不 可 约 表示 。 因 此 要 对 元 胞 加 以 讨 
论 。 - 
上 述 的 平行 六 面体 元 胞 非常 简单 ， 这 是 它 的 优点 ; 但 它 在 
格子 的 对 称 点 群 下 一 般 不 是 不 变 的 ， 因 而 不 能 自动 地 显示 出 格 
子 的 点 对 称 性 。 可 以 作出 一 种 对 称 元 胞 ， 它 在 格子 的 点 群 下 不 
变 ; 从 而 既 能 表现 格子 的 平移 对 称 性 又 能 表现 格子 的 点 对 称 
性 。 空间 中 这 样 的 对 称 元 胞 称 为 (第 一 ) 布 里 渊 区 。 

在 天 空间 中 任 取 一 格 点 ， 作 此 格 点 到 所 有 近邻 格 点 的 连 
线 ， 再 作 这 些 连 线 的 垂直 平分 面 ， 这 些 平面 围 出 一 个 区 域 。 这 
个 区 域 便 是 一 个 以 所 取 格 点 为 中 心 的 布 里 渊 区 。 显 然 ， 这 个 区 
域 是 那些 到 所 取 格 点 的 距离 小 于 到 其 他 格 点 的 距离 的 点 的 集 
合 。 首 先 ， 这 样 的 区 域 是 一 个 元 胞 ， 这 是 因为 围绕 每 个 格 点 都 
有 一 个 这 样 的 区 域 ， 而 它们 互 不 重 普 且 组 成 整个 空间 。 其 
次 ， 这 个 元 胞 还 在 点 阵 的 对 称 点 群 下 不 变 ， 这 是 因为 ， 使 点 阵 
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不 变 的 点 操作 (以 所 取 格 点 为 不 动 点 ) 也 使 上 述 那 些 垂直 
平分 面 的 集合 不 变 ， 即 使 元 胞 的 边界 面 不 变 。 通 党 将 布 里 渊 区 
取 为 以 原点 (R=0) 为 中 心 的 对 称 元 胞 ， 并 将 元 胞 的 表面 包括 
在 内 。 显 然 ， 布 里 渊 区 内 部 的 所 有 点 〈 波 矢 ) 都 是 彼此 不 等 价 
的 ， 但 面 上 的 点 可 能 有 等 价 关系 。 
为 了 描绘 布 里 渊 区 的 点 〈 波 矢 ) 的 对 称 性 ， 可 引入 波 矢 的 
点 群 的 概念 。 设 Go 为 晶体 的 点 群 ， 则 如 上 述 ， 布 里 渊 区 在 G。 
下 不 变 。 令 无 为 布 里 渊 区 的 任 一 波 矢 ，G。 中 使 天 不 变 或 变 成 
其 等 价 点 的 操作 之 集合 显然 成 群 ， 我 们 将 这 个 群 称 为 波 撩 天 的 
点 群 ， 记 作 Go(k) 
Golk)={a: ak=k+m, oa€ Go) (41.23) 
Go(k) 也 是 晶体 点 群 ， 且 Go(k)CCGo. 
Go 中 的 两 个 操作 a 和 Bp 将 下 变 为 等 价 点 的 充 要 条 件 是 
ok=pk+m<—>p iaok=k+ Pp- im 
一 天 111 <=>P aEGE) =>aE PGok) 
即 a 和 属于 Go 关于 Golk) 的 同一 个 左 陪 集 。 由 此 可见， 由 
G 的 操作 作用 于 让 所 能 产生 出 的 不 等 价 的 波 矢 的 数目， 等 于 
Go 的 阶 与 Go 有 ) 的 阶 之 比 ， 即 Go 关于 Go(k) 的 陪 集 数 。 如 在 
各 个 陪 集中 取代 表 元 o，oa,…, as， 则 天 在 Go。 下 产生 的 一 个 
不 等 价 的 波 矢 集 可 写 为 
{ok, ak, , aok} (41.24) 
对 于 立方 晶 系 ， 与 三 种 布 咯 菲 点 阵 相应 的 格 群 的 布 里 渊 区 
如 图 41.2 所 示 。 图 中 同时 标 出 了 一 些 在 Go 下 具有 特殊 对 称 性 
的 代表 点 立方 晶 系 的 Go=O， 是 48 阶 的 ,容易 看 出 ， 若 的 
点 群 为 Go(k)， 则 ok(aE G0) 的 点 群 为 4aGo(k)a-!1. 而 G 的 
这 两 个 共 纯 子 群 显然 是 彼此 同 构 的 ， 即 有 
aGok) a GE), a€G, 
所 以 ， 在 同 构 的 意义 下 可 以 说 ， 布 里 渊 区 中 所 有 可 以 通过 G 


413 


《a) 简单 立方 


他 ) 信心 立方 
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(6) 重心 立方 


图 41.2 立方 点 阵 的 布 里 渊 区 
的 操作 相互 变换 的 波 矢 ， 其 点 群 是 相同 的 。 或 写 
Go(ak) Gok), aE Go (41.25) 
因此 ， 为 了 考察 整个 布 里 渊 区 的 波 矢 点 群 ， 只 需 考 虐 它 的 一 个 
子 区 域 ， 这 个 子 区 域 在 Go 所 有 操作 的 作用 下 将 无 重 登 地 填 满 
整个 布 里 渊 区 ， 可 称 为 布 里 渊 区 的 一 个 基本 区 。 基 本 区 的 选取 
显然 不 是 唯一 的 ， 但 整个 布 里 洲 区 总 是 由 N(Go) (Gs 的 阶 ) 
个 全 等 的 基本 区 组 成 。 在 上 面 画 出 的 三 种 布 里 渊 区 中 ， 已 同时 
画 出 了 各 自 的 一 个 基本 区 ， 整 个 布 里 渊 区 由 48 个 全 等 的 基本 
区 组 成 。 我 们 只 需 考虑 一 个 基本 区 上 的 点 。 
下 面 以 简单 立方 点 阵 的 情形 为 例 ， 写 出 基本 区 上 各 点 的 波 
矢 点 群 。 
一 般 点 


和 
415 


这 是 指 基本 区 内 部 的 点 ， 这 些 点 上 的 波 矢 只 在 G6 的 恒 等 
操作 下 不 变 , 而 且 在 整个 布 里 渊 区 上 没有 与 之 等 价 的 点 。 所 以 ， 
这 些 波 矢 的 点 群 为 

GK)={1}=C, (41.26) 

对 称 面 上 的 一 般 点 | 

基本 区 的 三 个 面 厂 MX、 厂 XR、T 厂 RM， 是 G。=0; 的 
对 称 元 素 系 中 的 三 个 对 称 面 ， 在 这 三 个 三 角形 各 自 内 部 的 点 统 
称 为 对 称 面 上 的 一 般 点 。 这 些 点 上 的 波 矢 只 在 Go 的 恒 等 操作 
以 及 关于 所 处 对 称 面 的 反映 操作 下 不 变 ， 而 且 在 整个 布 里 渊 区 
上 没有 与 之 等 价 的 点 。 所 以 这 些 波 矢 的 点 群 为 

GR)={1, o}=C, (41.27) 

表面 上 的 一 般 点 

三 角形 WAXR 属于 布 里 渊 区 的 表面 ， 这 个 三 角形 内 部 的 点 
称 为 表面 上 的 一 般 点 。 这 些 点 上 的 波 笑 只 在 G。 的 恒 等 操作 下 
不 变 ， 但 每 个 波 矢 在 布 里 济 的 相对 表面 上 有 一 个 等 价 波 和 失 ， 而 
等 价 波 矢 通 过 反映 o 互 换 。 所 以 表面 上 的 一 般 点 的 波 和 点 群 为 

Golk)={I1, o}=C, (41.28) 

4 点 

线段 六 属于 G6 的 一 个 4 次 轴 ，4 是 此 线段 内 部 的 一 般 
点 ， 显 然 有 

Go(A)=C, (41.29) 

/让 

线段 三 RR 属 于 Go 的 一 个 3 次 轴 ，4 是 此 线段 内 部 的 一 般 
点 ， 有 
G0( A)=Csy (41.30) 

访 点 

线段 信人 属于 G， 的 一个 2 次 和 “直线 肛 内 部 的 一 胡 
焉 六 有 后 2 .， 
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Go( 之 ) 一 Co (41.31》 
1 点 
三 是 Gu 的 对 称 中 心 ， 在 Go 下 不 动 ， 有 
Go(T)=G0=08 (41.32) 
于 点 


Ds 


天 除了 在 群 Gu(4) 一 Cu 下 不 动 外 ， 还 有 一 个 处 于 布 里 渊 
区 相对 表面 中 心 的 等 价 点 ， 因 而 波 矢 点 群 中 还 含有 一 个 垂直 于 
三 和 的 2 次 轴 ( 久 )， 所 以 | 

Go(X)=D,, (41.33) 

五 点 

下 点 在 布 里 渊 区 上 的 等 价 点 是 其 余 七 个 顶点 ， 可 见 使 布 里 
渊 区 不 变 的 任何 操作 ， 或 使 尺 不 动 ， 或 将 尽 变 为 其 等 价 点 。 于 
是 有 

G(R)=O, (41.34) 

夺 点 . 

MM 除了 在 Go( 了 2)=Cos 下 不 动 外 ， 还 有 三 个 处 于 布 里 渊 区 
平行 楼 中 点 的 等 价 点 ， 因 而 Gu( 对) 中 还 含有 一 个 垂直 于 斑 M 
的 4 次 负 {6:)， 所 以 

Go M)= Ds (41.35) 

点 

Z 是 线段 内. 内 部 的 一 般 点 ， 它 有 一 个 处 于 布 里 渊 区 对 面 
上 的 等 价 点 ,两 者 可 通过 绕 hr 轴 转 x 的 操作 互 换 ， 因 而 & 轴 是 
Go(Z) 的 一 个 2 次 轴 。 又 Z 在 Go 的 映 面 hhy 上 ， 因 而 Go(Z) 
也 含 此 映 面 。 可 知 
Go(2Z)=C,, (41,.36) 

S 点 

5 是 线段 革 R 内 部 的 一 般 点 , 它 在 Go 的 一 个 映 面 ( 栈 XX》 

上 ， 故 Go(S) 含 此 上 映 面 。 又 ，S 有 一 个 等 价 点 处 于 布 里 渊 区 的 
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对 面 上 ， 两 者 通过 Go 的 一 个 上 映 面 hhs 互 换 ， 故 hah 也 是 
Go(S) 的 一 个 映 面 。 注 意 以 上 两 个 映 面 互相 垂直 ， 可 见 有 
Go(S9) 一 Co (41.37) 
2 点 
了 是 线段 RM 内 部 的 一 般 点 , 它 在 Gu 的 一 个 映 面 (六 RM) 
上 ， 故 Go(T) 含 此 映 面 。 又 ，T 有 三 个 等 价 点 分 别处 于 布 里 
渊 区 平行 于 RM 的 三 个 棱 上 ， 这 四 个 点 可 以 通过 绕 Gu 的 4 次 
轴 有 的 转动 互 换 ， 故 G ( 门 也 含 此 4 次 轴 。 上 述 的 4 次 轴 含 
”于 所 说 的 映 面 中 ， 由 此 得 知 
Go(7) 一 Co (41.38) 


$42 诱 于 表示 


物 .1 诱导 表示 的 概念 
上 节 中 我 们 已 很 容易 地 作出 了 任意 格 群 的 不 可 约 表 示 的 完 
全 集 。 由 于 每 个 空间 群 都 以 一 个 格 群 为 子 群 ， 因 而 如 能 找到 一 
种 由 子 群 的 已 知 表示 诱导 出 母 群 的 一 个 表示 的 方法 ， 将 有 助 于 
建立 空间 群 的 不 可 约 表 ,显然 ,这 个 问题 不 只 对 空间 群 的 表示 论 
有 意义 ， 对 于 群 表示 的 一 般 理论 也 有 同样 的 音义。 下 面 将 会 看 
到 ， 由 空间 群 的 一 些 子 群 的 不 可 约 表示 诱导 出 的 空间 群 的 表示 
也 是 不 可 约 的 ,而 且 可 以 这 样 产生 出 空间 群 的 全 部 不 可 约 表示 。 
因此 ， 将 诱导 表示 这 一 普遍 概念 放 在 本 章 来 讨论 是 适当 的 。 
其 实 诱导 表示 的 概念 ， 我 们 在 上 一 章 已 经 用 到 ， 只 是 没有 
使 用 这 个 普遍 的 词 。 这 就 是 在 838 中 讨论 过 的 置换 群 的 表示 的 
外 积 : 由 子 群 Sm x S's 的 已 知 表示 诱导 出 的 母 群 Sn + ma 的 表 
示 。(38.8) 表 明 ， 外 积 表示 (诱导 表示 ) 的 基 可 由 Sn +m 关于 
子 群 Sn xS'ns 的 各 个 左 陪 集 的 代表 元 ( 算 子 ) 作用 于 子 群 的 
- 表示 的 基 来 生成 。 将 这 一 点 一 般 化 ， 便 可 得 出 诱导 表示 的 概念。 
设 所 为 在 意 关 限 群 ，1 为 G 的 一 个 子 群 ， 
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G=gMU osMU "UgaM (42.1) 
是 G 对 1M 的 左 陪 集 分 解 ，g:，9g2，… 9 是 各 陪 集 的 代表 元 (9 一 
N(GI/N(M))o 令 
{wu ， U2, ‘Un; } (42.2) 
为 村 的 第 i 个 不 可 约 表示 的 基 ， 这 个 表示 的 给 阵 和 特征 标 分 别 
为 4 入“. 则 有 


Mus = A mu ,mEM (42.3) 
hk' =1 ? 
浆 各 左 陪 集 的 代表 元 的 算 子 作用 于 (42.2》， 得 出 4 个 矢量 
组 (gq1 一 e.g1=1) 


六 站 入 、 
91 ，91a Gun + 
六 八 八 2 
{ges, Gatas ,Galin, } 


(42. 4) 
| 八 个 人 
\{ gau! ， ya," gatn， 


因 对 于 MM 之 外 的 群 元 91，91 对 ws 的 作用 尚未 定义 我们 可 
以 将 gius 定 义 为 一 个 以 (42.2) 为 子 空间 的 更 大 的 线性 空间 中 的 : 
矢量 ， 并 规定 这 9 个 组 之 间 是 线性 无 关 的 ; 另 ， 若 


gg91=gim, 9EG, mEM (42.5) 
则 线性 算 子 9 对 矢量 94ui 的 作用 定义 为 
O98) = fithus - (42.6) 


因为 mu 为 (42.2) 的 已 知 组 合 ， 而 9 是 线性 的 ， 可 作用 到 组 . 
合 的 每 个 基 矢 wj 上 ，9; 对 wp' 的 作用 则 由 (42.4) 确 定 ， 所 以 . 
(342.6) 的 右边 是 有 明确 意义 的 。 

容易 证 明 ，(42.4) 张 成 的 空间 在 CG 下 不 变 ， 其 每 个 组 中 的 ; 
矢量 也 是 无 关 的 ， 因 而 由 (42.4) 和 (42.6) 定 义 了 和 群 G 的 一 个 
dx 各 维 表示 。 这 个 表示 称 为 子 群 必 的 表示 A 人 的 诱 导 表 示 ， 
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《42.4) 是 诱导 表示 的 基 。 
(42.4) 张 成 的 空间 在 G 下 的 不 变性 可 直接 证 明 如 下 : 将 
《42.3) 代 入 (42.6)， 有 


OC9 144) = 之 ， A (m) (Ojup' ) 


了 到 算 子 9,%97! 作用 于 9,4， 得 
ny 


(OM) (Ors) = 之 ， A Cm) (Our) (42.8) 


这 表明 ， {9 ， O142, …,9144j} 按 MM 的 共 固 子 群 9, M97! 的 不 可 
约 表 示 4 (特征 标 为 x‘?) 变换 。 因 而 这 组 矢量 线性 无 关 。 
42.2 诱导 表示 的 矩阵 和 特征 标 
我 们 看 到 ,由 子 群 覆 的 不 可 约 表示 A 诱导 出 的 群 6 的 表 
示 是 入 1 x 维 的 ， 它 在 基 (42.4) 下 的 矩阵 B(9) 由 (42.7) 
确定 。 可 写 为 
Br'p' ,lk(9)=6 AD (m) 
(go gE€EG, mEM 
也 可 将 矩阵 了 写成 按 指标 【入 分 块 的 形式 ， 在 这 个 分 块 矩 阵 
的 每 个 列 中 ， 只 有 一 个 子 块 不 为 零 。B(g) 第 1 列 上 的 唯一 非 
零 子 块 在 第 1 行 上 ， 且 等 于 4 中 (m)， 即 有 
| Bri(g)=61jA' (m) (42. 10) 
其 中 的 7 了 各 由 (42.5) 确 定 。 
由 (42.10)， 诱 导 表 示 的 特征 标 可 写 为 


Xi(9)= To pV Cm) =D Cm) (42. 11) 


(42.9) 


对 给 定 的 gO 和 7 ,7 和 和 由 (42.5) 确 定 故 都 是 9 和 / 的 函数 .由 
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于 和 号 下 的 61; 因子 ， 求 和 可 只 对 7 了 = 1! 进行 ， 即 对 
gg91=9im 或 g=gimgr7! (42, 12) 
的 二 进行 。 当 然 ， 对 [的 求 和 也 可 写成 对 m 的 求 ，(42. 11》 
中 的 之 ' 表 示 对 满足 
m= grigg: EM (42.13) 
的 区 求 和 ，g, 是 G 对 于 好 的 左 陪 集 的 代表 元 。 显 然 ， 也 可 将 - 
之 写 为 > ， 于 是 有 
(giiggre M) 
Xi(9)= > A (grilig91) (42.14) 
(g71gg1 EM) 
注意 到 在 4 (gr71991) 中 用 gim(mE 1M) 代 替 gr 时 ，AG 的 值 - 
不 变 ， 可 写 


(4) 一 1 《1 -1 
(g71'991)= Ne 2 u's 193) 


代入 (42.14)， 并 注意 
gi ggrE ME (gm) !g(gm) EM 
又 得 
t(D TW) 区 42.15) 
(slgs€EM) 
如 用 Kg 代表 g 在 G 中 的 共 斩 类 ， 上 式 可 写 为 


Xi:(9)= HGD(s) (42.16): 


1 
NU se ks 
设 Xi(9) 对 群 G 的 单纯 特征 标的 分 解 式 为 
“(9)= Zar" (g), gEG (42,17)- 


则 有 


42 它 


DC9)NCO0(C9 !) 


四 NiGy 2 
-Ney NTs" (mY g!) 
= Nes 之 Bem gum! yn) 
= > 时 Dm YD my 
= WG) ,> Ey YH (mm) pH Cm-!) 


注意 到 N(G)=g x om 上 式 可 写 为 


Qps 一 NW, 2 Xm) pH Cm ) (42.18) 


而 比 式 的 帮 边 正 是 在 群 C 的 不 可 约 志 示 (及 中， 子 群 M 的 不 可 


约 表 示 ( i ) 的 重复 度 。 因而 又 可 写 
XH m= Darn (m), mEM (42.19) 


(42.17) 与 (42.19) 给 出 一 个 关于 诱导 表示 的 基本 定理 
(Frobenius 互 反 性 ) ， 在 由 子 群 对 的 不 可 约 表示 ( ;1 ) 诱 导出 的 : 
群 G 的 表示 当中 ，G 的 不 可 约 表示 (R ) 的 出 现 次 数 ， 等 于 ( i ) 
在 CR) 中 出 现 的 次 数 。 

入 .3 ”诱导 表示 的 不 可 约 性 刊 据 

诱导 表示 一 般 是 可 约 的 ， 例 如 置换 群 的 外 积 表示 就 属于 这 
种 情况 。 但 在 一 定 条 件 下 ， 诱 导 天 示 也 可 以 是 不 可 约 的 。 用 诱 
导 表 示 由 子 群 的 已 知 表示 来 构造 母 群 的 表示 时 ， 对 所 得 表示 的 
可 约 性 作出 判断 ， 显 然 是 很 重要 的 。 可 以 时 出 一 个 判 据 ， 利 用 
它 在 具体 作出 诱导 表示 之 前 就 可 判断 其 可 约 性 。 显 然 ， 这 样 的 
判 据 应 只 与 群 的 结构 以 及 所 取 子 群 的 已 知 正 孙 有关。 


422 

由 18.3 小 节 的 (18,4) 式 知 ， 诱 导 表示 (42.10) 为 不 可 约 的 
充 要 条 件 是 ， 其 特征 X;(g9) 满 足 
FeGJ 已 Xi(g)Xilg 1)=1 (42.20) 
上 式 中 的 % (9) 用 (42， DD 代入， 用 推导 (42. 19) 时 所 用 的 方法 
可 得 
WD, 2 Kim pH m1 )=1 (42.21) 
令 (42.11) 中 的 g=m， “各 将 Xi(m) 代 入 上 式 ， 则 (42.21) 的 左 
边 化 为 (注意 (42.13)) 


Sx 之 ugTimg) nu (m1) 
(gi limg1€ M) 
其 中 对 加 的 求 和 ， 只 限于 满足 mE M 和 gi!img:EM 的 m， 后 
一 条 件 也 可 写 为 mm Eggil。 gtMWMo7l 是 MWN 由 9 产生 的 共 固 
子 群 ， 以 表示 则 和 grMg7l 的 公共 元 的 集 ， 即 令 
Mi= Mf gr:Mor! (42.22) 
则 Mi 显然 成 群 ， 且 MiCM(=1,2,…,q)。 现 在 对 m 求 和 时 
的 限制 可 简单 地 写 为 mmEM:， 从 而 (42.21) 被 化 为 
1 Df/ “一 人 (1 一 
NUD, Se (97 mgDA (mr )=1 (42.23) 
注意 到 1 一 1 时 ， II 一 2， Mi=M, 则 上 式 中 1= 1 的 项 为 
1 、 -iy 
WN, hm )=1 
《4 中 是 群 训 的 单纯 特征 标 )。 从 而 (42.23) 又 可 写 为 
Sn 3 2 A (97 mg pm )=0 (42.24) 


MM 的 特征 标 ec， 自然 也 是 子 群 Mi 的 特征 标 。 但 当 
mEMi 时 ， 虽 有 giimgi€EM, 一 般 却 没 有 g7imgi1€E M,, 那 
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么 WD(m) 二 4 中 Cg7imgi) 是 否 是 Mi 的 某 个 表示 的 特征 标 
呢 ? 回答 是 肯定 的 。 令 
由 一 人 4920 =4009Pm9b， mEM (42.25) 
Aii(m) 显 然 满 足 
A mi ) = AY mI | 111 ,mo EM: 

(注意 利用 4 中 是 人 机 的 表示 所 以 A4(m) 是 
44 的 一 个 表示 ， 而 本 和 特 
征 祭 。 由 特征 标的 基本 性 质 3"(17.1 节 ) 和 单纯 特征 标的 正 交 
关系 可 知 ， 间 一 群 的 任意 两 个 特征 标的 内 积 都 是 非 负 整数 

(XX, Y)= Zt N(G) (42 .26) 
其 中 a; 和 oa! 分别 是 XY 和 %* 中 第 i 个 不 可 约 成 分 的 重复 度 ， 


A(CG) 是 群 的 阶 。 从 而 有 


2 KI (grimgi ud (m1)>0 
mEM:i 


由 此 可 见 ，(42.23) 成 立 的 充 要 条 件 为 
| 2) WwW (or7! mg ) nd (m1)=0 


EM (42.27) 
[=2,3,.…,9 
这 就 是 由 子 群 M 的 不 可 约 表示 4(9 所 生成 的 母 群 G 的 诱导 表示 
为 不 可 约 的 充 要 条 件 ( 判 据 ) 。 
由 (42.26) 可 以 看 出 ， 两 个 特征 标的 内 积 为 零 的 充 要 条件 
是 ， 两 个 表示 不 含 公 共 的 不 可 约 成 分 。 于 是 ， 判 据 (42.27) 又 
可 表述 为 ; 
群 人 M1(1 二 2,3,…,9) 的 表示 44 和 A 入 | Mi 不 含 公 共 的 不 
可 约 成 分 。 
车 好 为 @ 的 不 变 子 群 ， 则 有 
gM gi! 一 MI Mi=M 
这 时 判 据 (42.27) 简 化 为 
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> LV (grimg) ud (m!)=0 
mel (42.28) 
1 一 2,3，…)09 
这 个 条 件 也 可 等 价 地 表述 为 : 
对 于 任意 的 geEM，MM 的 不 可 约 表 东 A457(m) = 4 
(gn1mg9) 与 4 (m) 不 等 价 。 | 


$ 43 空间 性 的 不 可 约 表示 


43.1 由 波 矢 群 的 不 可 约 雪 示 诱导 空 闻 群 的 不 可 约 霄 示 

设 G={(e 的 }={(e jpo(o)+1)}={(e Im)(elp(e))) 为 
某 一 个 空间 群 , 其 格 群 和 点 群 分 别 为 H ={(e fo)}，Go= {oj. 
如 是 G 的 一 个 不 变 子 群 ; 但 一 般 地 ，G。 并 不 是 ( 同 构 于 ) G 
的 子 群 。 当 G 是 一 简单 空间 群 时 ， 有 v(a)=0 (aeEGuj， 这 时 
的 {(a |0)} 成 群 ， 是 G 的 一 个 子 群 ， 且 有 

{(e [0)}SGo (43.1) 

因而 Go 是 G 的 子 群 。 当 G 是 非 简单 空间 群 时 ， 至少 有 一 个 
GEGo 使 va) 起 0, 这 时 与 (43.1) 相应 的 G 的 子 集 是 
{(8 lv(0))}, 但 这 个 子 集 不 成 群 ,所 以 Go 不 是 (或 不 同 构 于 》 
G 的 子 群 。 不过， 这 时 车 将 (a jv(a)) 与 (a jv(a) nn) (对 所 
有 nn) 等 同和 看待, 并 用 “(a lv(a))” 表 示 , 则 { “(6 jp(e))”， 
a EGo} 显 然 成 群 ， 且 有 


{ “aloa))” ; aEGo} SG, 《43 .2) 
这 是 对 (43.1) 的 一 种 推广 。 但 “(a lv(a))” 并 不 是 G 的 元 ， 
它 实际 上 是 格 群 态 的 陪 集 


“(af(a))” =(a vy(o) FH=H(a lv(a)) 
它们 所 成 的 群 是 五 在 G 中 的 陪 集 的 群 ， 即 G 对 于 也 的 商 群 ( 见 
《9,11))， 而 (483,2) 也 可 由 同 态 定理 得 出 ( 见 10.3 节 的 例 4 ) 
{(a lv(a))H, a€EGo)=G/HGo (43.3) 
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我 们 将 用 求 诱导 表示 的 方法 来 建立 空间 的 不 可 约 表示 。 为 
此 ,首先 寻求 空间 群 一 些 适当 的 子 群 ,使 得 由 这 样 的 子 群 的 不 可 
约 表示 所 诱导 出 的 空间 群 表示 也 是 不 可 约 的 。 最 先 想到 的 子 群 
是 格 群 互 。 万 的 不 可 约 表示 由 布 里 渊 区 上 的 波 矢 天 来 标记 

0((e In))=er'r (43 .4) 
已 是 G 的 正规 (不 变 ) 子 群 ， 对 不 属 于 二 的 G 的 任意 元 (& 的 
(ae)， 有 
(Ca | (Ce bn) (eo lf)= (|e!n) (43 ,5) 
因而 
AD((e Im))= A lor) 一 ea 
= Eiakn 一 A(ak) (43 .6) 
上 式 最 后 第 二 步 用 到 了 点 操作 算 子 (矩阵) c 的 正 交 性 
ak:.n=k:.o- :nn (43.7) 
由 上 节 末 给 出 的 判 据 知 ， 由 4 诱导 出 的 G 的 表示 不 可 约 的 充 
要 条 件 为 : 对 任意 4 不， 万 的 表示 48’?=A 人 与 4 中 不 等 价 
okk+m, gEGo, aXe (43.8) 
由 此 可 知 : 当天 为 布 里 渊 区 的 一 般 点 (Gu 一 Ci ) 时 ， 
及 中 的 诱导 表示 是 不 可 约 的 ， 当 下 为 布 里 济 区 的 非 一 般 点 ， 例 
如 表面 上 或 对 称 面 、 对 称 轴 、 对 称 中 心 上 的 点 (Go(k) 志 C1) 
时 ,4 的 诱导 表示 是 可 约 的 。 即 只 有 厅 的 一 部 分 不 可 约 表 示 
能 够 诱导 出 G 的 不 可 约 表示 。 

为 了 求 得 G 的 更 多 的 不 可 约 表示 ， 我 们 需要 对 子 群 刀 加 以 
扩充 ， 使 得 新 的 子 群 含 有 五 ， 且 其 所 有 不 可 约 表示 的 诱导 表示 
都 是 不 可 约 的 。 为 此 ， 引 入 波 矢 群 G(E). 

考虑 C 的 一 个 子 集 ， 其 中 各 操作 的 点 操作 部 分 使 某 一 波 矢 
大 不 变 或 变 为 等 价 波 矢 ， 即 这 些 操作 的 点 操作 部 分 恰好 跑 遍 波 
矢 开 的 点 群 Co(K) .G 的 这 样 一 个 子 集 显 然 成 群 ， 国生 人 的 
子 群 ， 称 为 波 矢 群 ， 记 作 G(k) 


G(R)={(a lt): a€EGo(k))} (48.9) | 
因 eEGofk), 故 G(k) 包 含 所 有 元 (s Im) (注意 式 (3.6) : 5(8) 二 
0)， 即 包含 格 群 丹 


GIOGE) DF (43.10) 
又 ，Go() 是 G 的 点 群 Ce 的 子 群 
GDGoE) (43.11). 


它 也 是 一 个 晶体 点 群 。 对 每 个 波 天 ， 都 有 一 个 波 矢 群 G(K)， 
所 以 作为 给 定 空间 群 的 子 群 的 波 矢 群 的 个 数 为 Wi (限于 互 不 
等 价 的 波 矢 ) >00。 

波 矢 群 G(E) 的 不 可 约 表示 有 一 个 特点 它 作为 子 群 及 的 
表示 时 ,所 含 的 互 的 不 可 约 成 分 为 {4oro:， 7?yEGo(8)) ,中 其 天 
是 某 一 确定 波 矢 。 事 实 上 ，C(8) 的 任意 不 可 约 表 示 总 可 取 为 
已 对 子 群 恕 约 化 的 形式 ， 于 是 至 少 有 一 个 4 在 其 中 出 现 ， 而 
整个 不 可 约 空间 可 由 用 GCE) 的 算 子 作用 于 与 4 中 相应 的 基 舌 
zs。 所 生成 的 矢量 集 { (9 |) ws， (7 jr)EG(E)} 来 张 成 。 这 个 
矢量 集中 的 线性 独立 矢量 便 形成 G(E) 的 一 组 不 可 约 基 ， 每 个 
” 基 矢 都 有 (y vr)ui, 的 形状 。 又 由 (43.5) 和 (48.7) 可 得 


Ce mL leu ]=emor [Cy lruso] (43.12) 
这 表明 矢量 


2 一 (y [ru 


是 互 的 属于 4oxo 的 不 可 约 基 。 此外， 由 正 交 性 定理 知 ， 当 
4cr0 与 oo 不 等 价 时 ，wi 与 ww 是正 交 的 。 因 而 所 有 彼 
此 不 等 价 的 4oro(7E Go(E)) 都 在 G(8) 的 此 不 可 约 表示 中 出 
现 (至 少 一 次 ) 。 这 就 证 明了 ，G( 有 E) 的 不 可 约 表示 中 所 含 的 
五 的 不 可 约 成 分 的 集合 为 {4ow : yEGo(K)} (不 计 次 数 ) 。 

”但 为 了 诱导 G 的 不 可 约 表示 这 一 目标 ,并 不 需要 考虑 GCk) 
的 全 部 不 可 约 表示 。 下 面 我 们 只 芳 虚 ho 一 上 的 特殊 情形 ， 这 时 


二 


« 
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G(8) 的 不 可 约 表示 4” 中 只 含有 已 的 不 可 约 成 分 4 中 ， 因 为 
这 时 所 有 的 4o9 (0)EGo(KR)) 都 与 4 中 等 价 。 因 此 ,对 于 GCE) 
的 每 个 这 种 类 型 的 表示 ， 有 
4 妞 一 AVODAVNODDPBAY (43 .13) 
nn, 个 


其 中 ,为 4 的 维 数 。 
利用 (43.12) 容 易 证 明 ， 由 4 诱导 出 的 G 的 表示 是 不 可 
约 的 。 按 上 节 中 给 出 的 判 据 ， 如 果 诱 导 表 示 可 约 ， 则 Lie 
和 A444" 将 含有 公共 不 可 约 成 分 ， 此 处 
=G(E Na 的 GO Ca I)-!, a EGo(E) 
容易 验证 ， 共 斩 子 群 (a |t)G (KE)(a| -1 含有 态 (注意 吕 是 G 
的 不 变 子 群 ) ， 所 以 五 是 人 Ms, 的 子 群 。 因此 ，M。 的 表示 
Ag 和 42| 也 含有 及 的 公共 不 可 约 成 分 。 但 由 (42.25)， 
有 
A (21))= A IE) (Ce jn) Ca It)] 
= A ((e la-'n)) 
=eirkn Deiokn gy... Peiaken 
或 写 为 4 y=ACPDAEHD.BA® (43.14) 
1 个 
对 比 (43.13) 和 (43.14)， 并 注意 
A AK), og EG (Ek) (43.15) 
可 知 ，AY 和 和 AW"| 不 含 厅 的 公共 不 可 约 成 分。 这 就 证 
明了 关于 诱导 表示 可 约 的 假定 是 不 能 成 立 的 。 
上 面 证 明了 GCk) 的 每 个 不 可 约 表 示 4%" 诱导 出 G 的 ' 一 
个 不 可 约 表示 ， 我 们 进一步 证 明 用 这 种 方法 可 以 穷尽 G 的 全 部 
不 可 约 表示 ， 即 ，G 的 任 一 不 可 约 表示 都 等 价 于 G 的 某 一 波 撩 
群 G(k) 的 一 个 不 可 约 表示 4 的 诱导 表示 。 . 
设 多 是 G 的 任 一 不 可 约 表示 的 空间 ， 因 总 可 将 此 表示 对 子 
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群 鼠 约 化 , 故 罗 的 基 矢 总 可 取 为 妃 的 不 可 约 基 。 若 在 G 的 上 述 表 
示 中 含有 互 的 不 可 约 成 分 4A， 则 ?中 至 少 有 一 个 属于 4 的 基 
矢 wus .将 G(E) 的 算 子 作用 于 这 个 如 ,所 生成 的 矢量 集 {(7 |7) wr: 
(y 区 ) EGCE)} 张 成 岁 的 一 个 对 GE) 不 变 的 子 空间 ,由 (43.12) 
知 ， 这 个 子 空间 中 的 所 有 矢量 都 是 万 的 属于 4 的 不 可 约 基 。 
再 将 此 子 空间 按 GC(E) 约 化 ， 并 在 其 中 和 任 取 一 个 不 可 约 子 空间 
Zp。 则 9 中 的 矢量 也 爹 是 互 的 属于 4 的 不 可 约 基 ,， 即 在 
Zs 所 荷载 的 GCE) 的 不 可 约 表示 中 ， 只 含 末 的 不 可 约 成 分 
用 中， 可见 ，G(E) 的 以 YY4 为 表示 空间 的 不 可 约 表示 属于 前 述 
的 类 型 ， 记 作 44 ， 

我 们 来 作出 4 的 诱导 表示 。 为 此 ， 将 G 按 G(E) 的 左 
陪 集 分 解 。 由 (43.9),G(K) 是 用 波 矢 的 点 群 Cu(8) 来 定义 的 ， 
即 (对 ZJ)EG(K)<e>)EGo(K)， 因而 ， 若 {Q1，Q2,…,04} 是 
Co(p) 在 Ge 中 的 左 陪 集 的 代表 元 (ai=s)， 则 {(alp(ai))， 
(aa 四 (as)) (Cos 有 (ae)))} 便 是 C(8) 在 @G 中 的 左 陪 集 的 代表 
元 ， 反 之 亦 然 。 将 (ai lv(ai)) 作 用 于 中 的 所 有 矢量 ， 得 出 
2 的 一 个 子 空间 

Fag= (0 N06) Ys (43.16) 
由 (43.12) 知 ，2”ait 中 的 所 有 矢量 都 是 及 的 属于 4“1* 的 不 可 
约 基 。 又 在 41.3 节 中 已 经 指出 ， 波 矢 集 

{ok, ask;..., oak} ((41.24)) 
中 的 波 矢 互 不 等 价 , 淹 {4‘27， 1 二 1,2,…,q} 是 互 不 等 价 的 。 
由 此 可 知 ,多 的 9 个子 空间 {2 cj，!=1,2,…,9} 是 两 两 正 交 
的 。 这 就 证 明了 | 

YakDY askpPD DY aok 
形成 了 4” 的 诱导 表示 空间 ; 它 显然 仍 是 入 的 一 个 子 空 间 。 
但 事先 已 假定 是 不 可 约 的 ， 即 罗 没有 在 G 下 不 变 的 真子 空 
间 ， 故 必须 有 
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Y=Y kDY arkPD DY aok (43.17) 
其 饼 本 身 就 是 4A” 的 诱导 表示 空间 。 
. 总 之 ， 为 了 求 得 空间 群 G 的 全 部 不 可 约 表示 ， 只 需 作 出 各 
波 矢 群 G(k) 的 4” 型 的 不 可 约 表 示 ， 再 作出 每 个 4%" 的 诱 
导 表 示 ， 其 中 天 跑 遍 布 里 渊 区 上 的 非 等 价 点 。 

当 外 为 布 里 浏 区 的 一 般 点 时 ，Go() = {7}， 因 而 G(k)= 
妃 ， 故 @G 的 相应 的 不 可 约 表 示 即 为 五 的 不 可 约 表示 4 的 诱导 
表示 。 所 以 ， 由 石 到 GCE) 的 推广 ， 只 有 当下 为 非 一 般 点 时 才 
是 必要 的 ， 这 时 由 4% 诱导 出 的 G 的 表示 是 可 约 的 ,由 4% 
诱导 出 的 G 的 表示 才 是 不 可 约 的 。 

48.2 波 矢 群 C(8) 的 不 可 约 表 示 4A” 

上 节 中 我 们 已 将 寻求 空间 群 G 的 不 可 约 表示 的 问题 归结 为 
寻求 各 波 矢 群 G(K) 的 4 型 的 不 可 约 表示 的 问题 ， 现 在 来 
解决 后 一 问题 。 

可 能 产生 这 样 的 问题 :为 了 求 一 个 空间 群 的 表示 ,要求 出 许 
多 波 矢 群 的 表示 ， 而 波 矢 群 的 复杂 性 是 可 以 与 原 空间 群 相 近 其 
至 相同 的 ， 这 岂 不 是 将 问题 复杂 化 了 吗 ? 其 实 不 然 ， 因 为 对 每 
个 波 矢 群 GC(Kk)， 只 需求 出 4% 型 的 表示 ， 这 就 使 整个 问题 
简单 多 了 。 例 如 ， 对 =0 点 的 波 矢 群 G(0) ， 因 Go(0) =G。 
有 G(0)=G， 即 =0 点 的 波 矢 群 就 是 空间 群 本 身 。 但 现在 只 
需求 G 的 40” 型 的 表示 ， 而 寻求 G 的 其 他 表示 则 归结 为 寻求 
G(KE) (KS0) 的 4” 型 的 表示 。 

对 于 4%” 型 的 表示 ， 其 表示 空间 ze ( 略 去 了 标 记 >) . 
中 的 任意 矢量 xx 都 满足 

(2 |N) ur=eitu, UE YE (43.18) 
为 了 求 表示 A ， 我 们 将 GC(E) 的 元 看 作 是 局 限于 空间 >。 上 
的 线性 算 子 。 这 时 ，(43,18) 表 明 . 
(2 IR)=e"" (43.19) 
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妈 (e ln) 为 恒 等 算 子 的 ei*" 倍 ， 而 G(K) 的 一 般 元 在 :上 的 算 
子 表示 可 写 为 
Ce jin) (y lb(y))=e®""(y lv(y)) (43.20) 
后 面 讨论 的 方便 ,在 此 人 先 对 线性 算 子 (yjv(y)) 作 一 规范 | 
变换 | 
yo(y)) =e- "my lv(y)) (43.21) 
于 是 (43,20) 化 为 
(Ce In)(y lv(y))=er* tr +nly pe) (43.22) 


或 
(yr)=e™"(y lop) (43.23) 
7 一 0(7) 十 我 (43 .24) 
竺 此 可 见 , xs 在 CG(8) 下 不 可 约 的 充 要 条 件 ,是 yx 在 算 子 集 合 
{Cy lw(y))’: yEG(E)) (43.25) 


下 不 可 约 。 这 样 就 将 求 G(E) 的 AL" 型 的 不 可 约 表示 的 问题 
简化 为 求 (43.25) 的 不 可 约 表示 的 问题 。 若 DY [Gy lv(y)) 全 为 
(43.25) 的 一 个 不 可 约 表示 ， 则 由 (43.23) 可 知 ， 其 表示 空间 也 
是 G(8) 的 不 可 约 表示 空间 ， 且 G(k) 的 这 个 表示 为 
A [I(y 1)]=et". DTCy lo(y))'] (43.26) 
对 于 vw(y)==0 的 情形 ， 由 (43.21) 有 ()》 lbty))'==(y 10)， 
这 时 (43 .25) 成 群 且 与 Go() 同 构 ， 因 而 (43.25) 的 表示 直接 由 
Col 此) 的 表示 给 出 。 用 §19 的 方法 容易 作出 点 群 GoCk) 的 不 可 
约 表示 的 完整 表 { D0”)*(y)}， 代入 (43.26) 即 得 G(k) 的 全 部 
-44 型 的 不 可 约 表示 
20 四)] 一 et 万 o(7) (In) EGCE) (43.27) 
对 于 vw(y) 不 全 为 零 的 波 饼 群 G(EK)，(43,25) 不 一 定 成 
群 。 为 了 分 析 这 种 情形 ， 先 考 赛 (43， 25) 中 的 算 子 的 乘法 。 由 
《43.21) 和 (43.20) 有 
yi jo (yp)) ys Wye)) =e tt? oy Ivy) (yp oy2)) 
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= ti? tr? 0 yy WW yp2) + F012) 
=e- hilo to Ne n (yy lv (yy2)) 
‘eiklo (yD) + oa) .einla eikwveira) (yye lw yiy2)) 
其 中 121; 是 一 格 矢 ， 由 空间 操作 的 一 般 乘法 规则 (3.2)， 可 具 - 
体 写 出 
812 一 0(72) + Oy) ~ Vy1y2) 
将 此 代入 上 式 ， 并 注意 天 JrD(ya) 一 ?TI 大.D(7a) (出 (43.7) 
式 ) ， 可 得 乘法 公式 
(1 lv(Y1)) (ya lp 人 7 一 et LE 0 (yy fw yy2)) 
(43. 28) 
当天 在 布 里 渊 区 的 内 部 时 ， 它 在 布 里 渊 区 上 无 等 价 波 矢 ， 
故 必 有 
yk=k, y€E Go(k) (43.29) 
从 而 (43.28) 变 成 
piv p10) Cy20 2)) 一 (ys lV v1y2))" (43.30) 
上 式 表 明 ， 这 时 (43.25) 成 群 且 与 Go( 有 ) 同 构 。 因 而 (43.25) 的 
不 可 约 表示 即 Ce(8) 的 不 可 约 表示 ， 
DY lw)) = Dy), yE GK) 
代入 (43.26) 便 得 G(K) 的 不 可 约 表 示 
A®" [y=e "DY (y), (yr)EG(Kk) (43.31) 
:以 上 结果 表明 ， 对 于 布 里 渊 区 内 部 的 波 矢 下 ， 或 者 天 在 布 
里 渊 区 的 边界 上 但 G(E) 的 v(y) 全 为 零 时 , 波 矢 群 G(E) 的 
A 型 的 不 可 约 表 示 均 可 简单 地 由 波 矢 点 群 Go(k) 的 不 可 约 
表示 DD 人 (通过 (43.31) 或 (43 ,27)) 表 出 。 因 而 , 仅 当 上 在 布 里 济 
区 的 边界 上 且 G(k) 的 v5(y) 不 全 为 零 时 ， 才 可 能 出 现 比较 复杂 
的 情况 。 这 时 至 少 有 一 个 y-! EGo(k), 使 
yi1k=E+m(y). (43.32) 
mn() 是 一 个 与 有 关 的 非 稚 例 客人。 于 是 又 可 将 (43 .28) 写 为 
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(yi lo C072)) Cp2 1 C92)) =e or (yy lwp 91y2)) 
=n(yp1,p2) (Yipe IDF172)) (43.33) 
ny1,)2) =e mr? CY) (43.34) 
由 此 可 见 ， 除 非 7(71,72) 三 1，(43.25) 是 不 成 群 的， 因而 这 时 
不 能 由 已 知 点 群 的 不 可 约 表示 作出 (43 .25) 的 不 可 约 表示 。 
在 w(y1,72) 关 1 的 情况 下 ， 为 了 利用 群 表示 论 的 知识 作 
出 (43.25) 的 不 可 约 表 示 DY [Gy Iv(y))']， 可 以 将 (43.25) 扩 
充 成 为 一 个 算 子 群 。 这 个 群 由 (43.25) 中 的 所 有 算 子 及 其 所 有 
可 能 的 老 次 之 积 组 成 ， 即 是 由 (43.25) 按 乘法 规则 (43.33) 和 
(43.34) 生 成 的 群 ， 记 为 Ge， 由 此 定义 易 见 ，Gs 的 每 个 不 可 
约 表示 也 是 其 子 集 (43.25) 的 不 可 约 表示 ， 反 之 亦 然 。 因 此 ， 
在 这 种 情况 下 , 群 Gs 代 末 了 Go(k) (Ge 衬 Go(kK) >7(y1,y2) 二 
1 ), 求 出 Gi 的 所 有 不 可 约 表 示 D0" , 代入 (43.26) 即 得 到 
G(E) 的 全 部 4 ， 
43.3 群 G4 的 结构 
由 (43.33) 不 难看 出 ， 群 G4 的 一 般 元 可 以 写 为 
g=4(y wy)) (34.35) 
其 中 数 4 是 若干 个 7 ((43 .34)) 的 乘积 ， 称 为 算 子 (》 lb(y))' 的 
扩展 因子 。 我 们 先 研究 (es j0) 的 扩展 因子。 注意 到 zm(e)= 0， 
由 (43.33) 可 得 
(e 10) (7 |p(D7 三 (jp())7e0)7 = (7 v0y))’ (34.36) 
从 而 有 
(e 10) 9=9(e 10) 一 9， gEGs (34.37) 
即 (e 10) 是 群 Gs 的 单位 元 。 考 虚 (e 10) 的 扩展 因子 的 集合 ， 
我 们 证 明 此 集合 成 群 ， 显然 数 1 是 一 个 扩展 因子 ; 若 4 和 4' 是 
(e 10)" 的 扩展 因子 ， 则 由 [2(e 0 = %7!1(e 10)'EG: 和 
[a4(e lo) [ACe 10) = (8 10) EG 4! 和 NN 都 是 ( 0 
， 欧 扩 展 因子 。 
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由 3.1 和 3.4 节 中 关于 矢量 pw(a) 的 讨论 可 知 ， 在 157 个 
非 简单 空间 群 中 ， 非 基本 平移 矢量 (a) 只 能 取 以 下 形式 


v= 1 (ne 十 faez 十 73E3) 
7 (34.38) 


n=2,3,4,6; 1 一 0 1 0 一 1 
其 中 {ei} 为 格 矢 的 基 。 再 由 (41.10) 和 (41.15)， 易 见 (43.34》 
只 能 取 值 
人 一 er (34 39) 
n==2,3,4,6; m=0,1,.…,n~1 
从 而 (s |0) 的 扩展 因子 2=e 只 有 有 限 个 不 同 的 值 ， 而 
(e |0) 的 扩展 因子 群 {fe'”} 是 个 有 限 群 。 让 对 应 于 定 轴 和 转动 
的 转角 ， 则 {e”} 同 构 于 一 个 有 限定 轴 转 动 群 。 在 2.4 节 中 证 


明 过 ， 有 限定 轴 转 动 群 必 有 一 最 小 转 角 9 ,==， 其余 轩 角 


为 2 2， 2 3, 2， 0 (或 27); 了 是 一 自然 数 。 


由 此 得 知 :(s |0) 的 扩展 因子 群 是 一 个 ! 阶 的 循环 群 

{4}={1， e271/l, Ch BE2n801) 1} (34.40) 
这 是 /个 复数 的 群 ，! 个 复数 等 分 复 平面 的 单位 大 的 圆周 ， 其 
中 一 个 在 正 实 轴 上 (1). 

再 学 虑 (y lv(y))'(y 关 6) 的 扩展 因子 的 集合 ， 我 们 要 证 明 
它 与 (s |0) 的 扩展 因子 的 集合 相同 ,也 是 (34.40)。 设 4 是 
(z |0) 的 一 个 扩展 因子 , 则 4(e |0) 是 Ge 的 元 ,因而 4(e 10) 
(yD)) 二 4(y jb(y))"”( 见 (34,36)) 也 是 Gi 的 元 ， 所 以 4 也 
是 (y lb(y))" 的 一 个 扩展 因子 。 反 之 ， 设 4 是 (7 lb(y))' 的 一 个 
扩展 因子 ， 则 4(y lv(y))' 是 Gx 的 元 ， 因 而 


My OPI) Cy lo)) =n (yy) 10) 
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是 Gs 的 元 ， 故 4n(y,y"1!) 是 (e 10)' 的 扩展 因子 。 但 由 (y v(y))! 
(GPa 10 知 ,n(77 7) 是 (e110) 的 一 个 
扩展 因子 , 故 由 群 性 质 知 (4m)w7! 一 和 也 是 (se |0) 的 扩 展 因子 。 
这 就 证 明了 ， 所 有 的 (> jz(7)) (EcoCE)) 都 具有 相同 的 扩展 
为 子 集合 (34.40)。 

总 之 ， 群 Gi 的 元 可 以 写 为 

gg =erim (yy lv(y))’ 
(a, m=0,1,.…,1—1 

其 阶 数 为 NC(Go(k))， 是 Gu( 左 ) 的 阶 数 的 工 倍 。 这 个 群 称 为 
Co(8) 的 1 次 覆盖 群 。 

群 Gs 的 乘法 表 仅 由 基部 分 元 素 {999==(y lv(y))1 的 乘法 
关系 确定 。 事 实 上 ， 若 知 


(43.41) 


gg =e "im2/ I (yy lv yy)) = gbm3s) (43.42) 
1 
则 由 (C48 .41) 可 得 出 任 二 元 的 乘法 
9 ma) = gH m2) amilm t+ m2a)/l g use) 


《43 .43) 
例如 ， 车 Gi 为 Co(8) 的 二 次 覆盖 群 (1 二 2), 因 这 时 的 mm、 
mi 、m2、?miz 只 能 取 0 和 1 两 个 值 ，(43.42) 只 有 了 两 种 可 能 的 
方式 


(0) 
Yri?s 


0) «0) ~ 
gr, sg = | C1) 0) (43.44) 
9ri7s = ~ YY17s, . 
在 第 一 种 情况 下 有 
0429 多 一 gg = gs ， gg = gp», (43.45) 
在 第 二 种 情况 下 有 


gH gH = gg = 90),, gH gH = gH (43.46) 


可 见 上 只 要 知道 了 N(Go()) 个 元 {989; PE Go(k)} 的 乘法 关系 ， 
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即 可 写 出 全 部 2N (Go(k)) 个 元 (99 ，g4， VEGo(E)} 的 乘法 
关系 。 至 于 诸 gJ 的 乘法 关系 (43 .44) 是 两 种 可 能 方式 中 的 哪 
一 种 ， 则 取决 于 G(E) 的 具体 结构 ， 可 由 (43.3 候 算出 

0 

HV1) Vy2) =27° 1 (43 .47) 

2 
一 般 邮 ， 确 定 乘法 关系 (43.42) 或 (43.43) 的 mz, 应 由 (43.34) 
给 出 


=m(p1,92) 一 pA D(a) (43.48) 


mis 有 7 个 可 取 值 : 0，1 1. 所 以 要 作出 群 Gs 的 乘法 
表 ， 只 需 算 出 m(y1,72) 的 数值 表 , 或 相应 的 
e2nimia/[ 一 etm(?1) 0(0723) 一 11(》1 Ye) (43 .49) 
的 数值 表 。 这 和 表明 作为 Ce(8) 的 1 次 覆盖 群 的 Ce， 其 具体 结 梅 
不 能 完全 由 Go(k) 确 定 ， 还 要 通过 (43.48) 或 (43.39) 而 取决 于 

群 G(E)、 即 Gs 的 乘法 表 辕 时 由 Go(k) 的 乘法 表 与 7Cy1,72) 或 
?2(y1)*v(y2) 的 数值 表决 定 。 给 出 Gi 的 结构 ， 只 需 给 出 这 两 
张 表 ， 而 前 者 〈 点 群 的 乘法 表 ) 是 已 知 的 ， 故 只 需 计 算 后 一 张 
表 。 

关于 Gi 的 类 ， 也 可 由 Co(K) 的 乘 靶 表 和 7( 3j) 的 表 来 
确定 。 由 (43.41) 有 

gg gg 1” != gf og [ gg 21- 1 (43.50) 

可 见 ， 为 了 确定 g 人 o 的 所 有 共 轿 元 ， 不 必 使 用 会 部 群 元 g 欠 ， 
只 需 用 到 和 N (Gb(k)) 个 元 9 四 来 对 g 织 作 变换 。 又 

gg Go gp)1-i =~e2"im/! gg VF gg1-! (43.51) 
可 见 ， 只 要 将 949 所 属 类 中 的 元 遍 乘 e*”'"/'， 便 得 出 9 名 所 
属 的 类 。 故 实际 上 只 需 确 定 of 型 元 所 属 的 类 ， 即 确定 ?的 
所 有 共 罗 元 。 由 敢 法 规则 (43 ,33)， 有 
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[gg 习 一 088 |p(8)) (43.52) 


所 以 
gg gt =n(pB, BT)170B)70p1 Pp!) gg -1 
(43,53) 
或 写 为 


gg gH] 1 =e"im/! gpa -i= gp (43.54) 
m= Lm(p) ‘DPT mB LPT ) -ml(B) vB! )] 


(43 .55) 

可 见 ， 与 g9) 共 轿 (同类 ) 的 元 ， 只 限于 g 名 sp-: 型 的 ， 其 中 
Bypb "1 与 vy 在 点 群 Go(k) 中 共 罗 (同类 ) ， m=m(y,B) 由 
(43.55) 确 定 。 让 A 跑 遍 Golk)， 便 由 (43.54) 得 出 ob) 所属 的 
类 。 

由 (34,39) 可 见 ，Gs 可 能 是 点 群 Go(h) 的 1=2、3,4.6 次 
的 覆盖 群 。 在 弄 清 了 其 结构 和 分 类 之 后 ， 便 可 用 与 求 点 群 的 不 
可 约 表示 类 似 的 办 法 求 得 Gs 的 不 可 约 表 示 和 单纯 特征 标 。 

43.4 空间 群 的 不 可 约 卖 示 的 标准 撼 阵 

设 (43.25) 的 不 可 约 表示 三 [(y lv(y)'] 的 不 可 约莫 为 


{ub 人 (43 .56) 
其 中 下 标 上 上 表明，wub?) 都 是 五 的 属于 .4 中 的 不 可 约 基 ， 即 满足 
《e (In)ub = ei tng (43 .57) 
而 此 为 确定 (43.25) 的 Go(k) 中 的 让 值 , 则 (43,56) 也 是 GCE) 的 
表示 4” 的 不 可 约 基 , 是 A 的 矩阵 形状 由 (43 ,26) 给 出 。 
令 {aiyaa, ,ag} 为 Go( 天 ) 在 Gu 中 的 去 陪 集 的 代表 元 
(ai 一 8)， 则 
人 lvCas)) ul) 


。 > , 《43 .58) 
1=1,2,.… ,1 1 一 1,2，…)9 . 
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即 为 4% 对 的 诱导 表示 的 不 可 约 基 。 将 此 诱导 表示 的 矩 阵 
(在 基 (43.58) 下 ) 记 为 B%”， 若 写 为 对 基 矢 的 脚 标 7 分 块 的 
形状 ， 由 (42.10) 有 : | 
By [Co 人 二 9422[G 15)] 
| lt)(aj l(a))= (alv(a)) Gy hr), (yr) EGE) 
(43.59) 
上 式 表明 ， 分 块 担 阵 Bo [Ca |#)] 的 每 一 列 中 只 有 一 个 子 块 
不 为 零 ， 第 7 列 中 的 非 零 子 块 位 于 第 了 行 ， 它 等 于 
如 和 [Co 有 提 ] 王 4 ?yr)1=e DH (y lv(y))")] 
(43 .60) 
对 给 定 的 (& 丰 和 7 了 7，7 和 (7 FF)EG(E) 由 
(Ca 从 )(ozlp(ar)) 一 (aolbpaD)y Ir) (43.61) 
确定 。 
当 (a |)==(e In) 时 ，(43.61) 为 


Ce lr) (os lv))= (0; lv (as)) (ee lerin) 


而 
A [ (8 larin) 一 eof ny — oiaikn TO 
从 而 有 
Giaik nl eo) ) 
Ciczk nT) 0 
Buo[(e ln)]= 
0 


eiagk:n f(r) 
(43.62) 
其 中 了 2 为 ww 阶 单位 矩阵 。 
空间 群 G 的 任意 元 总 可 写 为 (e jlm)(a lv(a)) 的 形状 ， 即 GG 
可 由 子 群 五 和 子 集 {(a lv(a)); a EGo} 来 生成 。 因 而 ，G 的 不 
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可 约 表示 的 和 矩阵 B%”? 只 需 对 元 (In)EH 和 (a lv(a)) 
(gEG0) 写 出 。 由 于 BT(e In)] 已 由 (43.62) 统 一 地 给 出 ， 
实际 上 要 作出 的 矩阵 只 有 BY?[(a lp(a))]， 而 wx 可 限于 点 群 
G; 的 生成 元 。 

当 (a 他 )=(a jp(a)) 时 ，(43.61) 可 写 为 
(a lv(o)) (oy va))= (alv(a)) (arioa, lariv(o) 
+aTiov(os) -arylv(a))= (0 lv(a)) (yy Ie) 
将 上 式 中 的 > 和 7 代入 (36.60)， 得 
iat Lv (a) tav(ay) -v(an] Do[(aria 
“Qlv(ariggs))’], ariagas€ 
BS [a va))]= GoCk) 
0 ， 当 w7Tlaoy 蕊 Go(A) 
(43 .63) 
(43 ， 62) 和 (， 43.63) 给 出 了 表示 B84" 的 标准 矩阵 的 明显 表达 
式 。 
由 布 里 浏 区 中 的 不 同 波 矢 引出 的 G 的 表示 BW 可 能 是 彼 
此 等 价 的 。 首 先 ， 由 波 矢 群 的 定义 ， 有 
GIE+m) =GE), yeEGAE) (43.64) 
所 以 由 Kk 和 二 yk+m(yGo(k)) 所 引出 的 G 的 表示 是 相同 的 
. BU = BE, k'=yk+m, yEGo(k) (43.65) 

可 以 进一步 证 明 ， 对 所 有 gEGo(kE), Boer 与 Be» 人 价 。 为 
此 ， 我 们 利用 诱导 表示 的 特征 标 公 式 (42. 15). 将 4 和 
._ BY” 的 特征 标 分 别 记 作 we2 和 Ye， 则 有 
Lg) = eek)) > A (s-! gs) (43.66) 


SEC 
(s~lgs€EG (Rk)) 


由 波 矢 群 的 定义 以 及 
Go(ak) =aGo(k)a-! 兰 Go(8) 3 GEG,. ((41.25)) 
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可 知 
Glak)=(a lo(a)G (a lp(0))! SG(k), aEG, 
: (43.67) 
由 此 可 写 
人 gEG(E) (13.68) 
ga 一 (a jp(a)) 
相应 地 有 


HEV gu (gaggal), gEG(K) (43.69) 
从 而 推 知 


习 u(rigs) 
SEC 
-~ (s-lgs€EG(R)) 
一 > HN)(gas gs gal) 


SECG 
(s-lgs€EG(k)) 
2) Mk) (pl! gp) 
PEG 
(p-lgpEG(ak)) 
其 中 p=sgi5， 并 用 到 9.G(hk)g5! = G(ak). 再 注意 由 
(43.67) 有 


N(G(E))=N(G(ak)) 


便 可 由 (43.66) 得 出 
Keun g) = XE g) (43.70) 
或 BEBEY, geG, (43.71) 
所 之， 有 等 价 关系 
Bertm Be, gEGo (43.72) 


所 以 ， 为 了 得 到 空间 群 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表示 ,只 需 令 
BL 中 的 下 跑 遍 布 里 渊 的 一 个 基本 区 。 
43.5 例 : 空间 群 03 的 表示 


空间 群 0 的 国际 从 号 为 了 3 的 点 群 为 #5 
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具有 简单 立方 点 阵 。 点 群 和 52 有 六 个 2 次 轴 、 四 个 3 次 轴 、 
三 个 4 次 轴 ， 有 一 个 反 演 中 心 ， 有 九 个 垂直 于 个 次 轴 的 映 面 。 
将 格 矢 的 基 取 为 基本 立方 体 的 楼 矢 (a， 有 8，c)， 分 别 沿 三 个 4 
次 轴 的 方向 ， 长 度 相等 。 旋 转 “< 角 的 操作 仍 以 C。 表示 ， 但 为 
了 标明 转轴 的 方向 ， 人 在 C 的 右上 角 注 以 x ，xy，zyz 等 ，z 表 
示 转 轴 沿 g，xy 表示 转轴 沿 (w -5)，zyz 表示 转轴 沿 (a 二 65+ 
c)， 等 等 。0; 的 48 个 元 都 可 用 这 些 旋转 以 及 旋转 反 演 〈 反 演 
以 i 表示) 给 出 ， 反 演 中 心 是 48 个 操作 的 公共 不 动 点 。 

0O4 的 生成 元 可 取 为 Ci，Ci"，f ， 它 们 在 简单 空间 群 
P45 中 的 对 应 元 为 (C3 |0)，(C31*10)，(i10). 考虑 用 4 
次 螺旋 轴 来 取代 4 次 转轴 所 生成 的 非 简单 空间 群 ,其 中 必 合 有 操 
作 (C3 lo)(z 尖 0)， 此 外 ， 在 非 简单 空间 群 中 ， 所 有 形 如 (wa 10) 
的 操作 显然 形成 一 子 群 ， 且 与 Go 的 一 个 子 群 同 构 。 因 而 存在 两 
种 可 能 的 引伸 ， 其 生成 元 分 别 为 {(C4 lv)，(C8** 10)，(i 10)} 
和 {(Ci lv)，(C34*10)，(ilv)}，v= 寺 (4a+6+c)。 在 前 一 
情形 下 ，{(& 10)} 型 的 子 群 为 同 构 于 ) 7， (由 诸 (C$ 10) 和 
(i 40) 生 成 )， 所 生成 的 空间 群 为 P2253 一; 在 后 一 情形 下 ， 
{(a |0)} 型 的 子 群 为 7 (由 诸 (C31* 0) 生 成 ， 所 生成 的 空间 
群 为 P9253 也 。 其 中 的 取 值 容易 由 上 述 条 件 及 空间 操作 的 科 
法 规则 推出 。 

总 之 ， 空 间 群 03 的 生成 元 可 取 为 
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(Ci lv), (C8 10), (110), v=3(atb+e) (43.73) 


由 此 可 写 出 0% 的 所 有 (a lv(&)) 型 的 元 


(gl0), 当 gET, (24 个 ) 
jy = 43.74 
Ca lvla)) | ID ， 当 acECi7 (24 个 ) 4 ) 
Os=TaUCIT, (43.75) 


是 On 按 子 群 Ti 的 左 陪 集 分 解 。 特 别 地 ， 如 取 wa 一 CiCS 和 一 
CS=02， 可 知 OO 中 含有 操作 (cc 天 lv)， 从 而 也 含有 操作 


(oY? lv—ce) -(o” 二 (at6- c) ) 


这 是 一 个 滑 移 反映 ， 喘 面 法 线 为 2 次 轴 (5+c)， 滑 移 矢 量 为 
卫 (a+8- c)。 这 种 滑 移 反映 在 0 的 国际 符号 P4252 中， 是 
由 来 表现 的 。 而 (Ci lv) 则 是 由 4s 表现 的 。 注 意 (Ci |o) 的 螺 
旋 位 移 是 2 c; “中 的 重 直 分 量 2 (a+) 表示 这 个 螺旋 旋转 的 
办 不 过 原点 ， 而 通过 点 ， 即 相对 于 Ci 的 轴 有 也 的 平行 位 
移 。 
为 了 作出 8 的 所 有 不 可 约 表示 ， 需 要 考虑 简单 立方 点 阵 
的 布 里 济 区 的 一 个 基本 区 ( 见 41.3 节 的 图 ) 上 的 波 矢 。 这 个 
基本 区 取 为 以 让、 尺 、 呆 、 天 为 顶点 的 四 面体 ， 除 了 面 RMX 
上 的 点 之 外 ， 其 余 的 点 都 在 布 里 洲 区 的 内 部 。 而 在 面 RMX 上 
的 点 ,除了 R、M、X、T、S 这 五 个 点 波 矢 群 含有 (a |) 型 的 
元 以 外 ， 共 余 点 上 的 波 矢 群 只 含 (a 0) 型 的 元 (基本 平移 除 
外 ) 。 例 如 ， 这 个 面 上 的 一 般 点 的 Go(k)={7，0 中 Cs ( 见 
(41.28)) ,但 orET，， 由 (43.74) 可 知 , 与 o7 相关 的 :GCk) 
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的 元 为 (0 10)。 再 如 ,点 的 Go( 有 为 G0(2)={1， C$, 0*， 
90”) 守 Cze( 见 (41.36)) ， 这 个 点 群 显然 是 (48.74) 中 的 了 7 的 
子 群 ， 均 相应 的 GCE) 二 G(2) 的 元 为 (a 10)。 但 点 5 的 情形 不 
同 ， 虽 然 有 Co(3) 一 {7，C 玉 ，07， 0”7)} 守 Cov ( 见 (41.37))， 
可 是 C 玉 与 o”* 并 不 属于 (43.74 中 的 Tu ， 履 在 G(S) 中 的 相 
应 元 为 (C 末 jp) 和 (rs ipP)。 总 之 ， 除 了 及 、M 、 和 、 了 .5 这 
五 个 点 外 , 由 基本 区 的 每 个 波 矢 所 产生 的 O8 的 不 可 约 表 示 ,都 
可 通过 相应 波 矢 点 群 的 已 知 不 可 约 表示 直接 写 出 ; 而 对 于 这 五 


个 点 ， 则 必须 先 作 出 波 矢 点 群 的 二 次 性 盖 性 G4 的 表示 (v= 二 


(q+6+c) 决 定 了 (43.41) 中 的 1=2). 


例 1 一 般 点 
这 时 天 跑 遍 基本 区 四 面体 的 内 部 。 由 (41.26) 知 Gu) = 
{7)， 从 而 G(E) = = {(e lm)}, {Qi1, Ga ”” 00} = On. Go k) 
药 唯 一 不 可 约 表示 是 DW =1， 代 入 (43.63)， 并 将 a， 和 a 分 
别 记 为 B 和 >， 再 注意 vCay)==b(y)+av(y)， 则 (43.63) 化 
为 
. 、 1， 当 有 =ay 
Be ， 一 
的 [Ca lvCa))] | wy pzay (43.76) 
其 中 86 和 yp 跑 遍 Os 改 BI(a lv(a))] 是 N(Os)=48 阶 矩 
阵 。 这 有 时 的 (43 .62) 为 


Be [Ce 四)]=Govetakn (43 .77) 

或 将 以 上 两 式 合并 写 为 
多 [ae Ip(a)7 十 了 4)] =6g,0ye se" (13.78) 

这 些 表示 都 是 48 维 的 。 


例 2 4 点 
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GA)={1, CI, Cav7,07 ,0 07) Cw(n(41.30) 
式 ) ， 或 写 为 GoC4) ={7T CS Cas, iCY7, 1C37, 1C3Y}, 
Go 二 0, 按 Go( 4) 的 左 陪 集 分 解 的 代表 元 可 取 为 ; 
{a1, G2, 03, Qa, O05, Qe O07 » as} 
={1, C5, C¥, Cs, i, iC3, iCY, iC#} 
=D, (43.79) 
因 44 在 布 里 渊 区 的 内 部 ， 有 DY [yb(y))]==D™W(y); 又 
GiETs(i=1,2,",8) 由 (43.74) 有 vw(Qi)=0 (=1 2 ,8); 
再 注意 a7! 二 Qi， 可 将 (43.63) 写 为 
oO Do goa)), 
ara0s EG A) (43.80) 
0 ， 当 AGG EGo( A) 
其 中 吃 人 为 Go( A) 衬 Cs 的 不 可 约 表示 ， 两 个 一 维 的 (D 和 
DD ) ， 一 个 2 维 的 (万 )， 均 已 在 15.3 给 出 。 
算 阵 (43.80) 具 和 需 对 O03 的 生成 元 (C45)，(Cs** 1 0) 和 
(i |) 具体 写 出 。 由 0; 的 乘法 表 不 难 算 出 ， 和 矩阵 B®”[(C3 
le)1，B2 [C39? 10)1 和 BQ [Gi 10)] 的 非 零 子 块 ， 其 结果 
为 


Bi {l(a lv(o))]= 


(17)=(17),(25),(38),(46),(53),(61),(74),(82) 
1H1 一 3 一 55 一 1 一 一 ])15 一 一 3 06 一 117 一 78 一 2 


(43 .81) 


区 [Ci 一 em YaDe (gw) 


[ee D1 Dm) 


(17)=(11), (24),(32),(43),(55), (68),(76), (87) 
(43.82) 


人 [G10)]= DY(D 
(17)=(15), (26), (37), (48), (51), (62), (73), (84) 
(43;83) 
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其 中 . 
DUT)=D (C8)= DD (0)=1 (43.84) 
DI)=D VCE)=1,D (gs)= -1 (43.85) 


at ,3 
pn=( ' ); Dexcam=( 0 )， 


0 0 Chi/3 
- 0 1 | 
Deen) =( 1 (43.86) 


可 见 表示 号 ，8362 和 BW) 的 维 数 分 别 为 ，8 , 8 和 16， 
天 的 变化 范围 是 


| k=ka thb +kc =k(@+b+ c)/VI (43.87) 


0<hk<NM 3 /2 

例 8 S 点 
GoS)={1 ,C8, or, o*:}={1, CH’, iCY, iCs* eC 
Go(5) 在 Os 中 的 左 陪 集 之 代表 元 可 取 为 


{01, G2, C3; Qs Gs) G0, Gr, 0Q8; Cys GQ10; G1 C12} 


={1,C5,CY,C3,C8, C8:, CV, Cur, Ci, Cis, Ce, 
Ci 和 7 了 = 人 (43.88) 

注意 到 了 C7Ts， 由 (43.74) 知 
v(gi)=0, [=1,2,.…,12 (43 .89) 


将 上 式 以 及 D(C 和 9] 一 p( 一 0， 2(Ci)= 广 (+ + ec) (网 


《43.73)) 代入 式 (43.63) ,并 利用 O， 的 乘法 表 ,可 算出 由 9 点 
的 波 矢 所 产生 的 03 的 不 可 约 表示 和 矩阵 B** 对 于 生成 元 的 值 ， 
其 非 零 子 块 为 
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BW" [Ci 0)] =ein mk’ +61/2 D™ (0 各-) 

(1,7)=(1,7), (2,6),(3,8), (4,12),(5,10),(6,3) 
(7,4),(8,2),(9,11),(10,9), (11,5), (12,1) 

(2,1), {=1,5,12 

| (m01)=14(0, -1), 1=2,4,7,8,10,11 

(-2,1), {=3,6,9 


(43.90) 
B42 (CE I0)] = D9’) 


(1,7)=(1,12),(2,7),(3,6),(4,8), (5,1),(6,9) 
(7,11),(8,10),(9,3), (10,4),(11,2),(12,5) 
(43.91) 
Bi [(i10)]=D™ (9g) 
(1,7)=(1,3),(2,4),(3,1),(4,2),(5,9),(6,12) 
(7,8),(8,7),(9,5),(10,11),(11,10),(12,6) 
| (43.92) 
其 中 DD 是 Ga(S ) 的 二 次 覆盖 群 Gs 的 不 可 约 表示 ; 此 的 到 值 


范围 是 


k=hG +h,b + hk = h(a+ 06)+26 


Db! 


《43 .93) 
0<h<3 
Gs 是 个 8 阶 群 

Gs={g%), 9 个 :， 957， 9 02z, 994?， gz 9 9 

={g4, g%), g%), 949)， 9 和 1， 94),99 9 和 站 (43 .94) 
出 (43.32) 和 (43.74) 可 知 
m(l)=0, m(C5:)=-6, mo)=-b, m(o")=0 
“VC1)=0, v(C3*)=, v(0)=0, vl(o*)=v (43.95) 
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代入 (43.34) 可 算出 扩展 因子 7(y1,72) 的 值 


C1 -1 1 -1 (43.96) 


又 4 阶 阿 贝 尔 群 Go(S) 有 乘法 表 


Go(S) | 1 Ci”? oy oxz 


I | I Ci oy oz 了 
Cz? C2 了 azz oy (43 .97 
or lovorz I C2” 


OTz zx 二 Gy C3 了 


从 而 由 (43.42) 可 写 出 Cs 的 部 分 乘法 表 


Gs | g40) go) gg g90) 


9) | 9g40 gtPY go0) 950) 
g60) | gb g41) 9g60 990 (43 .98) 
9 名 ， 990) gf 960 09 


(0) | 4(0) v(0 0 ( 
g40 | 9g40) gf0) gh0) 950 


乘法 表 的 其 余部 分 可 由 (43.45) 和 (43.46) 写 出 。 

利用 乘法 表 或 直接 使 用 (43 .53)， 容 易 作 出 G's 的 共 罗 元 
素 类 ， 结 果 为 
Gs= {9%);g 0) .990) ，091); 990，981; 940), 9 人 站 (43 .99) 
共有 5 个 类 。 由 此 可 知 ，Gs 有 5 个 不 可 约 表示 , 且 其 维 数 n 之 
ns < 人 M4 世 ns 满足 方程 

n9 +n31n3+nf+ng=8 

唯一 的 解 为 


ns 二 ns 二 R13 二 1 二 1 
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15 一 2 

进一步 可 用 17 .4 节 的 简单 方法 计算 出 这 5 个 不 可 约 表示 。 事 
实 上 由 乘法 表 不 难看 出 ，Ge 与 点 群 D, 同 构 ， 即 有 

{900)， 901)， .990)， gg 990)， 062， 940) ， 940} 
={1, CI, Cs, C3, CY), CO, CY), CH}} (43 ,100) 
在 这 个 写法 中 同时 给 出 了 和 群 元 之 间 的 同 构 对 应 : 出 现 的 次 序 相 
同 的 元 是 相互 对 应 的 。 由 此 ， 不 必 重 新 计算 , 可 以 直接 引用 
19.2 节 中 的 关于 点 群 Di 的 不 可 约 表示 的 已 知 结果 。 于 是 得 到 
Ga 的 不 可 约 央 示 的 完整 表 


gg) gD 9 ggg) 0 990 09) 
DCD| 1 1 1 1 1 1 1 1 
» 1 
D | 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 
D3| 1 1 -1 -1l 1 1 -1 -1 
DD, 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 
pe 1 


10\/-~1 00 -1\/8 i/1l 0 1 0\/01 一 上 
| ( )( ,0 o)(- 人 _(， 中， (人 ) 
将 这 些 表示 在 9 = gs: ，94)= 一 9 和 和 g 外 ) 二 g 中 处 的 值 分 
别 代 入 (43.90)，(43. 91) 和 (48. 92)， 便 得 到 03 的 不 可 约 表 
示 和 气 阵 元 的 具体 数值 。 我 们 看 到 ， 表 示 Bn? ，Bt%2 ,Bik3)， 
和 了 上 人 都 是 12 维 的 ; 而 有 5 是 24 维 的 。 

以 上 我 们 以 三 类 有 代表 性 的 点 为 例 ， 说 明了 如 何 由 布 里 渊 
区 的 任意 波 矢 生成 空间 群 03 的 不 可 约 表示 。 当 磊 取 记 以 尺 ， 
-A 术 、 针 、 本 为 顶点 的 四 面体 (基本 区 ) 时 ， 便 将 得 出 03 的 不 
可 约 表示 的 完整 表 。 

最 后 我 们 指出 ， 可 以 用 公式 (43 ,66) 来 计算 空间 群 的 单 纯 
特征 标 。 事 实 上 ， 由 (43.26)， 可 将 波 矢 群 G(E) 的 单纯 特征 标 
进一步 写 为 
pny lr)] =e "x (9g) (43,101) 


448 
其 中 Yo 是 Go() 的 覆盖 群 G4 的 单纯 特征 标 。 当 下 在 布 里 济 
区 的 内 部 ， 或 者 无 在 布 里 渊 区 的 边界 上 但 (7) =0(7EGn(K)) 
时 ，(43.101) 退 化 为 


AD T( lz)] =e'y"(y) (43.102) 
其 中 (7) 是 Go(8) 的 单纯 特征 标 。 以 上 两 式 中 的 (” |jr) 均 表 
波 矢 群 G(E) 的 一 般 元 。 


例如 ，G(S) 的 pen [ly lu] 全 为 
G(S) | C7” oy 3 


kl)| 1 ikem 1 thev 
/ | 8 有 .= TU 2R 十 2 
Hk,2): 1 Cikv ~1 eikv 

| 1 

: pe > 1 
从 和 | 1 eikv 1 eik'v 0<k < 
Ck,A) 1 eikhk°v -1 eik'r 

2 0 0 0 


nCh:5) 


3 44 上 量 体 中 的 电子 态 


竹 .1 晶体 中 电子 态 的 分 类 

与 原子 和 分 子 的 情形 相似 ， 对 晶体 中 的 电子 体系 也 可 先 联 
单 电子 近似 ， 确 定 出 单 电子 的 定 态 和 能 级 ， 然 后 再 由 单 电 子 态 
构成 总 反对 称 的 多 电子 态 ， 同 时 考虑 电子 间 的 相互 作用 的 修 
正 。 这 个 步骤 完全 可 以 与 $40 中 对 原子 问题 的 处 理 相 类 比 地 进 
行 。 基 础 性 的 工作 是 将 单 电 子 状态 按 势 函数 的 对 称 性 《 即 按 哈 
密 顿 的 对 称 性 ) 进行 分 类 。 在 原子 的 情形 ， 势 钞 数 具有 以 原子 
核 为 中 心 的 0(3) 对 称 性 ; 在 分 子 的 情形 ， 势 函数 具有 分 子 的 
点 群 的 对 称 性 。 对 于 晶体 ， 这 个 势 函 数 则 具有 该 晶体 的 空间 群 
的 对 称 性 ， 这 显然 比 原 子 、 分 子 的 情形 复杂 得 多 。 但 由 于 已 经 
有 了 系统 的 群 论 方法 ， 这 一 复杂 性 所 带 来 的 实际 麻烦 并 没有 初 
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看 起 来 那样 严重 。 态 的 分 类 问题 也 就 是 将 态 空间 按 体系 的 对 称 
群 的 不 可 约 表示 进行 约 化 的 问题 ， 现 在 是 要 将 单 电 子 的 态 空间 
按 晶 体 的 空间 群 的 不 可 约 表示 进行 约 化 ( 暂 不 考虑 电子 自 旋 )。 

分 类 〈 约 化 ) 可 分 三 步 完 成 ， 第 一 步 是 先 按 格 群 喜 〈 即 按 
平移 对 称 性 ) 的 表示 分 类 。 由 (20.5) 和 (41.2) 可 写 出 万 的 投影 
算 子 


8 一 站 De "Ce In) (44.1) 
其 中 (8 I 所 ) 表 平移 算 子 
(e In)p(r)= (rr—n) (44,2) 


为 了 简化 记号 ， 我 们 仍 约定 ， 空 间 群 的 操作 的 符号 同时 用 来 表 
示 作 用 于 态 空 间 上 的 对 应 算 子 。 两 种 意义 可 以 从 它 是 作用 于 7 
还 是 作用 来 区 分 。 用 2 作用 于 坊 空间 罗 的 所 有 波 函 数 〈 或 
一 组 基 矢 ) ， 得 到 的 非 零 函 数 的 集合 {b% 张 成 一 线性 空间 
zx，2 便 是 具有 同一 平移 对 称 性 4 心 的 态 所 张 成 的 空间 。 事 
实 上 易 验 证 
(8 ln) Ber) er" pr), PrEVE (44.3) 

这 也 可 由 更 一 般 的 算 子 等 式 〈(20.14) 的 特例 ) 


(e p= Ee "(es [2' +7) 


一 et (44.4) 
淖 出 。 由 (44.3) 知 ，Vr(7?) 可 以 写 为 
pr(F) = eierw (rr) 
(nr =w(7) 


”其 中 ww 是 了 + 的 周期 函数 ， 周 期 与 最 格 的 周期 神 同 ， 亦 即 在 甩 下 


(44.5) 
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不 变 (或 有 平移 对 称 性 440 ) 的 函数 。 pr(?) 通 常 称 为 布 洛 赫 
(Bloch) 消 数 。 
分 类 的 第 二 步 ， 是 进一步 将 中 的 态 按 波 矢 群 GC(E) 的 表 - 
示 分 类 。 显 然 ，2 在 G(Ek) 下 不 变 ， 因 而 形成 GC(E) 的 表示 空 
间 ， 并 可 按 G(K) 的 表示 约 化 (一 般 是 可 约 的 ) 。 在 43.2 节 中 
已 经 证 明 ， 一 个 空间 在 G(E) 下 不 可 约 的 充 要 条 件 是 , 它 在 
Go(J) 或 Gn 下 ( 即 在 (43.25) 下 ) 不 可 约 。 因 而 ， 只 需 将 Zi 按 
Go(8 或 Gs 的 表示 约 化 ， 但 Go(k) 的 元 y 或 Gr 的 元 9 名 所 对 
应 的 Zr。 上 的 算 子 分 别 为 (7 18(07)) 或 eA(y |v(y))'。 因 
Go(CFE) 或 Gx 的 不 可 约 表示 的 矩阵 是 已 知 的 ， 可 以 作出 相应 的 
(广义 ) 投影 算 子 ， 故 可 用 投影 算 子 方法 将 zz 约 化 。 这 样 作 - 
出 的 Gol) 或 Gs 的 DD 不 可 约 基 
PE PES, Rn (44.6) 
亦 即 GCh) 的 4 不 可 的 基 ( 见 (49.26) )， 这 组 矢量 同时 只 
有 平移 对 称 性 4 忠和 GC(E) 对 称 性 4。 当然 ， A 在 4 航 
约 化 中 可 能 出 现 不 只 一 次 ，(44.6) 是 其 中 的 一 个 代表 。 
第 三 步 ， 令 fal，Gz,…,G4} 为 Go( 上 8) 在 Go (空间 群 G 的 
点 群 ) 中 的 左 陪 集 的 代表 元 (a1 二 a)， 将 (@i D(ai))(1=1， 
2 ,…,9) 作 用 于 基 (44.6)， 得 〈 见 (43.58) ) 
3 = (0 (C0)) ph» 
| 2，…)7158 j=1,2,. 
这 就 是 G 的 按 不 可 约 表示 ee， 变 近 的 不 可 约 基 ( 见 (48.59))。 
注意 (44.7) 中 的 函数 的 平移 对 称 性 是 不 同 的 ，7 相同 的 函数 具 、 


(44.7) 


有 同一 平移 对 称 性 4(“/ 户 ， 共 有 9 种 不 同 的 平移 对 称 性 。 事 实 ” 


上 ， { 2 7 PEL CA ;ns 让 是 空间 oh 中 的 一 组 按 : 
G(aysk) 的 表示 A4*1%'") 变 换 的 不 可 约 基 ( 见 (42.8) 式 ) 。 
因 在 G 下 不 变 ， 故 车 含有 hp， 它 也 必 含 有 
?6 一 (allbp(anD)2 ((43.16)) 
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反之 亦 然 。 因 而 ， 在 的 第 一 步 约 化 ( 按 万 ) 中 ，9 个 子 空间 
9aia(1 二 1,2，…,9) 是 作为 整体 出 现 或 不 出 现 的 ;而 且 必 正 算 子 
(ez jv(at) 定 义 了 Zo 与 Z 之 间 的 一 个 同 构 映 射 ， 从 而 这 4 
个 子 空间 是 同 构 的 。 所 以 ， 在 接 妞 约 化 的 时， 我 们 只 需 作 出 其 
值 限于 一 个 基本 区 的 子 空间 Yt:， 对 应 于 其 他 琅 值 的 子 空间 
可 以 无 遗漏 地 由 (43.16) 给 出 。 由 此 推 知 ， 若 {YY } 中 的 下 取 
遍 出 现 于 9 中 且 限 于 一 个 基本 区 的 值 ((») 的 重复 指标 假定 已 
含 于 yw 中 ) ， 则 由 (44.7) 确 定 的 {9 名 7 } 将 张 成 整个 空间 。 
这 时 (44.7) 给 出 了 空间 的 一 组 G 必 娘 分 类 基 ， 从 而 实现 了 电 
子 态 按 空间 对 称 性 的 完全 分 类 。 

不 可 约 表示 B42” 是 女 正 的 ， 按 正 交 性 定理 , 不 可 约 基 
(44.7) 对 指标 下，(2) 以 及 (27) 都 是 正 交 的 。 特 别 地 ， 电 子 的 晶 
体 中 的 哈密 顿 算 子 分 在 这 种 分 类 基 下 的 矩阵 ， 关 于 久 、(»)、 
(ij) 都 是 对 角 的 ， 因 而 能 量 的 本 征 态 只 能 对 具有 相同 指标 (Ek， 
»，i， 门 的 不 同 的 YY ; 进行 组 合 。 

44.2 能 带 

属于 同一 个 不 可 约 表示 的 所 有 电子 态 必须 属于 同 一 个 能 
级 ， 因 而 能 级 可 用 对 称 群 的 不 可 约 表 示 来 标记 (分 类 ) 。 特 别 
地 ， 晶 体 中 的 电子 能 级 可 用 空间 群 的 不 可 约 表示 BW” 来 标 
记 ， 例 如 记 为 ”能量 是 Be2 的 不 可 约 基 的 共同 本 
征 值 ， 而 这 些 不 可 约 基 就 是 属于 能 级 巨 .w 的 定 态 波 函数 。 所 
以 Eo" 的 简 并 度 即 是 Be 的 维 数 xm 一 万 避 人 xm 
和 为 Co(K) 或 Gi 的 不 可 约 表示 DW 的 维 数 。 

EW 是 上 和 vv 的 函数 ，kk 可 在 布 里 浏 区 中 连续 地 变动 ， 
而 ”是 标记 Go(k) 或 Gs 的 不 可 约 表示 的 分 立 变量 ， 因 而 » 一 
般 是 与 天 有 关 的 。 在 $41 中 已 经 表明 ， 整 个 布 里 渊 区 可 以 分 成 
若干 个 部 分 ， 当 上 在 每 个 部 分 内 变动 时 ，Go() 或 Gs 是 不 变 
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的 ， 因 而 这 时 ， 具有 与 大 无 关 的 意义 。 例 如 ， 对 于 简单 立方 点 
阵 的 布 里 渊 区 ， 当 天 在 一 个 基本 区 (以 三 、 尺 、 凤 、X 为 顶点 
的 四 面体 ) 内 部 变化 时 ，Go(K) 关 {7}; 当天 在 三 角形 RN 
内 部 变化 时 ，Go(%) 三 {1 ,07} ;等 等 。 已 知 群 {1,0*} 有 两 个 
不 可 约 表示 D 和 D 人 (DD(g)=1, DW(g)=detg)， 考 
虚 由 D' 确 定 的 G 的 表示 8**?， 则 相应 的 能 级 为 E%”， 

KE 三 角形 RM 衣 MX 的 内 部 。 设 ,为 三 角形 RMX 内 的 任 一 点 ， 

相应 的 CoCpo) 的 D 信 不 可 约 基 (44.6) 为 WD (注意 万 2) 是 
一 维 的 ) 。 作 函数 eg%U2(9Y) ， 使 dk 二 ko 二 此 仍 在 三 角形 
RM 内 ， 则 有 

(2 In) Le rr)] = pT n) 
= mtron gS) 


一 ei(kotdk)en [e "yr)] (44.8) 
9 le (人 一 ee ph (gr) 

=e- 00 hroS (rT) 

= tr (7) 

= detg. [e "HIP)], 9 EG ko) (44.9) 


其 中 己 注 意 到 g EGo(k0)=>e i9t07 二 ei0'"， 以 及 g EGo(k) 二 
Go(k,)=>e "=e-ir。 由 (44.8) 和 (44.9) 表明 ， 函 数 
[Le "X(T)1 就 是 二 ko+ dk 点 的 DD 不 可 约 基 。 所 以 ， 
利用 定义 . 
CA, =e "yp (r) (44.10) 
我 们 能 够 从 三 角形 RMX 内 的 任 一 点 上 的 D 人 2 不 可 约 基 上 出 
发 ， 作 出 三 角形 RMX 内 所 有 点 上 的 D'*) 不 可 约 基 。 显 然 ， 这 
样 作出 的 三 角形 RMX 内 点 上 的 D'*Y 不 可 约 基 是 波 和 失 玉 在 三 
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角形 RM 内 的 连续 函数 。 因 为 能 量 本 征 值 连续 地 依赖 于 本 征 
函数 ， 由 此 可 以 推断 ， 忆 ez) 是 天 在 三 角形 RMX 内 的 连续 函 
数 。 从 上 面 的 分 析 容易 看 出 ， 这 项 结论 并 不 受 所 取 特例 的 限 
制 。 一 般 地 ， 当 无 限于 布 里 渊 区 的 上 述 的 一 个 部 分 之 内 了 时， 
具有 与 无 关 的 意义 ， 而 对 于 每 个 vy， 忆 4'" 是 波 矢 玉 的 连续 
函数 。 

当 无 由 一 个 部 分 过 滤 到 另 一 个 相 邻 的 部 分 时 ，Go(K) 或 
Gi 将 随 之 而 变 ， 因 而 记号 » 的 意义 也 随 之 跃 变 ; 两 个 不 同 群 . 
的 表示 的 标记 。 例 如 ， 在 上 面 的 例子 中 ， 当 在 三 角形 RMX 
内 时 ， 我 们 有 瑟 0 和 EW; 当下 在 基本 四 面体 内 时 ， 因 
Got kk) 二 {1} 只 有 一 个 单位 表示 D4')， 敬 只 有 E(k,1')。 注意 
这 里 的 D0 和 DQ) 分 别 是 两 个 不 同 的 群 的 单位 表示 ， 不 能 混 
清 , 现 在 令 有 =ko+ dk 在 基本 四 面体 内 , 作 函 数 e- 纪 :gao (7)， 
则 (44.8) 仍 然 成 立 。 以 Go(k) = {7} 的 元 作用 于 此 函数 , 因此 
时 的 Gu( 有 ) 是 Guo) 的 子 群 , 故 (44.9) 对 子 群 Golk) 成 立 

(eer tr, geEGo(k))。 有 : 
Oe (一 [ed pir)], g9EGokE) (44.11) 


即 [e sO(7)] 按 Gol 所 ) 的 表示 万 (变换 。 由 此 可 见 ， 函 
数 


PUN FT) = "pr) (44.12) 
为 天 三 KE 二 dk 点 上 的 DG ) 不 可 约 基 。 显 然 有 
PT) i $7) (44.13) 


与 此 相应 地 ， 它 们 所 属 的 能 量 本 征 值 有 
EL) >Eo?) (44.14) 
0 


实际 上 ， 由 不 可 约 表示 B%" 标 记 的 能 级 一 般 不 是 唯一 的， 这 
时 能 级 还 依赖 于 其 他 量子 数 ， 完 整 的 记 法 应 为 瑟 ” ， 以 上 讨 
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论 中 略 去 了 量子 数组 mmx。(44.14) 表示 了 一 个 Ew! 与 一 个 
下 ?2) 之 间 的 关系 ， 这 是 由 (44.13) 确 定 的 ; 用 同样 的 推理 可 以 
得 知 ， 有 另 一 个 巨 42 与 一 个 E(t0 满足 类 似 的 关系 


Ev iE (44.15) 


因此 ， 对 任 一 个 如” ，， 总 有 
Ell)— > Eo!) 或 E02) (44.16) 
0 


不 难 将 上 面 的 讨论 一 般 化 。 考 虑 布 里 渊 区 中 的 两 个 相 邻 的 
部 分 广 和 3，3 是 广 的 部 分 边界 ， 例 如 当 赤 是 基本 ( 开 ) 区 
时 ，S 可 以 是 六 的 一 个 面 、 一 个 楼 或 一 个 顶点 ; 当 玉 是 一 线段 
( 开 ) 时 ，S 是 矿 的 一 个 端点 ; 等 等 。 显 然 有 

Golk) lr CG Kk) ls (44.17) 

对 于 Gs 也 有 同样 的 关系 ， 为 了 确定 ， 以 下 只 写 Golk)。 在 S 中 
任 取 波 矢 4o， 在 三 中 取 天 = 二 ad 天 ， 设 ho 点 上 的 一 组 中 不 
可 约 基 为 {%&2 }， 假 定 这 组 基 已 经 接 GoCpo) 的 子 群 Go(E) 约 
化 ， 可 写 为 {% 怠 :的 }， 其 中 上 是 Go( 下 ) 的 不 可 约 表示 攻 ( 沾 的 标 
记 ，/ 是 及 的 列 标 。 令 


PIF) = er Gh (Fr) (44.18) 
则 有 《证 明 同 (44.8) 和 (44.9)) 
(2 In) p71=e "gp (44.19) 
9pi7 = DEKH gp, gEGo(k) (44 .20) 
以 上 二 式 表 明 ，gp 色 7 (7?) 是 下 点 上 的 民品 不 可 约 基 ， 且 有 
PT) > Ph CT) (44.21) 


由 此 推断 :与 这 两 组 基 相 应 的 能 量 本 征 值 满足 
EM OE" (44.22) 


这 一 结果 表明 ， 当 无 由 布 里 渊 区 的 一 个 部 分 广 过 渡 到 与 总 
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相 邻 的 另 一 个 部 分 S$ 时 ， 将 有 六 内 的 某 一 个 (或 几 个 ) 连续 国 
数 下 连 续 地 过 渡 为 S 内 的 一 个 取 定 的 连续 函数 EE 由 此 
可 知 ， 由 布 里 渊 区 的 一 个 指定 部 分 (如 布 里 渊 区 的 中 心 点 ) 内 的 
每 个 能 级 ”出 发 ， 按 上 述 方式 进行 连续 延 拓 ， 便 可 得 出 一 
个 在 整个 布 里 渊 区 上 连续 的 能 旱 函 数 
En(k)，kE 布 里 渊 区 (44.23) 
它 是 由 布 里 渊 区 各 个 部 分 内 的 连续 函数 "连接 成 的 。 函 数 
上 at) 便 是 晶体 中 电子 的 能 带 ， 下 标 n 用 以 区 分 不 同 的 能 带 。 
由 (44.21) 和 (44.22) 可 知 ， 能 够 彼此 连接 而 形成 一 个 能 带 
的 两 个 相 邻 的 函数 五 光 和 石光” 需要 满足 一 定 的 条 件 。 即 ， 
Go(K) 1s 的 表示 D 人 "作为 子 群 Go(k) lp 的 表示 , 含有 不 可 约 
成 分 K‘*?。 在 能 带 理 论 中 ， 这 个 条 件 称 为 相 容 性 条 件 。 我 们 看 
到 ， 部 分 广 和 内 的 能 态 之 间 的 相 容 性 条 件 ， 是 由 分 支 律 
Go k) ls 一 >Go( 天 ) | (44.24) 
确定 的 。 由 于 Co(8) 都 是 晶体 点 群 (Go 的 子 群 ) ,分 支 律 
(44.24) 是 容易 作出 的 。 
在 以 上 的 讨论 中 ， 我 们 只 使 用 了 8B**”* 的 不 可 约 基 (44.7) 
中 的 一 部 分 ， 即 其 中 的 m 个 基 矢 多 人 三 多 ((ol 了 (aa)) 一 


(a 10)) ,i 二 1,2,…,n,。 上 节 中 已 指出 ， 由 (as lv(ay)) 作 用 于 


3 所 生成 的 另外 1, 个 基 矢 (7 关 1) YYy (i 二 1,2, ,1,), 在 . 


波 矢 群 G(ay(kk) 下 按 表 示 4(cxem) 变换 ， 因 而 它们 是 wa 天 点 上 
的 D% 不 可 约 基 ,属于 能 级 “14 另 一 方面 ,已 知 它们 属 
于 Bu， 因而 属于 能 级 EL ， 于 是 有 


Ei Ek), j=1,2,"",9 (44.25) 
注意 群 Ge 的 任意 元 4 总 可 写 为 
a=a;y, pyEGo(EK) (44.,26) 


(24.25) 又 可 扩充 为 . 
i ‘Blab FE) aEGo 
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由 此 推 知 ， 有 
Eoak)= E(k), a€EGo (44.28) 
这 表明 ， 能 带 作 为 布 里 渊 区 上 的 波 矢 的 函数 ， 具 有 晶体 点 群 
G 的 对 称 性 。 因 此 ， 要 确定 能 带 的 函数 值 ， 只 需 给 出 它 在 一 
个 基本 区 及 其 边界 上 的 值 。 因 为 整个 布 里 渊 区 恰好 由 一 个 基本 
区 经 Go 的 全 部 元 作用 而 生成 。 
44.3 和 良 由 电子 的 能 带 和 对 称 化 波 画 数 
为 了 更 好 地 理解 上 述 的 一 般 概 念 ， 我 们 考虑 一 种 可 以 得 出 
明显 解析 结果 的 最 简单 的 情形 ， 即 自由 电子 的 情形 。 这 时 完全 
略 去 了 电子 所 处 的 晶体 场 ， 因 而 电子 的 波 国 数 为 平面 波 
ph= eh" (44.29) 
相应 的 能 级 为 
En= 庆 (44.30) 


m 是 电子 的 质量 , 及 是 波 矢 。 在 周期 性 边 值 条 件 下 ;hi=mi/ 
V1 3， mi 是 整数 ， 信 是 蝇 体 的 体积 ; 当 这 co 时 , 九 可 连续 
地 取 遍 波 矢 空间 的 矢量 。 

这 一 熟知 的 结果 显然 与 晶体 场 无 关 ， 但 它 可 以 作为 真实 情 
况 的 零 级 微 扰 近似 解 。(44.30) 已 经 给 出 了 零 级 近似 的 能 带 ， 
为 了 得 到 “正确 的 ” 零 级 波 函 数 ， 还 需 将 (44.29) 重 新 组 合 。 
如 前 所 述 ， 组 合 零 级 函数 的 工作 可 分 两 步 进 行 ， 第 一 步 是 将 它 
们 按 微 扰 算 子 的 对 称 群 〈 在 此 便 是 给 定 晶体 的 空间 群 ) 的 不 可 
约 表示 分 类 ; 第 二 步 是 将 分 类 后 具有 同样 变换 性 质 的 函数 再 组 
合 ; 并 由 一 级 能 量 的 本 征 方程 确定 组 合 系数 (同时 得 出 能 量 的 
一 级 修正 ) 。 因 此 ，“ 正 确 的 ” 零 级 函数 是 与 晶体 场 有 关 的 。 
下 面 将 以 具有 简单 立方 点 阵 的 晶体 为 例 进行 具体 讨论 。 

这 种 晶体 的 布 里 渊 区 已 在 41.3 节 中 给 出 ， 波 矢 空间 中 的 
任意 矢量 无 必 在 以 某 一 格 点 ?为 中 心 的 布 里 渊 区 上 ， 因 而 可 写 
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h=l+k (44.31) 
天 是 以 原点 为 中 心 的 布 里 渊 区 上 的 波 矢 ,，【 是 波 矢 空间 的 格 矢 
( 即 晶 体 点 阵 的 倒 格 矢 ) 
《一 11g5i 十 125? 十 /5 (44.32) 
于 是 (44.29) 和 (44.30) 可 写 为 
及 本 ET (44.33) 
hh? 2 
E(k)=0 +i (44.34) 


(44.33) 已 经 具有 了 (44.5) 的 形状 ， 相 当 于 w(7)=e-"" 的 情 
形 ， 是 点 天 上 的 布 治 赫 函 数 。 

假定 晶体 的 空间 群 是 简单 的 , 即 为 OF 一 P45， 这 时 只 
需 使 用 波 矢 点 群 Gv(E) 。 为 了 将 具有 相同 零 级 能 量 值 的 零 级 函 
数 (44.33) 按 04 的 表示 分 类 ， 只 需 将 它们 按 上 的 波 矢 点 群 
Goel) 分类， 而 下 取 追 基本 区 四 面体 (顶点 为 政 R、M，、 
革 ) 上 的 点 。 下 面具 考 虞 线段 厂 字 上 的 点 ， 对 四 面体 上 的 其 他 
点 ， 可 进行 同样 的 分 析 。 

为 了 以 矢量 4、K、7 的 分 量 更 具体 地 写 出 (44.33) 和 
(44,34)， 需 注意 ， 简 单 立方 点 阵 的 烙 矢 的 基 {e, ，e。,，es} 是 
长 度 为 a 的 正 交 基 ; 由 (41.8) 知 ， 基 对 个 基 


= a7 (i=1,2,3) (44.35) 
是 长 度 为 2r/a 的 正 交 基 ; 7 在 {ei} 下 的 分 解 式 应 为 
人 一 ZE + ye ae (44.36) 
a a a 
{es/a} 是 具有 单位 长 度 的 正 交 基 。 


先 考虑 荆 久 的 端点 太 ， 它 是 布 里 渊 区 的 中 心 。 在 栈 点 
k=(0, 0, 0) 
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从 而 有 
Br A (+12+18) (44.37) 
Pr=e tis+tlay tlar) /a (44.38) 
显然 ，Er 的 最 小 值 和 次 小 值 以 及 相应 的 本 征 函 数 rr， 分 别 由 
l=(0, 0, 0) (44.39) 
和 
_ {01,0,0), (0,1,0), (0,0,1) 
-Ho C0, =1,0), (00 = 1) 《4440) 
给 出 ， 即 
Ero=0: $ro=1 (44.41) 
Fri= 2 Pr = et2rtz[a, erniy/o, et2rtz[a (44.42) 
类 似 地 可 写 出 更 高 能 级 及 其 简 并 本 征 函 数 。 
矿 点 的 波 矢 点 群 为 
GolT')=0O, ((41.32)) 


由 (44,42) 张 成 的 Go( 荆 ) 的 6 维 表示 空间 是 可 约 的 ， 易 算 出 这 
个 表示 的 特征 标 


Og | 6Ca 8Cs 6Cs 3C4 了 6iCs 8iCs 61C4 31C1 


Xrilse oo 0 2 2 0 0 0 4 


(44.43) 
O; 的 单纯 特征 标的 完整 表 已 在 17 .4 节 中 列 出 ， 对 照 可 得 
Yri(9) 一 Y02(9) 十 Y(9)TY(9) (44.44) 
可 见 忆 ri 的 本 征 子 空间 由 Go( 栈 ) 的 特征 标 分 别 为 *0), Ye 和 
x 的 三 个 不 可 约 表示 构成 。 这 三 个 不 可 约 表示 在 固体 理论 中 
的 习惯 记号 分 别 为 厂 , ， 术 1; 和 六 1s。 利用 投影 算 子 法 可 将 Er 
的 本 征 子 空间 约 化 ， 即 将 (44.42) 中 的 6 个 函数 重新 组 合成 为 
Go(CZ ) 的 不 可 约 基 。 这 些 不 可 约 基 便 是 Er 的 对 称 化 本 征 函 


数 ， 它 们 分 组 按 Go( 芽 ) 的 不 可 约 表示 变换 。 
将 (44,41) 和 (44,42) 用 对 称 化 波 函 数 写 出 


Ero: $o tH=1 (TT,) (44.45) 
/ 2 y 2 . - 
| PTD = cos27 一 十 cos27 立 十 cos27r (三 ) 
a a a 
BHD cosor 一 2cos27 十 cos277 < 
a a a 
(712) 
$1 一 cos2 一 cos2r 
/ 
En 
Ii)= sin2r < | 
a 
| 
5 一 sin2z | (Tw) 
| | 
$$15) = sin2xr 2 | 
\ a / 
(44.46) 


这 些 国 数 已 同时 被 取 为 Co( 盖 ) 的 子 群 Gu( LA) 的 不 可 约 基 ， 按 
Go(4) 的 分 类 是 〈 见 下 面 的 讨论 ) 
4 和 0 Yu， $s, pHs) 
4,: $12) | (44,47) 
hs $5, Wis) 
所 以 这 里 取 的 实际 上 是 Go( 丁 ) 刁 G6(4) 分 类 某 。 
在 线段 矿 基 的 内 部 ， 即 点 4 ( 变 点 ) ， 有 
| k, 0) 


0<h<3 (44.48) 


从 而 有 
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Es= 过 [用 +(8++1a)2 十 于 
CR EA 
前 几 个 能 量 ( 的 函数 》 及 其 本 征 函 数 分 别 由 
l=(0, 0, 0) 
l=(0, -1, 0) 
1 0 
(-1,0,0), (0,0,~1) 
l=(0,1,0) 


{0 
(~1,—1, 0 )， (0， 一 1， -1) 
给 出 
—_h. 
En sa 
po 一 ET2x8ANAG 
h? 
= (1-hk)? 
En= sm(l-&) 
pn=e it-! Jy/a 
h? 
En= hk? 
42 omaz(l+ ) 
Pra=e ihe) 70, @- 2ri(hy+2) /0 
7 oh - 2 
Eas= 2ma? (1+&) 
ps —@ 2ri(kt+l /a 
En= -sll+(1 -hk)’] 
2ma? 
pa =e "tl 451 /0 @- i(k- Yi2] /0 


等 等 。 


(44. 
(44， 
(44. 
(44. 
(44, 
(44. 


(44., 


(44. 


(44. 


(44 


(44, 


(44 


49) 
50) 
51) 
52) 
53) 
54) 


55) 


56) 


57) 


.58) 


.60) 
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4 点 的 波 矢 点 群 为 
Co(4) 一 Cu ((41.29)) 
其 4 次 轴 沿 三 邢 方 向 。 非 简 并 的 本 征 函 数 $jo、Y4、V43 显然 在 
Cu 下 不 变 ， 即 按 Cw 的 单位 表示 变换 。 而 上 js 和 Ej 的 4 诬 
简 并 的 本 征 函数 ， 都 按 Cv 的 一 个 4 维 可 约 表 示 变 换 ， 易 算出 
此 表示 的 特征 标 
Csv |I C3? 2C, 2iCa 21Cad 


(44.61) 


x |4。 0 2 0 


A429%44 
在 19.2 池 中 给 出 的 D, 的 特征 标 表 中 , 令 Co>iCs 及 Cza>iCys， 
便 得 出 Co 的 特征 标 表 ， 对 照 可 得 
Ysa(9)=Xa(g9)=X (gt XE g) +g) (44.62) 
Cw 的 以 X90，、% 信 和 % 人 为 特征 标的 这 三 个 不 可 约 表示 ， 在 固 
体 理 论 中 的 习惯 记 法 分 别 为 4 、4: 和 4. 

利用 投影 算 子 法 重新 组 合 简 并 本 征 函 数 , 可 将 Ess 和 
Ez 的 4 维 本 征 子 空间 约 化 ， 即 作出 不 可 约 基 。 从 而 可 将 以 上 
各 能 级 的 对 称 化 本 征 函数 写 为 


En: pH = 2thy/e (41) (44.63) 
Ez: $Y =e tl/ (41) (44.64) 


f ge 人 cos 2 一 + Cos 27) (41) 


上 


pH = emiky/e sin2n 志 
| (40) 

\ ggc5) 一 e-szfiy[asin 9x 2 

° (44,65) 
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Ejs: $Y =e Ht/ (41) (44.66) 


| pH = C2! /scos 2 toos2r 2 ) (41) 
| | 


| $A = 02h/ (eos 2 二 -cos 27 z) (4,) 


En ， 
(p14) "2h Dy/osin 2 工 
| (4s) 
\ $445) = 02th De sia 2x 
a 
(44.67) 
最 后 考虑 站 凶 的 右 端 X*。 在 点 站 ， 
1 
k=( 0 ， 2， " ) (44.68) 
有 
本 1Y 
px = @- 2rill) T+(lot 了 3+132] /a (44.70) 
前 两 个 能 级 及 其 本 征 国 数 分 别 由 
(0,0,0) 
1= 
| _1, 0) (44.71) 
和 


(1 0,0)， (~—1,0,0), (0,0, 1)， (0,0, -1) 
= (~1, —1,0), (0, -1,1), (0, -1 一 1) 
(44,72) 
结 出 
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-万 2 
Exo= -全 
8ma 
(44.73) 
pro= Bt 
5h? 
Exi= Ba 
\fx1= er yt, EEC 25)72) Erilyt22) /a, Errily-22)/4 
(44.74) 
GoX)=D,s ((41.33)) 


其 4 次 负 沿 厂 关 方向 ， 并 含有 子 群 Go(4)=Coo. 以 上 两 个 能 
级 的 本 征 函数 分 别 张 成 Gu(X) 的 一 个 2 维 表示 空间 和 一 个 4 
维 表示 空间 ， 易 算出 这 两 个 表示 的 特征 标 


Das |T C3 2C, 2C2 2C24d i iC? 21C4 2iC2 2iC2d 


Zxo| 2 2 2 0 0 0 0 0 2 2 
Yxi|s 0 0 0 0 0 0 0 和 4 0 
(44.75) 


由 19.2 节 给 出 的 D, 的 特征 标 表 容易 写 出 吃 ,, 的 特征 标 表 。 
由 (19.15) 可 知 


Dis=D,x{I, cn}=D,x{1, 7) 


故 D4 的 不 可 约 表 示 可 由 已, 的 不 可 约 表示 和 {7 ， 寻 的 不 可 约 
表示 的 直 积 作出 。 这 样 将 由 D, 的 每 个 表示 产生 Ds 的 两 个 表 
示 ， 这 两 个 表示 可 用 在 D, 的 表示 记号 下 加 以 脚 标 + 和 - 来 标 
记 , 分 别 由 {7，, 站 的 i 对 应 于 +1 和 ~1 的 两 个 表示 生成 。 于 
是 可 由 ,的 单纯 特征 标的 完整 夫 写 出 ,的 单 纯 竺 征 标的 完 
整 表 。 与 (44.75) 对 照 得 出 
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Xxo= X41 + XE (44.76) 
Xx1= X44 XG + XE + YET XLS (44.77) 
在 国体 理论 中 ， 出 现在 (44.77) 中 的 不 可 约 表示 的 习惯 记 法 依 
次 为 : Xl, ,Xs 这 4 到 和 So 将 以 上 两 个 本 征 子 空 
间 约 化 ， 便 得 出 对 称 化 的 本 征 国 数 
jp 一 cosr 卫 (X1, 41) 


Ei, (44.78) 
pHED=sinn 人 (全 1，4) 


$ID=cosn #( cos 2 E+ eos 27 2) (X1, 41) 
a a a 
AC 27 +eos2n 2) (X11, A) 
a a a 
T= Cos 和 (ens 2 和 世 -cos27 2) (X,, 4,) 
a a a 


PX3) -sinr2( oos 2 和 ~ 一 cos2N 三 ) (XS, 4,) 


Erni: 
。 yy . Ee 
pH =sinm sin 27 < 
a a 
(Xs, 45) 
. . 之 
pH 一 sinr Lsin2 zn 2 
a a 
rf 四 
‘fF 一 cos 和 2 sin 2 允 
| a a 
(X 5, 4;) 


了 。 Z 
$5 一 cos 和 Ysin2n 
a a 


(44.79) 
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这 些 对 称 化 波 函 数 也 是 Go( 久 ) 的 子 群 Go(4) 的 不 可 约 基 ， 即 

是 Gu(X) 二 Go(4) 分 类 基 ， 每 个 函数 后 面 的 括号 内 注 出 了 其 
对 称 性 。 

由 以 上 的 能 量 公式 可 作出 4 轴 ( 蔗 入) 上 的 自 由 电子 的 能 带 


图 ， 其 中 的 外 最 间 位 取 为 7 


2ma? 


‘0 90.1 0.2 0.3 0.4 0,5 
图 44.1 自由 电子 的 能 带 


在 自由 电子 的 能 带 中 ， 存 在 着 不 同 对 称 类 型 的 状态 的 简 
并 ， 凡 及 有 具有 相同 对 称 类 型 的 能 带 的 交点 (例如 ，%yb 和 


YD 的 能 带 在 =- -处 相交 ) 。 需 指出 ， 这 种 情形 的 出 现 ， 是 
自由 电子 近似 的 结果 ， 随 着 晶体 场 的 引入 ， 这 种 情形 便 将 消 
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在 831 中 已 经 六 明 ， 原 则 上 ， 外 场 只 保留 由 其 对 称 性 〈 对 
称 群 ) 所 导致 的 简 并 〈 偶 然 简 并 除外 ) 。 所 以 随 着 晶体 场 的 引 
入， 属于 不 同 对 称 类 型 的 态 的 能 量 将 彼此 分 离 。 例 如 ， 能 级 
局 将 按 对 称 类 型 厂 ! ， 栈 1。 和 六 5 分 烈 为 三 个 能 级 ; jo 将 按 
41，4s 和 4: 分 裂 为 三 条 线 〈 见 图 ) ， 等 等 。 但 分 裂 之 后 的 能 
量 的 大 小 次 序 应 由 晶体 场 的 具体 特性 决定 ， 不 能 单 由 对 称 性 推 
知 。 

如 果 采 取 近 自由 电子 近似 ， 则 可 将 晶体 场 辫 ' 看 作 微 扰 ， 
这 时 能 级 的 一 级 修正 可 由 正确 的 零 级 近似 波 函 数 乡 给 出 

AE=<¥$ | y> (44.80) 

我 们 知道 ,为 了 得 出 正确 的 零 级 波 函 数 , 只 需 将 具有 相同 对 称 性 
的 对 称 化 零 级 波 国 数 再 组 合 。 因 而 , 当 具 有 某 种 对 称 性 的 对 称 化 
的 零 级 波 函 数 在 给 定 的 零 级 能 量 的 本 征 随 数 中 只 出 现 一 次 时 ， 
叶 本 身 就 是 正确 的 零 级 波 函 数 . 由 (44.44)、(44.62)、(44.76)、 
和 (44.77) 知 ， 这 个 条 件 对 本 例 中 的 所 有 对 称 化 波 函数 都 是 满 
足 的 。 因 而 ， 除 了 下 面 指出 的 几 个 例外 的 情形 ， 对 称 化 的 零 级 
波 函 数 就 是 正确 的 零 级 波 函 数 ， 并 可 用 (44.80) 计 算 一 级 能 量 
的 修正 值 。 


例外 的 情形 发 生 在 4 名 的 内 部 靠近 端点 六 (h=0) 和 X (4 


1) 以 及 中 点 (= ) 处 。 在 &=0 点 的 ( 右 ) 邻 域 ， EE、 


尼 z 和 Fj 舍得 很 近 ( 交 于 =0 点 ) ， 因 而 不 能 对 每 个 能 级 
单独 使 用 微 扰 论 ， 而 必须 将 这 三 个 能 级 当 作 同一 个 能 级 处 理 。 
所 以 在 &=0 的 邻 域内 , 三 个 4 型 的 函数 $40， YD 和 p90 近 
平 属于 同一 零 级 能 量 ， 为 了 求 得 正确 的 零 级 波 函 数 ， 需 将 它们 
再 组 合 。 组 合 系数 是 (0<<h<<6) 的 函数 ， 由 一 个 3 x3 的 矩 阵 
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(i,7=1,2,3) | 

(C$ | 并 1690>) (44.81) 
的 本 征 方 程 确定 ， 这 个 矩阵 的 三 个 本 征 值 给 出 能 级 的 一 级 修正 
值 。 组 合 出 的 三 个 新 函数 仍然 是 属于 对 称 类 型 4 的 , 在 k=0 
这 个 邻 域 的 右边 ， 它 们 分 别 逐 渐 过 渡 为 原来 的 三 个 函数 ; 在 
R=0 处 ,它们 分 别 与 函数 00, $2 和 V5( 见 式 (44.47)》 
相连 接 ， 例 如 有 


BD ot PD hoo +t BD lo = 


等 等 。 对 于 在 XX 点 (4 一 十 ) 的 ( 左 ) 邻 域内 发 生 的 情 形 ， 可 以 
进行 类 似 的 分 析 。 
在 中 点 &= 寺 及 其 ( 左 ， 右 ) 邻 域内 ,Ess 和 4 靠 很 


近 ( 相交 王 一 二 点 )， 因而 需要 将 两 个 和 4 型 的 函数 yfv 和 


$1 再 组 合 ,组 合 系数 和 两 个 修正 能 量 值 由 一 个 类 似 于 (44.81) 
的 2x2 的 矩阵 的 本 征 方程 确定 ,这 样 一 来 ,晶体 场 及 ' 将 导致 4 = 


子 点 上 关于 4 为 二 度 简 并 的 零 级 能 量 的 分 列 ， 从 而 原来 相交 


的 两 个 零 级 能 带 对 于 4 将 变 成 两 个 不 再 相交 的 一 级 能 带 。 在 
国体 理论 中 ， 这 种 现象 称 为 能 带 的 杂 化 。 当 我 们 从 自由 电子 模 
型 过 湾 到 具有 晶 场 的 实际 晶体 时 ， 必 须 注意 能 带 性 质 的 两 个 明 
显 变化 : (1) 自 由 电子 模型 所 特有 的 高 简 并 度 的 分 裂 ，(2) 具 有 
相同 对 称 性 的 能 带 的 杂 化 。 

由 于 上 述 的 能 带 杂 化 效应 ， 在 实际 晶体 中 ， 具 有 相同 对 称 
性 的 能 带 一 般 是 不 相交 的 。 因 为 ， 即 使 在 自由 电子 的 能 带 中 存 
在 对 称 性 相同 的 能 带 的 交点 ， 晶 体 场 的 杂 化 效应 也 会 导致 交点 
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处 的 能 量 的 分 裂 和 态 的 重新 组 合 ( 杂 化 )， 从 而 使 能 带 分 离开 
来 。 但 杂 化 效应 不 存在 于 对 称 性 不 同 的 能 带 之 间 ， 故 在 实际 噶 
体 中 ， 具有 不 同 对 称 性 的 能 带 是 可 以 相交 的 。 

44.4 自 旋 与 双 群 

在 上 面 的 讨论 中 我 们 忽略 了 电子 自 旋 的 效应 。 当 考虑 到 电 
子 的 自 旋 -轨道 而 合 效 应 时 ， 在 电子 的 哈密 顿 量 中 将 增加 一 个 
与 自 旋 有 关 的 附加 项 [参看 L,I，Schiff， 量子 力学 (1968) 或 其 
中 译 版 (1982) ，853] 


EA 


H, = sr WV) x 为， 8 (44.82) 


其 中 信 (7) 是 晶体 场 的 势 函 数 (前面 增 以 食 ' 表 示 ) ， 吕 是 梯度 
算 子 。 这 个 附加 项 的 存在 将 导致 电子 的 对 称 群 的 变动 。 

在 空间 平移 操作 下 ， 算 子 嗓 、 卫 和 8 都 不 变 ， 因 而 廊 ! 象 
V(r) 那 样 变换 。 在 转动 操作 下 ， 了 y、 户 和 8 都 按 7 的 变换 方 
式 变 换 , 因而 混合 矢 积 到 。 将 象 广 (7) 那 样 变换。 所 以 ， 如 
果 我 们 约定 ， 转 动 操作 不 仅 作用 于 空间 变量 ， 同 时 也 作用 于 自 
旋 变 量 ， 则 晶体 的 空间 对 称 操作 〈 使 产 (r) 不 变 ) 也 是 让 ,的 
对 称 操作 (使 广 , 不 变 ) 。 因 此 ， 当 考虑 到 自 施 -轨道 奈 合 效应 
时 ， 只 须 对 晶体 的 空间 群 作 如 下 的 变动 ， 其 操作 的 转动 部 分 同 
时 作用 于 电子 的 自 旋 变 量 。 作 此 变动 之 后 的 群 称 为 原 空间 群 的 
双 群 。 我 们 看 到 ,考虑 自 旋 -轨道 三 合 效应 时 ， 电 子 的 对 称 群 
是 晶体 的 空间 群 的 双 群 。 

空间 群 的 双 群 与 原 空间 群 的 差别 仅 在 于 其 空间 操作 的 点 操 
作 部 分 ， 二 者 的 平移 部 分 是 相同 的 ， 所 以 我 们 只 需 研究 空间 群 
的 点 群 的 双 群 。 让 一 个 点 群 的 操作 同时 作用 于 电子 的 自 旋 变 
数 ， 所 生成 的 群 便 是 原点 群 的 双 群 。 

一 个 转动 操作 gE SO(3) 对 自 旋 变 量 的 作用 ， 是 通过 和 矩 阵 
u(g) ESU(2) 作 用 于 电子 的 自 旋 波 函数 来 实现 的 (参看 22.1 
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节 ) 。 当 g 的 参数 取 为 欧 拉 角 ( 9 ， 0 ，) 上 时， 有 


-ictw+y) 0 —ilp—y) , 0 
Cos Te sin 二 
u(9)= : ((7.20)) 
fr- ， 0 icw+y) 0 
e in e Cos 


当 9 的 参数 取 为 转动 矢量 w= wz 时， 有 
u(g)=coss 1 -ising no ((7.7)) 


其 中 7 是 单位 矩阵 ，ce 的 分 量 为 泡 利 矩阵 。 由 此 可 见 ， 当 a 增 
加 27 时 w(g) 将 改变 符号 ， 所 以 wu(g9) 是 g 的 双 值 函数 。 实 际 


上 wu(g) 确 定 了 SO(3) 的 双 值 不 可 约 表示 。 这 个 表示 可 以 
扩充 成 为 群 0(3) 的 一 个 双 值 不 可 约 表示 ， 为 此 只 需 确 定 矩阵 
u( 站 。 因 反 演 i 与 SO(3) 的 元 可 易 ， 故 uw( 站 与 u(g) 可 易 。 按 
舒 尔 引 理 ， 必 有 wu(i) 二 41; 又 由 同 态 关系 [u(D)]2 一 wx 一 
u(e) 二 士 推 知 和 ?== 土 1]， 和 = 二 土 1， 填 i 限于 双 值 表示 ， 应 
取 4= 土 1。 从 而 得 出 

u{?) 二 士 J (44,83) 


(7.7) 与 (44.83) 确 定 了 0O(3) 群 的 一 个 双 值 不 可 约 表示 。 空 间 
” 反 演 操作 对 自 旋 变 数 的 作用 ， 是 通过 和 矩阵 (1) 作用 于 自 旋 波 

任意 点 群 都 是 OC(3) 的 子 群 ， 所 以 点 群 的 双 群 是 读 点 群 的 
一 个 双 值 表示 ， 其 乘法 结构 可 由 (7.7) 和 (44.83) 作 出 。 显 然 ， 
点 群 之 双 群 的 阶 等 于 点 群 阶 的 2 倍 。 

在 (7.7) 中 ， 同 一 个 转动 9g 对 应 的 担 阵 &(9) 的 两 个 值 ， 具 
. 有 相反 的 符号 ， 相 当 于 参数 < 相差 2r 的 情形 。 将 这 两 个 矩阵 
中 的 一 个 记 为 u(g)， 另 一 个 则 为 -za(9)。 为 了 使 wu(g) 具 有 
确定 的 意义 ,我 们 约定 ，u(g) 是 (7.7) 中 的 ae [0，2w) 时 所 
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得 出 的 x(9) 值 .对 于 第 二 类 点 操作 ;9, 我 们 约定 u1(ig) 二 wu1(9)， 
特别 地 ui (i) = 二 了。 这 样 对 于 任意 点 操作 (第 一 类 或 第 二 类 ) 9 ， 
(9g) 都 有 了 确定 的 意义 。 
双 群 的 操作 同时 作用 于 空间 坐标 和 自 旋 变数 ， 可 记 作 
HUH(9)9g 一 十 (09)9 (44.84) 
通常 以 G' 表示 点 群 G 的 双 群 ， 我们 有 
G'={u(g)g, -iu(g)g: 9EG) (44.85) 
此 式 也 可 看 作 是 双 群 的 定义 。 
习惯 上 常 取 如 下 简化 记 法 
作 
-uu(g)g 7 
来 表示 双 群 的 元 。 但 这 时 必须 注意 ，9 作为 C 的 元 和 G 的 元 
二 者 的 含意 是 不 同 的 ， 特 别 是 有 不 同 的 乘法 。 所 以 G 的 子 集 
{9} 对 G' 中 的 乘法 一 般 不 一 定 是 封闭 的 ， 因 而 G 不 一 定 是 ( 同 
构 于 ) G "的 一 个 子 群 。 事实 上 , 在 G' 中 9 的 乘法 取决 于 矩阵 
ui(9) 的 乘法 
wi1(g)u( 有 ) 二 w(g 有 ) 或 -uu(gh) (44.87) 
因而 如 果 对 G 的 元 有 


(44.86) 


gh=f 
则 对 G" 的 元 可 能 有 ( 当 (44.87) 的 右边 取 负 号 ) 
gh=f 
式 (44.85) 表 明 ，C' 是 G 的 二 次 覆盖 群 。 
上 面 我 们 阐明 了 双 群 的 概念 ， 现 在 进一步 研究 双 群 的 乘法 
表 。 设 点 群 


G={91=1, 9s,°", gx} (44.88) 
其 中 了 是 恒 等 操 作 (G 的 单位 元 )， 则 GG 的 双 群 为 . 
G'= {1, gs, ON 772 7w)} (44.89) 


《44.89) 中 的 了 是 G' 的 单位 元 。 由 (44.87) 可 知 在 代 中 有 
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Fi=1gi= gi1 (44..90) 
72 一 了 (44.91) 
车 在 GG 内 有 乘法 
G191= 98 | (44.92) 
则 在 G' 内 有 
9i19; 二 94 或 9 (44.93) 


可 见 ，G' 的 前 入 个 元 的 乘法 虽然 受 限 于 G 内 的 乘法 , 但 前 者 
不 能 由 后 者 推出 。 事 实 上 ，(44.93) 的 右边 取 gs 还 是 5， 是 
由 (44.87) 决 定 的 。 这 是 关键 的 一 点 。(44.93) 对 GG 的 任意 二 次 
禾 盖 群 都 是 成 立 的 ， 而 (44.87) 则 具体 地 确定 了 G' 内 的 乘法 结 
构 ， 从 而 将 G 的 双 群 G' 与 G 的 其 他 二 次 覆盖 群 区 分 开 来 。 由 
(44.90) 和 (44.91) 可 知 ，G "的 乘法 表 完 全 由 其 前 入 个 元 {7， 

91，…，9x} 的 乘法 决定 (这 一 点 也 是 G 的 二 次 覆盖 群 的 共性 ， 

见 式 (4143.44) 一 一 (43.46)) 

Tgs=9, 


gi9;=919s=1(g919s) = {i 
lys= 9% 


(44.94) 


yk 

因此 ， 为 了 作出 G' 的 乘法 表 ; 只 需 利 用 (44.87) 和 (7.7) 或 
(7.20) 计 算 (44.93)。 

例 1 Case 的 双 群 Cjiv 

Cao={7，C，C3，o0，a，0()} 
Cio={1,Cs,C3,0 ,0 ,0,7, C3, O03,00, 50, 03)} 

Cs。 的 元 Cs 和 C3 的 转角 分 别 为 120。 和 240" ,转轴 沿 > 方 
向 ， 有 .Go 二 o3; 反映 操作 2 可 写 为 反 演 :与 绕 映 面 的 法 线 
ni 旋转 180° 的 乘积 ，1l 都 在 zy 平面 上 ， 让 G) 的 映 面 法 线 


沿 z 轴 , 则 有 ?zc=- 4ort 30,, 2 一 一 二 0 一 


了 Yk 
i981={?9i19;= 9193 = | 
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M30,, n.o==o1， 代入 (7.7) 得 出 


2 
1 0 eta 0 
“CD=(。 小 “co=( 0 中， 


| ee 
-i2xr/8 
“ca-(° 0 ) 


0 @i27/8 
u(o Wm)=- ( 0 “，) wz _ | 0 “… 】 
Et2A8 0 7 et2rA8 0 ”7 
0 1 
(DD)= -i 
“em 
由 此 并 对 照 点 群 Ca 的 已 知 乘 法 表 ( 见 2.3 池 的 例 1 ) ， 容 易 


对 (44,.93) 的 两 种 情况 作出 判断 ， 从 而 得 出 双 群 Cj 关于 前 6. 
个 元 的 部 分 乘法 表 ， 


Clv' 1 Cs C3 al) og(2> gC3) 


TII Ca cj ol) oC2) 9) 
Cs Cs C3 1 0% a G0) 
C3 C3 了 Cs oC2) gl3) gl1) 
cl) lol1) a(2) gC3) I Cs C2 


co 5 DC 1 Cs 


a(3) loC3) TD ao(2) Cs 3 I 


C85 的 乘法 表 的 其 余部 分 可 由 (44.94) 得 出 。 
车 Gi 是 第 一 类 点 群 ， 则 直 积 
G2=Gix {1, j=GixC: (44.95) 


给 出 一 个 第 二 类 点 群 。 以 g 表 Gi 的 元 ， 可 写 
Gs={g, ig: 9EG 
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于 是 G; 的 双 群 可 写 为 
Gi!={u(g9)g, wu(g)ig, ~ Wu(9)g, ~u(g)ig: gEGI} 
={u(g)g, -uu(g9)g9: g EG} xX {uD)T, ul 
其 中 已 注意 到 wu.(7) 和 (i) 都 是 单位 矩阵 ， 因 而 {uw3(7) 了 ， 
(站 站 j 是 G1 的 一 个 子 群 ， 它 的 元 与 G4 的 所 有 元 可 对 易 。 这 
个 子 群 显然 与 点 群 C 同 构 。 从 而 有 
GI=G!x{u(D)I, uw (i}sG{xC: (44.96) 
可 见 (44.95) 型 的 第 二 类 点 群 的 双 群 结构 ， 完 全 由 相应 的 第 一 
类 点 群 的 双 群 结构 决定 。 
在 32 个 晶体 点 群 中 ， 由 11 个 第 一 类 点 群 扩 充 出 11 个 
(44,95) 型 的 第 二 类 点 群 ， 这 11 个 第 二 类 点 群 的 双 群 均 可 表 为 
相应 的 第 一 类 点 群 的 双 群 与 点 群 C; 的 直 积 。 即 有 


Ci txCi, n= 二 1,3 (44.97) 
CC xCi， n=2,4,6 (44.98) 
万 js 关门 1 xC， (44.99) 

sa D!xCi, n=2, 4,6 (44.100) 
TI!T'xC, (44.101) 
Oj; SO’'xC; (44,102) 


”对 于 其 余 10 个 第 二 类 晶体 点 群 的 双 群 , 可 作 如 下 的 分 析 。 
首先 ， 这 10 个 第 二 类 点 群 与 第 一 类 点 群 有 下 面 的 同 构 关 系 。 
Cis=Cm=Cis= {71, on}={7, 1C2} = {7T}Ui{C,} 

可 简 记 为 
Cs=CiVUi(C, -C1)=C, (44.103) 
Css=Cs x{1, os}=C, x {1, iC,} 
={1, C3, C3, IC CC iC.C3} 
={1, Cé, Ché, iCE, IC 和 IC 
={7， CE, Cé} Ui{Cs, CE, CE} 
可 简 记 为 
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Css=CsUi(Ce- C3)Cs (44.104) 

同样 地 可 得 
D,; = DsUi(De~ Ds)= Ds (44.105) 

起 外 还 有 

Cav= Ca Ui(D, -Ca)D,, 2 一 2,3,，4;, 6 ((19.18)) 
9 一 CoUIC -CsC， ((19.19)) 
Dza= DUi(D,- D,)D, ((19.21)) 
Ta=TUi(O ~-T)=O ((19.20)) 


又 由 于 (人 是 单位 矩阵 ,wo (ig)=w(g) (gEG1)， 对 于 这 10 
个 第 二 类 点 群 ， 其 双 群 的 前 一 半 元 的 乘法 表 ， 与 同 构 的 第 一 类 
点 群 的 双 群 的 前 一 半 元 的 乘法 表 是 相同 的 。 由 此 推 知 ,这 样 两 个 
双 群 的 整个 乘法 表 也 相同 ， 因 而 彼此 同 构 。 从 而 得 到 辣 构 关系 


CC (44.106) 
CssCs (44.107) 
Dss 人 Ds (44.108) 
Civ 宇 D1, n=2,3,4,6 (44.109) 
SC (44.110) 
Dys=D; (44.131) 
Te 全 CO/ (44.112) 


以 上 结果 表明 ， 为 了 作出 32 个 晶体 点 群 的 双 群 ， 只 需 作 
出 11 个 第 一 类 点 群 的 双 群 ，21 个 第 二 类 点 群 的 双 群 可 由 相 应 
的 第 一 类 点 群 的 双 群 通过 以 上 的 同 构 关系 直接 写 出 。 因 此 ， 对 
32 个 晶体 点 群 的 讨论 ， 例 如 分 类 和 求 不 订 约 表示 等 等 ， 都 可 
归结 为 对 11 个 第 一 类 点 群 的 讨论 。 这 是 一 种 很 有 用 的 简化。 

现在 研究 双 群 的 分 类 问题 ， 设 G 是 一 个 第 一 类 点 群 ， 其 双 
群 为 C. 若 9 和 上 在 G' 中 共 斩 ， 即 有 s (或 5)EG'， 使 9= 
sps (或 9 一 85) ， 则 有 9=shs-! (或 9=5h5-1)， 从 
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而 和 “也 在 G' 中 共 轿 ， 反 之 亦 然 。 即 有 
gS he > (44.113) 
可 见 在 双 群 中 ， 元素 的 共 斩 关系 是 成 对 出 现 的 。. 此 外 ， 若 为 


”GG 中 的 一 个 旋转 操 中 ， 其 转动 矢量 为 Qs 二 asn,， 则 s 的 转 


动 条 量 为 -Qs=Gs( 一 22)， 代入 (7.7) 或 (7.8) 可 得 刀 (s 1!) 二 
us(s)-!， 从 而 | 

ui (su( gu (s) =u (su(g)u(s-!)= tu (sgs-!) 
为 了 断定 上 式 右 端 的 符号 ， 我 们 计算 两 边 的 迹 。 左 边 的 迹 为 
tr (9); 设 g 的 旋转 矢量 为 a 二 an， 则 sgs"! 的 旋转 矢量 为 
sa 一 a(sn)， 注 意 到 泡 利 矩 阵 的 迹 为 零 ， 由 (7.7) 得 出 ,ur(g) 


和 ui(sgs-!) 的 太 都 是 2cos 了 。 故 必 有 


ui(s)u(g)u(s 1)=u(sgs.1) (44.114) 
由 此 可 知 ， 若 9 和 产 在 G 中 共 恩 , 则 在 G' 中 的 g 和 有 hh 也 共 圈 。 
反 过 来 ， 是 显然 的 。 从 而 有 

gh gh (44.115) 
由 (44.115) 和 (44.113) 可 知 ， 若 六 = {9} 是 G 的 一 个 共 回 
元 素 类 ， 则 在 G" 中 的 KK 二 {9) 和 =={ 引 或 者 是 G' 的 两 个 类 
或 者 合并 为 G' 的 一 个 类 KKUEK。 发 生 后 一 种 情形 的 充 要 条件 
是 ， 对 G 中 属于 类 天 的 任意 元 9g， 有 sEG， 使 
(Sua(g)u (st)= ~u(g) 
或 (由 (44.114)) 
ui(s95 ')= -ui(g) (44.116) 
从 而 @ 中 的 g 和 5 共 统 
人 
g~¥ - 《44.117) 
因此 只 要 已 知 G 的 类 ， 再 利用 判 据 (44.116)， 便 可 写 出 双 群 
C 的 类 。 
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将 (7.7) 代 入 (44.116)， 并 注意 392 一 的 转角 等 于 9 的 转 
角 a ，s9s -1 的 轴 向 为 将 9 的 轴 向 施 以 转动 s 后 的 sh， 又 可 写 
出 更 明显 的 判 据 : 


cos 和 一 -cost 
5 2 


. . 0 
SIN- SRO—= ~sin Ra 
2 2 


aE[0,2x] (44.118) 


从 而 得 出 (注意 三 个 泡 利 人 矩阵 是 线性 无 关 的 ) 
{a (44.119) 
sR= -Nn 

这 个 结果 表明 ， 当 且 仅 当 G 的 类 下 由 转角 的 转动 组 成 ， 且 对 
每 一 个 这 样 的 转动 ，G 中 都 有 另 一 个 轴 向 与 之 垂直 而 转角 也 是 
区 的 转动 时 ，G" 中 六 和 天 才 并 为 G' 的 一 个 类 。 在 其 他 情形 
下 ， 太 和 四 是 G' 的 两 个 不 同 的 类 。 据 此 ， 以 及 前 面 给 出 的 同 
构 关 系 ， 容 易 将 所 有 卓 体 点 群 的 双 群 的 元 进行 分 类 。 

例 2 双 群 D3 和 C3, 的 类 

忆 : 的 三 个 类 是 :7 ，2Cs，3Cas。， 其 中 第 三 个 类 由 绕 三 个 
2 次 轴 的 转动 (转角 为 x ) 组 成 ， 而 这 三 个 2 次 纳 互 不 垂直 。 
可 见 ， 对 口 ; 的 每 个 类 ， 在 D8 中 都 有 两 个 类 。 又 ,C3o 宇 DD3， 
同 构 对 应 由 Cs 一 一 C3,00)=iC9 一 一 C5) 确定 ( 见 (19.18)). 
故 有 

D3;={1, 1, 2C,, 2Cs, 3C,, 30,} 
Cvo={1, 1, 2C,, 20s, 30, 35} 
都 是 6 个 类 。 
. 例 83 双 群 0' 和 0O; 的 类 1 

已 知 点 群 O= {7， 6C,, 8Ca， 6C,, 3CE 有 五 个 类 ， 其 
中 6Cs 和 3C3 两 个 类 分 别 由 绕 2 次 轴 和 4 次 轴 转 zz 角 的 操作 
组 成 。0 的 六 个 2 次 轴 是 成 对 垂直 的 ， 每 对 垂直 于 一 个 4 次 轴 
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(三 个 4 次 轴 互 相手 直 ) 。 所 以 与 0 的 类 6C, 相应 的 ,在 C 〇 中 
的 6C。 和 60, 构成 一 个 类 ; 对 3C3 也 有 类 似 的 情形 。 从 而 可 
写 出 汉 群 O' 的 分 类 ( 8 个 类 ) | 

={1,71,(6C,,6C0;,),8C;,, 80;,,6C,,60,, (3C3,303)} 
由 此 再 利用 (44.102) 又 可 写 出 O14 的 类 : 前 8 个 类 即 是 0' 的 8 
个 类 ; 后 8 个 类 由 0O' 的 8 个 类 乘 以 O00; 的 元 (wu(Dis iE€E 
O23) 得 出 。 

最 后 考虑 求 双 群 的 不 可 约 表 示 的 问题 。 在 819 中 已 经 给 出 
了 建立 32 个 晶体 点 群 的 单纯 特征 标 和 不 可 约 表示 的 具体 方法 ， 
它们 原则 上 也 可 以 用 于 双 群 。 但 更 为 简便 的 办 法 是 利用 点 群 的 
已 知 不 可 约 表示 以 及 双 群 的 一 个 已 知 的 2 维 表示 ， 来 导出 双 群 
的 不 可 约 表 示 。 

车 4(9) 是 点 群 G 的 一 个 不 可 约 表示 ， 则 可 由 

4(9)=4(09) 
二 49 

定义 双 群 G' 的 一 个 表示 4'. 显然 ，A' 也 是 不 可 约 的 ; 且 由 G 
的 两 个 不 等 价 的 表示 所 生成 的 G" 的 表示 也 不 等 价 。 因 而 ， 双 
群 G' 的 不 可 约 表示 总 有 一 部 分 是 已 知 的 ， 这 部分 不 可 约 表 示 
是 由 点 群 G 的 不 可 约 表示 通过 (44.120) 生 成 的 。 为 了 叙述 的 方 
便 ， 常 将 CG' 的 其 余 的 不 可 约 表示 称 为 附加 不 可 约 表 示 。 为 了 
作出 双 群 的 不 可 约 表示 的 完整 表 ， 实 际 上 只 要 计算 双 群 的 附加 
不 可 约 表 示 。 . 

在 求 双 群 的 附加 不 可 约 表示 时 ， 还 有 一 个 2 维 表 示 4! 可 
以 利用 ， 这 便 是 双 群 作用 于 自 旋 变量 的 矩阵 群 , 它 显 然 是 G' 的 
一 个 间 态 象 ( 见 (44.85))。A! 的 定义 可 写 为 

| 
(8 一 -oa(9) 

其 特征 标 为 X%;， 显 然 有 


(44.120) 


(44.121) 
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Xi(g)=2c0s$ 
(44.122) 
(9)=- 200s 
其 中 a 是 G' 的 元 在 G 中 的 对 应 元 (第 一 类 或 第 二 类 点 操作 ) 
的 转角 。 


例 4 双 群 Ds 和 Cj 的 不 可 约 表 示 

点 群 D, 宇 Cs 的 不 可 约 表示 已 在 19.2 节 中 作出 ， 其 维 数 
分 别 为 1 、1 和 2 . 将 这 三 个 表示 代入 (44,120)， 便 得 到 双 群 
DD;=C4s 的 前 三 个 不 可 约 表示 4 中 、4' 中 、A4'H， 它们 的 特 
征 标 为 . 
Ds'I 7 2Cs 2C: 3C2 3C; 


co 7 2C, 2C, 90 6 


XI 1 1 1 ~ 1 1 
X11 1 1 ~1 ~1 
. XN 2 2 -i -1 0 0 
双 群 D3 衬 C 86 的 类 数 为 6 ， 故 共有 六 个 不 可 约 表示 ， 因 而 还 
有 三 个 附加 类 孙 。 三 个 办 加 过 示 的 维 数 4,、ws 和 no 可 由 方程 
(16.14) 确 定 
n3+ns+ns=2x6—-6=6 - 
1 一 H5 一 1，96 一 2 
这 样 也 就 求 得 了 完整 特征 标 表 的 第 一 列 ， 附 加 特征 标的 其 余数 
值 可 用 关于 列 的 正 交 关系 〈17.3 节 之 8°) 求 得 。 
设 一 个 1 维 的 附加 特征 标 为 YX ， 则 另 一 个 1 维 的 附加 特 
征 标 必 为 中 二 X23.X"9。 六 是 因为 ,任意 两 个 1 维 表示 的 
直 积 仍 为 一 个 1 维 表示 ( 1 维 表示 都 是 不 可 约 的 ) ; 而 且 除 非 
两 个 相 乘 的 表示 中 有 单位 表示 ， 乘 积 表示 不 会 与 这 项 疹 谢 承 的 


De 
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任 一 个 等 价 。 利 用 %'3 与 YX 中 的 这 个 关系 可 简化 计算 ,其 中 
%'(2 是 已 知 的 ， 已 在 上 面 列 出 。 
将 特征 标的 第 二 类 正 交 关系 用 于 第 二 列 〈 归 一 ) ， 可 得 
[OCD + [XH TY + X07)]? 
一 2[XY0(7)] 2 二 [Ye 2 一 6 
用 于 第 一 列 与 第 二 列 〈 正 交 ) ， 又 得 
YA (7) 十 YrG(7) + 2X WT) 二 6 
一 2X'0(7) 二 2X6(7) 十 6=0 
将 以 上 二 方程 联 立 ， 解 得 
HT)= 1, HVT)= -2 
类 似 地 ， 可 求 出 % 9 和 X99 在 其 余 各 列 上 的 数值 。 从 而 得 到 
三 个 附加 单纯 特征 标的 表 
Ds I 1 2Cs 2G, 3C: 3C， 


Cso| 1 I 2Ca 2Cs 30 30 


XC4) 1 -1 -1 二 i i 
XC5) 1 -1-1 1 -i i 
XxX'6) 2 -2 1 -Ll 0 0 
将 (44.122) 用 于 DD! 守 C4。， 可 得 
和 = Xe) 
由 此 可 知 ，2 维 的 附加 表示 4@) 恰 由 -4 给 出 
4 一 4 
其 中 4; 的 6 个 矩阵 已 在 例 1 中 具体 地 写 出 ,其余 的 6 个 征 阵 
只 与 前 6 个 矩阵 差 一 符号 。 这 样 我 们 已 经 作出 了 双 群 D3 二 
Ci 的 全 部 不 可 约 表示 : 四 个 1 维 的 ， 两 个 2 维 的 。 
例 5 双 群 0' 和 0O1/ 的 不 可 约 表示 
点 群 O 共 有 五 个 不 可 约 表示 ， 两 个 工 维 的 ， 一 个 2 维 的 ， 
两 个 3 维 的 ， 均 已 在 19.2 节 中 作出 。 将 这 五 个 表示 代入 
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(44.120)， 可 得 出 双 群 O' 的 前 五 个 不 可 约 表 示 4 5，A'3)， 
.473 ) ， 40 和 45 ， 其 维 数 也 是 1 ，1，2， 3 和 3。 O' 有 
八 个 类 ， 故 有 八 个 不 可 约 表示 ， 除 已 得 出 的 五 个 表 未 外， 还 有 
三 个 附加 表示 。 附 加 表示 的 维 数 ne。，n1 ,ns 满足 方程 (16.14) 
ne+ns+ns=2x24-24=24 
其 解 为 
ne 二 fy 二 2,， hg 二 4 
由 (44.122) 可 算出 
X!=( 2,， 一 2， 0 ， 1 » -1], /2， -A/ 2, 0) 
容易 验证 ,xX! 满 足 单纯 性 条 件 (18.4), 故 表 示 A! 是 不 可 约 的 ; 
又 和 天 Xi ， 故 4 与 49 不 等 价 。 由 此 可 见 ，A! 是 一 个 2 
维 的 附加 表示 ， 可 取 
.40 一 4 
另 一 个 2 维 的 附加 表示 可 取 为 
A'D= A OA =X, A! 
因 .A"” 是 1 维 的 ， 克 40 是 一 个 2 维 不 可 约 表 示 。 又 
TD 一 和 2 X'3), 故 4" 不 等 价 王 -446) 或 -43)， 
最 后 ，4 维 的 附加 表示 可 取 为 已 列 入 下 页 
AOAVIDOADV= A VDA 


由 中 二 X88),Xs 可 验证 4 中 是 不 可 约 的 。 

至 此 已 作出 了 双 群 O' 的 全 部 八 个 不 可 约 表示 。0O' 的 单纯 
特征 标的 完整 表 已 列 于 下 页 

因 O04 圭 O'xC:，01 的 十 六 个 不 可 约 表示 可 由 0O' 的 八 个 
不 可 约 表示 与 C1 的 两 个 不 可 约 表 示 的 所 有 乘积 给 出 。 

因为 双 群 G@" 本 身 就 是 点 群 G 的 一 个 双 值 表示 ， 所 以 G' 的 
每 个 表示 也 是 G 的 单 值 或 双 值 表示 。 由 (44.120) 可 知 ,由 C 的 表 
示 所 生成 的 G' 的 表示 都 是 的 单 值 表示 ， 而 县 它们 穷尽 了 G 


O! 7 了 
x'C1) 1 1 
XQ) 1 1 
XC3) 2 2 
YX’'(4) 8 3 
X'S 8 3 
HX'(6) 3 -2 
XI 2 一 2 
X'lB8Y 4 一 在 


(6C2,6G,) 8C3 8C 6C， 


1 1 
1 -1 
-1 0 
0 1 
0 -i 
-1 V2 
-1 -V2 
1 0 


6G, (3C3,3G8) 


1 
-1 


VE 
2 Vs 


0 


1 


0 
0 
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的 全 部 单 值 不 可 约 表示 。 由 此 可 知 ，G 的 其 他 不 可 约 表示 都 不 
会 是 单 值 的 ， 因 而 G' 的 所 有 附加 表示 都 是 G 的 双 值 表示 。 

如 果 不 引 入 双 群 的 概念 ， 而 将 点 群 作为 基础 群 , 我 们 看 
到 ， 当 考虑 电子 的 自 旋 时 ， 就 不 能 仅仅 使 用 点 群 的 单 值 表 示 ， 
而 必须 同时 使 用 点 群 的 双 值 表示 。 但 对 点 群 来 说 ， 处 理 其 双 值 
表示 是 很 不 方便 的 。 所 以 通常 在 处 理 与 自 旋 有 关 的 问题 时 ， 宁 
可 侍 用 双 群 的 概念 ， 而 避免 使 用 双 值 表示 。 


称 ) ; 


第 一 章 

1.1 作出 下 列 几 人 和 何 图 形 的 对 称 群 ， 

(1) 正三 棱柱 ; (2) 正 四 面体 ，(3) 平 面 上 的 正方 点 阵 。 
1.2 作出 下 列 物理 体系 的 对 称 群 (包括 空间 对 称 和 置换 对 
(1) 锂 原子 中 的 电子 ; (2) 氨 分 子 中 的 电子 ; 

(3) 处 于 均匀 电场 中 的 所 原子 的 电子 ; 

(4) 处 于 均匀 磁场 中 的 氮 原 子 的 电子 。 

1.3 对 由 (1.4) 式 所 定义 的 算 子 9 证明， 

(1) 9 是 线性 的 ; (2)9 是 么 正 的 ; 

(3) 由 操作 g192 导出 的 算 子 为 O1026 

1.4 试 推导 出 (1.7) 式 和 (1.9) 式 。 

1.5 试 证 明 共 点 点 操作 的 运算 性 质 (2.19) 式 一 一 (2.27) 


1.6 指出 下 列 分 子 的 点 群 ; 
(1) H,O; 
(2) BCl， 三 个 C1 原子 位 于 等 边 三 角形 的 顶点 ，B 原子 


位 于 三 角形 的 中 心 ; 


(3) UOsFs: 五 个 原子 位 于 正 五 边 形 的 顶点 ，U 位 于 五 


边 形 的 中 心 ， 两 个 0 〇 位 于 五 边 形 的 两 侧 ， 其 连 线 通 过 U 且 被 五 
边 形 垂直 平分 ; 


(4) (CsHs)sPo: 每 个 (CsH;s) 形成 一 个 正 五 边 形 ， 每 个 


顶点 被 一 个 CH 占 ,， 两 个 五 边 形 是 一 个 双向 正 五 角 锥 的 两 
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底 ，F。 位 于 锥 的 顶点 。 
1.7 证 明 具 有 高 级 、 中 级 和 低级 点 群 的 分 子 ， 其 转动 惯量 
揪 球 分 别 为 球 、 回 转 椭 球 和 非 回 转 椭 球 。 
1.8 在 第 二 类 点 群 中 ， 哪 些 含 有 反 演 操作 ; ， 从 而 可 写 为 
G=G UiGio 
1.9 用 和 矩阵 形式 明显 写 出 点 群 Ca 和 Ds 的 操作 。 . 
1.10 作出 各 个 晶体 点 群 的 对 称 元 素 系 ， 并 用 图 形 表 示 。 
1.11 作出 属于 晶 类 C6s 的 空间 群 。 


1.12 导出 二 维 空 间 中 的 所 有 点 群 。 

1.13 证 明 平 面 唱 体 点 群 共 有 十 个 。 

1.14 在 适当 的 坐标 系 中 写 出 14 种 布 喇 非 格 子 的 基 和 所， 
并 用 图 示 。 


1.15 试 以 旋转 矢量 a 的 转角 a 及 转轴 的 方向 角 ( 9 ,9 ) 
为 参数 ， 写 出 转动 操作 的 矩阵 。 
1.16 证 明 gE€ES0O(3) 与 VESU(2) 具有 关系 ; 
g(r:o=r:u(a)ou(a)-! 
1,17 ”证明 由 上 题 中 的 关系 式 联系 的 矩阵 g 和 1 ， 由 下 显 
式 相互 确定 :， 


g0 一 六 (aaaur) 


u 一 士 (1 二 己 giyoirj)/2(1 上 trg) 


1.18 人 (2 人) 试 以 (cx ，, 0 ) 写 出 矩阵 9 。 


1.19 试用 习题 1.15 中 的 参数 作出 SU (2) 的 矩阵 ; ， 

1.20 在 习题 1.15 中 的 参数 下 ， 作 出 SO(3) 与 SU(2) 
的 不 变 体积 元 。 . 

1.21 设 二 =(z0 zcf 一 (ziyzayzsiz4) ， 用 下 式 定 


484 


义 一 个 4 维 时 空中 的 变换 A， 
AX'o = Xvov! 


1 0 
其 中 0=(0,04) =(010204,04),04= 0 1 ;Xo=r'0 
4 
十 X40; 二 3 Xo0s，vESL(2)。 试 证 明 : 
&=1 


dop =3tr(0av0 0") 


1.22 证明 上 题 中 所 定义 的 时 空 变换 4 具有 以 下 性 质 ; 

(1) Asp 为 实数 ，a,PB=1,2,3,4; 

(2) 相对 于 原点 的 时 空间 隔 

det(X.0)=—=xi— ri~ ri— 3 

在 变换 .4 下 不 变 ; 

(3) det 4=1 (提示 : 4 是 v 的 连续 函数 , 而 由 (2) 知 
det 4 一 士 1); 

(4) A,,>0. 

可 见 ，4 是 正常 洛 仑 兹 变换 。 

1.23 证 明 在 给 定 置 换 的 对 换 分 解 式 中 ， 所 含 对 换 的 个 数 
与 分 解 方 式 有 关 ， 但 其 偶 奇 性 是 确定 不 变 的 。 试 举 一 例 。 

1.24 证 明 任意 ”次 置换 能 够 用 (n -1) 个 特定 的 对 换 
{1 2),(1 9),…，(1 #1) 或 {(1 2), (2 3),…, (nn 一 1 7)} 的 某 
种 乘积 来 表示 。 

1.25 证明 下 列 置换 的 集 售 对 于 置换 的 乘法 成 群 ; 

(1) 所 有 nn 次 置换 的 集合 ; 

(2) 所 有 1 次 偶 置 换 的 集合 ; 

(3) 使 一 给 定 的 元 函数 f(xi,xo，…, zn) 保持 不 变 的 2 次 
置换 的 集合 。 | . 

1.26 证 明 公 式 (5.8)。 


六 
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1.27 S。 中 有 多 少 种 循环 结构 ， 每 种 循环 结构 含 有 多 少 
个 置换 ? 
1.28 设 两 个 4 次 置换 


1234 1234 
(3 2 1) mb- (14 2) 
(1) 将 a 和 5 用 (1 2)、(1 3) 和 (1 4) 的 乘积 表示， 
并 指出 这 两 个 置换 的 偶 奇 性 ; 
(2) 计算 o" 和 6”, n= 二 2,3,4,…3 
(3) 计算 cg，pa，a 1 和 861。 
1.29 求 5 中 使 多 项 式 /zi ,zs ,Xa;,X4) 不 变 的 子 群 ， 


(1) f= zr + Xt rs (2) f=xix2 + Taxs 
第 二 章 
2.1 证 明 对 8.1 小 节 所 给 出 的 群 的 定义 的 3" 、4° 两 条 可 
作 如 下 简化 ， 
3” G 中 有 “ 右 单位 元 ”e ,使 得 对 G 中 的 任意 元 4， 有 
Ge 一 G 
4” CC 中 的 每 个 元 ae 在 CG 中 都 有 “ 右 逆 元 ”,c-:， 使 得 
. Ca 1 一 Be 
2.2 证 明 单位 元 和 逆 元 的 唯一 性 。 
2.3 给 出 8.1 节 中 例 3、 例 4 和 例 5 的 证 明 。 
2.4 试 作出 阶 数 <6 的 所 有 抽象 群 。 
2.5 证 明 每 个 元 的 阶 都 是 2 (单位 元 除外 ) 的 群 必 是 阿 贝 
尔 群 。 
2.6 证 明和 群 G 的 子 集 胡 成 为 子 群 的 充 要 条 件 是 : 若 9 ， 


hEM, 则 gpAiEM。 
2.7 证 明 有 限 群 G 的 子 集 对 成 为 子 群 的 充 要 条 件 是 ,车 
AiEM， 则 ghE M。 当 GG 为 无 限 群 时 ， 此 命题 是 否 正 确 ? 
2.8 证 明 质数 阶 的 有 限 群 必 为 循环 群 。 
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2.9 作出 点 群 0 的 生成 元 。 

2.10 证 明 群 中 属于 同一 类 的 所 有 元 都 有 相同 的 阶 。 试 举 
一 反例 证 明 此 命题 的 逆 不 真 。 

2,.11 设 下 为 群 的 一 个 类 , 及" 表 天 中 元 素 的 逆 元 的 集合 。 
证 明 K' 也 是 一 个 类 〈 称 为 类 到 的 赣 类 ) 。 

2.12 证 明 轻 换 群 的 每 个 类 天 都 是 自 逆 的 , 即 有 天 = 天 。 

2.13 试 将 32 个 晶体 点 群 写 成 分 类 的 形式 。 

2.14 SU(2) 的 子 集 {x(a):， 0 和 ca<2r) 是 否 是 子 群 ? 试 
证 明 SU(2) 的 类 由 & 相同 的 所 有 wa) 组 成 。 

2.15 证明 阶 数 为 母 群 阶 数 之 半 的 子 群 必 为 不 变 子 群 。 由 
此 证 明 9.4 小 节 的 例 1、 例 2、 例 3。 

2.16 设 G=GixGs, 证 明 G 的 所 有 类 由 Gi 和 Gs 的 类 
的 所 有 乘积 形成 。 

2.17 证 明 置换 群 Ss、S, 以 及 交换 群 4, 与 点 群 的 下 列 同 
构 关 系 : 

(1) $=D,s (2) $0; (3) 44=T。 

2.18 设 G=Gix Gs， 证 明 : 

(1)》 商 群 G/Gi 与 Gz 同 构 ; (2) G 与 G1 和 Go 都 同 态 。 

2.19 作出 由 点 群 Cav 到 二 阶 群 {1, ~ 1) 的 同 态 映 射 ， 并 
证 明 只 存在 三 种 不 同 的 映射 方式 。 

2.20 设 G 为 由 元 a 生成 的 12 阶 的 循环 群 ，N 是 由 元 os 
生成 的 C 的 子 群 。 作 出 商 群 G/N 及 其 乘法 表 。 

2.21 证 明 连 续 群 的 连通 性 和 紧 致 性 在 群 参数 的 连续 且 双 
方 单 值 的 变换 下 都 不 变 。 

2.22 证 明 典 型 群 O(n)、SO(n)、U(n)、SU (n) 都 是 
紧 致 的 。 

2.23 证明 任意 % 阶 的 有 限 群 Gs 同 构 于 置换 群 9。 的 一 个 
子 群 。 
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2.24 证 明 SOCc2) 圭 U (1)， 

2.25 证 明 U(n)=U(1)xSU(n). 

2.26 在 平面 上 的 反 演 操作 等 同 于 绕 反 演 中 心 旋 转 x 角 的 
操作 ， 而 在 三 维 空间 中 则 无 此 种 情 况 。 试 推广 到 高 维 空间 证 
明 ，n 维 实 空间 中 的 反 演 等 于 一 个 正常 转动 的 充 要 条 件 是 1 为 
偶数 。 

2.27 证 明 连 续 群 GL(n)、SL(n)、U(n)、SU(n) 和 
SO(n) 的 ( 实 ) 维 数 分 别 为 2%?、2(n?-1)、n?、 台 ~1 和 
n(n—1)/2, 

2.28 设 (x,y) 为 平面 上 点 的 坐标 ， 试 作出 使 下 列 二 次 
型 或 双 战 性 型 不 变 的 平面 上 的 线性 变换 (矩阵 ) 群 ， 再 将 其 参 
数 化 并 写 出 在 所 取 参 数 下 的 乘法 函数 ， 

(1) 二 次 型 Z2 — ys (2) 双 线 性 型 x1y, - VYiX, 。 

第 三 章 

3.1 车 4 是 群 G 的 一 个 矩阵 表示 ， 求 证 ， 

(1) 4* 也 是 G 的 一 个 表示 ; 

(2) 47! 和 A' 不 是 G 的 表示 ， 除非 G 是 阿 贝 尔 群 ; 

(3) A(g-!) 和 [A(g-!)]!+ 是 G 的 表示 。 

3.2 车 式 (12.1) 中 的 矩阵 4(9) 是 么 正 的 ， 试 通过 直接 
运算 证 明 : 4as(9)=0， 从 而 4(9) 是 直 可 约 的 。 

3.3 试 证 表示 A(g)、A(g)"、A(g-!) 和 A(g-!)+ 间 时 
为 可 约 或 不 可 约 的 。 

3.4 证 明 群 G 的 表示 4(9) 不 可 约 的 充 要 条 件 为 ， 对 于 表 
示 空 间 中 的 任意 非 零 矢量 w。， 矢量 集 {4(g)w。: 9EG) 张 成 
整个 表示 空间 。 

3.5 证 明 舒 尔 引 理 的 着， 车 与 表示 A(g) 的 所 有 矩阵 可 
对 易 的 年 阵 都 是 单位 矩阵 的 倍数 ， 则 4(9) 是 不 可 约 的 。 

”3.6 证 明和 矩阵 的 直 积 运算 具有 人 性质 (13 .3) 一 (13.8)。 
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3.7 证 明 在 一 维 表示 中 ， 不 可 能 有 零 值 出 现 。 

3.8 证 明 : 群 G 的 表示 
A~A!' 
(gp 

3.9 证 明 群 G 的 任意 不 可 约 表示 与 任意 一 维 表示 的 乘积 仍 
是 G 的 一 个 不 可 约 表示 。 

3.10 设 favas Ws} 和 {v1,v2，…,vn) 是 某 一 空间 中 
按 群 G 的 同一 不 可 约 矩 阵 表 示 4(9) 变换 的 两 组 矢 量 ， 试 证 . 
明 ， 这 两 组 矢量 或 者 线性 独立 或 者 有 Wi 二 cvi, i 二 1,2,… ,ny 
c 是 与 i 无关 的 常数 。 

3.11 设 多 为 群 CG 的 表示 空间 ，%Y ,和 2 是 多 的 两 个 不 可 
约 (对 G) 子 空间 ， 试 证 明 : | 和 :或 者 线性 无 关 (无 非 零 
公共 矢量 ) 或 者 完全 重合 。 

3.12 利用 上 题 的 结论 证 明 : 不 等 价 的 不 可 约 子 空间 是 线 


SAPDB~ADP 


3.13 ”证 明 阿 贝尔 群 的 所 有 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 。 
3,14 设 G={…,a ?,a 1!1,e,gq,a?,，…} 是 一 无 限 阿 贝尔 


1 
用，4for)=( 。 ”) 是 G 的 一 个 可 约 表示 。 试 证 明 完全 可 约 


性 定理 不 适用 于 G。 

第 四 章 

4.1 试 证 每 一 个 有 限 群 至 少 有 一 个 忠实 表示 。 

4.2 设 G 为 具有 不 变 和 的 群 ，4(9) 为 G 的 一 个 n 维 不 可 
约 表示 ， 证 明 w? 个 短 阵 元 {4is(9): 说 j 二 1,2,… 吉 作为 G 上 
的 函数 是 线性 无 关 的 。 

4.3 利用 上 题 的 结论 证 明 : 按 G 的 不 可 约 表示 变换 的 矢量 . 
组 ,或 者 是 线性 无 关 的 ， 或 者 全 为 零 。 

4.4 利用 4.2 题 的 结论 证 明 : 若 4(9) 为 N 阶 有 限 群 G 
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的 # 维 不 可 约 表示， 则 任意 nxn 的 年 阵 都 能 表 为 让 个 秆 阵 
{A(g): gEG) 的 线性 组 合 

4.5 设 4(9) 是 有 限 群 G 的 一 个 不 可 约 年 阵 表示 ， 天 是 
C 中 的 一 个 共 斩 类 ， 证 明 二 4(9) 是 单位 矩阵 的 倍数 。 


4.6 试用 特征 标 理论 对 有 限 群 重 新 证 明 13.3 节 的 一 般 结 
论 : 不 可 约 表示 的 直 积 4(9)G@B(9) 中 含有 单位 表示 的 充 要 
条 件 ， 是 8 等 价 于 4 的 对 侦 表 示 ， 而 且 只 能 含 单位 内 示 1 次 。 

4.7 设 G 为 尺 阶 的 有 限 群 ，%(g) 是 G 的 一 个 特征 标 ， 证 
明 os 一 W ec [xX(g)]" 对 n=1,2,… 都 是 非 负 整数 。 


4.8 取证 有 限 群 G 的 两 个 表示 不 含 公共 的 不 可 约 成 分 ， 
当 且 仅 当 它们 的 特征 标 正 交 。 

4.9 作出 点 群 Cis 的 类 代数 ， 算 出 其 结构 常数 。 

4.10 连续 点 群 0(2) 是 具有 不 变 和 的 群 , 试 作 如 下 讨 “ 


(1) 写 出 群 上 不 变 和 的 基体 形式 ; 

(2) 将 群 元 分 为 共 红 类 ; 

(3) 写 出 单纯 特征 标的 完整 表 ; 

(4) 直接 证 明 单纯 特征 标的 两 种 正 交 性 和 完备 性 ; 

(5) 利用 特征 标 重新 计算 直 积 表示 的 约 化 公式 (15.43)。 

4.11 作出 下 列 点 群 的 单纯 特征 标的 完整 表 : 

(1) Cv; (2) Dns (3) Dsa; (4) D,, 

4.12 作出 下 列 分 支 律 ， 

(1) Oi— >Ci; (2) 站 一 >Cio。 

4.13” 作 册 点 群 0 的 C 一 -G 级 数 。 

. 4.14 试 将 第 二 类 点 群 与 第 一 类 点 群 的 同 构 关系 (19. 18) 
一 一 (19.22) 推广 到 非 晶体 点 群 。 

415 设 拒 5) 为 置换 蔡 Ss 的 一 维 不 可 约 表示 (15.18)， 
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试用 投影 子 法 将 直 积 表示 4(s)@4(s) 的 四 维 表示 空间 约 化 、 
写 出 由 直 积 基 到 炮 合 大 的 变换 矩阵 。 

4.16 孤立 原子 d 轨道 的 非 归 一 化 波 隧 数 去 掉 一 个 与 r+ 有 
、 关 的 因子 后 可 写 为 {yz, zx,%y, 2 六 ，222 一 7? 一 y】o 

(1) 直接 证 明 以 上 五 个 简 并 波 范 数 张 成 群 D,s 的 一 个 表 
示 空 间 ， 并 计算 此 表示 的 特征 标 ; 

“2) 用 投影 算 子 法 作出 这 个 空间 的 Dss 不 可 约 基 和 约 化 . 
的 矩阵; - 

(3) 讨论 原子 d 轨道 的 能 级 在 具有 Dss 对 称 性 的 微 扰 场 
中 的 分 裂 ， 并 写 出 一 级 修正 能 量 的 计算 公式 。 

第 五 章 

5.1 证 明 SO(3) 的 自然 表示 等 价 于 不 可 约 表示 D'; 作 
出 由 自然 表示 (直角 坐标 系 下 的 算 阵 ) 到 DW 的 标 准 矩 阵 的 
” 变换; 

5.2 证 明 SU(C2) 的 不 可 约 表 示 DDV) 有 性 质 : D7)(-w) 一 
-1727 DD (wu), uvESU(2)。 

5.3 推导 出 (21.43) 时 , 曾 删 去 了 一 个 因子 (一 1%’。 
试 证 明 这 相当 于 对 和 矩阵 表示 DD 作 了 一 个 相似 变换 ， 因 而 新 
妥 表 示 彼 此 等 价 ; 作出 这 个 变换 矩阵 。 

5.4 SO(3) 的 不 可 约 表示 的 标 难 矩 阵 作 为 子 群 SO(2) 
(其 转轴 为 z 轴 ) 的 表示 是 已 经 约 化 了 的 ， 具 有 对 角形 (21.25) 。 
试 作出 一 个 相似 变换 S， 使 

STDDS |s00)=1DR(a)DR(a)D…BR(a)T 
其 路 (a) 是 SO(2) 的 自然 表示 的 矩阵 ， ec 为 转角 ， 
R= (oe 9 
sin 4 Cosa 
5.5 试 作出 SO(2) 的 一 个 二 维 的 双 值 实 和 矩阵 表示 。 
5.6 证 明 ; SU(2) (SO(3)) 的 每 个 不 可 约 表示 都 是 自 偶 


ee 
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的 ; 有 DD (90 Dey (9) ;车 {y4 和 {9 


a's AH 


都 是 D7 的 不 可 约 基 ， 则 2( ~ 1D7-wyU2c 是 不 变量 。 


5.7 设 凡 和 .都 是 角 动 量 ， 试 证 明 ， 

(1) 车 J 和 J 对 易 ， 则 及 二 J- J; 不 是 角 动 量 ; 

(2) 车 J 和 J, 满足 对 易 关 系 [ 人 jz, 了 2s]==0,， [上 1s, 了 oy] 二 
入 za， [让 zy 上 2s] 二 一流 joy， 以 及 它们 对 《x,y,z) 的 循环 四 


， 换 式 ， 则 六 三 几 - 洛 是 角 动 量 。 


5.8 证 明 关 王 角 动量 J 的 恒等式 ;i[a.J,J]=5u xJ。 

5.9 试 由 3-j 符 号 (22.46) 的 对 称 性 1*"、2。 和 3* 写 出 
C 一 一 G 系数 的 相应 的 对 称 性 质 ， 并 给 出 后 者 的 证 明 。 

5.10 证 明 (mlms|LM)=(- Dimlm|lLM),I, LL 
都 是 整数 。 据 此 讨论 两 个 相同 的 玻 色 子 的 总 自 旋 态 的 置换 对 称 
性 与 总 自 旋 量 子 数 的 关系 。 对 于 两 个 相同 费 米子 的 情形 ， 结果 
如 何 ? 

5.11 证 明 三 电子 体 系 的 总 自 旋 态 只 有 一 个 四 重 态 


(5 总 ) 和 两 个 双重 态 ( 5 一直), 试 作出 这 些 态 的 自 旋 波 区 ， 


数 。 、 
5.12 设 H 是 n 阶 厄 米 矩阵 ， 令 UU=e 坟 。 把 万 扩充 为 
万 0 
阶 捷 米 生 阵 F7'=( ): 
0 0 
U0 


正明 1 一 
(1) 证 明 e ( I 


) J 是 (mn) 阶 的 单位 给 阵 ; 
、 、 U0 
(2) 证 明 群 Um) 同 构 于 群 (( 中 常 称 U (是 Cnm) 
的 一 个 子 群 (n<m); 
(8j 试 证 ， 在 上 述 意义 下 ，SU(n) 是 sum 的 一 个 于 
群 。 . ， 3 ‘a 《 : 
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5.13 考虑 具有 如 下 形式 的 所 有 实 第 阵 的 集合 : 


1 0 D 
0 5c d ， C0>0 
0 0 1 


(1) 证 明 它 构成 一 个 四 维 ( 实 ) 李 群 ， 写 出 其 乘法 函数 ; 

(2) 写 出 其 无 穷 小 生成 元 和 无 穷 小 算 子 (利用 (23.9) 
式 ) ; 

(3) 计算 (2) 的 对 易 子 积 。 

5,14 证 明 下 面 的 mxm 第 阵 空间 形成 李 代 数 ， 

(1) 所 有 上 三 角 和 矩阵 ; 

(2) 所 有 迹 为 零 的 上 三 角 和 矩阵 ; 

(3) 所 有 对 角 元 为 零 的 上 三 角 和 从 阵 。 
确定 与 它们 对 应 的 李 群 。 

5.15 对 题 5.13 中 的 李 群 作出 一 组 正则 参数 。 

5.16 证 明 结构 常数 的 性 质 (23.28) 和 (23.29) 两 式 。 

5.17 试 证 明 关 于 和 矩阵 的 指数 函数 的 下 列 定理 ; 

(1) 车 4 和 B 可 对 易 ， 则 有 e413 一 ete3， 

(2) Be4B-!= e483" 

(3) 车 4 的 本 征 慎 为 1,4,,…,4。， 则 e4 的 本 征 值 为 eil， 
Chz, ,Chas 

(4) (ed)*=et, (ef)=e4, (et=e, (0e4)-1=e0-4 

(5) det (e4)=e''t; 

(6) 者 4 是 反对 称 的 ， 则 e* 是 正 交 的 ; 车 4 是 反 厄 米 的 ， 
则 e* 是 乏 正 的 ; 


(7) osBes= B+ [B, Al+a [LB, Al, Al+ es 


(8) e4e? 一 e0， 
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加 1 1 1 
C=A+B+ 514,B]+isl4, L481 13 L281B, All+ 。 


5.18 试 对 23.4 节 中 所 指出 的 李 群 与 其 李 代 数 的 关系 一 
一 作出 证 明 。 

5.19 ”作出 SU(n) 的 李 代 数 ， 证 明 其 复 扩充 为 SL(n) 

5.20 ”作出 SO(n) 的 李 人 代数， 证 明 其 复 扩充 为 SO(n,C) 
的 李 代 数 。 


5.21 证 明 | 7 一 二 7 AL2， 8 构成 SU(3) 的 


生成 元 

0 10 0 -7 0 
a 0 ,| ot 0 中 

0 0 0 0 00 

1 00 0 0 1TN 
lt ~1 | a 0 中 

0 00 10 01/ 

0 0 -i 0 0 0 
et 0 | a 0 | 

i 0 0 0 1 0 

0 0 0 1 0 0 
a 0 -il, elt 1 中 

0 了 0 0 0 -2 


计算 SV (3) 的 结构 常数 。 
5.22 写 出 SU(3) 的 无 穷 小 算 子 。 
5.23 平面 上 的 欧 儿 里 得 群 书 ,。， 通 过 变换 
2 一 cos Or-sin Oy+a 
2 Or+ceos Oy+b 
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将 平面 上 的 点 (x; y) 变 成 点 (7Z', y)。 
(1) 证 明 此 李 群 与 下 列 矩 阵 的 群 同 构 ; 
cos0 -sin@ a 
区 cos0 1 
0 0 1 . 

(2) 在 群 参数 ( 9 , a , 5 ) 下 计算 无 穷 小 生成 元 和 结构 常 
数 。. 

5.24 证 明 群 SO(4) 的 李 代 数 与 群 SO(3) xSO(3) 的 李 
代数 同 构 。 

5.25 三 维 空间 中 的 洛 仑 兹 群 SO(2, 1) 由 使 二 次 型 
Zi 十 2 一 好 不 变 且 行 列 式 为 1 的 变换 组 成 。 

(1) 求 SO(2, 1) 的 李 代数 so(2, 1); 

(2) 证 明 so(2, 1) 与 so(3) 具有 相同 的 复 扩充 。 

5.26 设 gl(n,C)、si(n,C》 和 olm,C) 分 别 为 群 GL(n， 
C), SL(n,C) 和 O(n,C) 的 李 代 数 , 试 证 明 ; si(n,C) 和 
oln,C) 都 是 gl(n,C) 的 子 代数 ; 而 且 si(n,C) 是 gil(n,C) 
的 理想 ,但 oln, C) 不 是 。 

5.27 计算 李 代 数 so(2, 1) 和 五 ， 的 李 代 数 的 度 规 张 量 ， 
用 嘉 当 准则 证 明 : so(2, 1) 是 半 单 的 ， 而 ,的 李 代 数 是 非 半 
单 的 。 

5.28 直接 证 明 李 代数 so(3) 和 so(2, 1) 都 是 单 的 。 

5.29 求 李 代数 so(2, 1) 的 根 与 标准 基 。 

5.30 证 明 ， 实 李 代 数 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 其 基 林 型 是 负 定 
的 ( 见 [13]、[15])。 

5.31 证 明 ; so(3) 是 紧 的 ; so(2,1) 和 EE, 的 李 代 数 是 
非 紧 的 。 

5.32 设 半 单 李 代数 的 规范 化 的 标准 基 为 {Hi,E 
i 二 1,2,…,l1; 4E3]， 作 基 矢 变换 
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Hi=M-1H:, i=1.2..,1 
Us= (Ba E-o)/2, o€2. 
(Vo=vV 1B,+E.)/2,0€ED, 

新 基 的 所 有 实 系数 的 线性 组 合 构 成 乡 的 一 个 实 形 Y。。 试 证 明 
2 的 基 林 型 是 负 定 的， 从 而 2 是 紧 的 。.2Z* 称 为 乡 的 紧 实 
形 。 

5.33 ”证 明 ，so(m,C) 的 紧 实 形 是 so(n); sp(2n,C) 的 
紧 实 形 是 sp(2n). 

5.34 ”作出 下 列 李 代数 的 标准 基 的 对 易 式 ; 

(1) B2; (2) C3 (3) Go 

5.35 作出 各 个 单 李 代数 的 单纯 根系 。 

5.36 ”对 各 个 单 李 代数 计算 其 单纯 根 的 长 度 和 夹 角 ， 并 据 
此 作出 邓 金 图 。 

5.37 利用 根 的 性 质证 明 , 任意 单 李 代 数 都 不 会 有 如 
0 一 O 2 所 示 的 邓 金 图 。 

5.38 试 由 CG: 的 邓 金 图 出 发 ， 利 用 根 的 性 质 推 出 Gs 的 全 
部 非 零 根 。 

5.39 在 普通 三 维 空间 多。 中 定义 李 乘积 [Xx,y]=Xxy 
{矢量 外 积 ) ， 

(1) 验证 [zw,29] 满 足 李 乘 积 应 具 备 的 三 个 性 质 ， 从 而 使 
Bs 成 为 一 个 三 维 李 代数 狐 ,; 

(2) 在 常用 基 下 写 出 .”， 的 结构 常数 ; 

(3) 证 明 多 。 兰 yo(3)3 

(4) 作出 多 的 伴随 表示 的 矩阵 。 

5.40 设 p 是 由 李 代 数 乡 到 另 一 李 代 数 的 一 个 同 态 映射 ， 
乡 中 被 p 上 映 为 零 的 元 的 全 体 称 为 p 的 核 。 证 明 ，p 的 核 是 之 的 
理想 。 

5.41 证 明 ， 若 李 代数 2 为 若干 个 子 代 数 的 直 和 ， 则 其 中 
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的 每 个 子 代数 都 是 的 理想 。 

5.42 证 明 半 单 李 代 数 的 伴随 表示 是 忠实 的 〈 同 构 ) 。 

5.43 ”证 明 每 个 半 单 李 代 数 同 构 于 一 个 矩阵 李 代 数 〈 线 性 
李 代 数 ) 。 

5.44 证 明 单 李 代 数 的 伴随 表示 是 不 可 约 的 。 

5.45 设 {P(v), vE 2} 为 本 代数 之 的 伴随 表示 ， 试 证 明 
2 的 基 林 型 可 写 为 (5,) 二 tr[P(v)P(1)]。 

5.46 证 明 典 型 李 代 数 4, 的 外 尔 群 为 {7 ,SSp,SnS。， 
98，9.9p9。]， 辐 构 于 点 群 Cao。 

5.47 “作出 典型 李 代 数 B, 的 外 尔 群 。 

5.48 试 证 明 25.3 节 的 例 中 关于 BCe 和 Di 的 权 的 论断 。 

5.49 利用 25.4 池 的 定理 3 和 习题 5.36 的 结果 ， 计 算 五 
个 例外 李 代数 的 不 可 约 表 示 的 首 权 ， 要 求 用 李 代数 的 单纯 根系 
来 表示 。 

5.50” 写 出 下 列 不 可 约 表 示 的 首 权 (要 求 用 所 属 李 代数 的 
单纯 根系 表示 》: 


3 5 
(1) oc 一 -一 O 
1 2 
2 1 
(2) O -oO 一 
1 2 3 
8 2 
(3) @  -®@ 0 
1 2 3 
1 
© 
4 1 /4 
(4) oO O - 
1 2 
Ns 
、 O 
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5 3 
(5) @====0 
1 2 
2 1 3 
(6) 0——0——@——® 
1 2 8 4 
1 1 2 
(7) o0——0o——-0—-0——0O 
i 2 8 条 5 
2 
oO 


6 
5.51 写 出 每 个 单 李 代数 的 伴随 表示 的 首 权 ， 并 指出 与 伴 
随 表示 等 价 的 初等 表示 。 
5.52 利用 上 题 的 结果 ， 


(1) 写 出 不 可 约 表示 @ 
示 ) ; 
(2) 作出 这 个 表示 的 撼 阵 〔 只 写 出 G: 的 三 个 基 矢 五 ，， 
Ea 和 Eas 所 对 应 的 矩阵 ) ; 
(3) 证 明 这 个 表示 给 出 了 一 个 与 Gs 同 构 的 矩阵 李 代数 。 
5.53 ”用 逐次 求 权 法 计算 下 列 不 可 约 表示 的 权 的 完全 集 : 


5 的 所 有 权 (用 单纯 根系 表 


1 1 
(1) 0——0o 
1 
(2) @====®@ 
试 确定 各 个 权 的 重 数 。 


5.54 试 将 下 列 直 积 表示 约 化 
(1) 5—o 的 5 一。 
2 


1 
(2) 0——0o 人 co 一 一 o 


1 1 
(3) 0=—=0 0 ee 一 o 
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5.55 试 写 出 s1(3) 的 表示 0 一 -0 作为 子 代数 s1(2) 
的 表示 时 的 权 。 
5,56 试用 上 题 的 结果 将 SU (3) 的 不 可 约 表示 8 作为 子 
群 SU (2) (在 习题 5.12 的 意义 下 ) 的 表示 加 以 约 化 。 
5.57 试 写 出 s1(3) 的 规范 化 的 标准 基 (SL(3) 的 生成 
元 ) ， 再 通过 习题 5.32 中 的 变换 作出 su(3) 的 基 (SU (3) 的 
生成 元 ) ， 并 将 结 果 与 习题 5.21 中 给 出 的 SU(3) 生成 元 进 
5.58 对 习题 5.21 中 给 出 的 生成 元 引入 实 参数 (6: 9。，… 
bs) ， 可 将 SU(3) 的 元 写 为 ; 
立 Tabs -也 3 76 
和 (90200)=e =e 
共 入 类 的 代表 元 可 取 为 ， 
本 
T(0,0,0,,0,0,0,0,08)=e 


=~pgi(Hig: + Haps + Hspa) 


Pi= -08/2— Oa/2 3 ,P= 03/2-00 12/ 3 , ps=08// 3 


试 证 明 ， 


元 为 : 


i 3 
一 全 了 AD 
T(0;,0,,03,0,.…,0)=e DR AD 


_ 而且 (999,) 苑 是 SU(2) 的 转动 矢量 参数 ai 
(2) 当 SU(3) 的 元 取 为 实 矩阵 时 得 出 子 群 SO(3)， 这 个 


SO(3) 的 元 为 了 (0,9:,0,0,9s;0，9，，0) 一 ella+ Tbo+1r0 一 


err 21aca+21as ， 而 (0091) 一 (2cs -2aa)2ai);(aiy 


(1) SU(3) 的 子 群 SU (2) (在 习题 5,12 的 意义 下 ) 的 


pe 
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aoj)=w 是 SO(3) 的 转动 矢量 参数 ; 
(3) SO(3) 的 元 T(0,2a,0,…,0) =ezpa 属于 SU(3) 


的 以 TC0,0,20， 0,…,0) 二 e- 训 49 二 eiUH1 -Ha)e 为 代表 元 的 

5.59 ”利用 上 题 的 结果 ， 用 特征 标 方法 将 SU (3) 的 不 可 
约 表示 8 作为 以 下 子 群 的 表示 加 以 约 化 : 

(1) SU (2)， 将 结果 与 习题 5.56 对 照 ; (2) SO(3). 

5.60 对 五 个 例外 李 代 数 计算 其 正 根 之 和 之 半 5 。 

5.61 对 五 个 例外 李 代 数 推导 其 不 可 约 表示 维 数 的 公式 
(用 首 权 表示 ) 。 

5.62 对 五 个 例外 李 代 数 导 出 其 卡 塞 米 尔 算 子 的 本 征 值 公 
式 ( 胡 为 首 权 的 函数 ) 。 

5.63” 写 出 单 李 代数 B, 、C, 和 Gs 的 不 可 约 表示 维 数 公 
式 : 

(1) 用 首 权 表示 ; 

(2) 用 数组 (kl ，k,) 表示 。 

5.64 以 SO(3) 表示 SO(4) 的 一 个 在 习题 5.12 的 意义 
下 的 子 群 ， 试 作出 分 支 律 : SO(4) 一 ->SO(3)。 再 找 出 SO(4) 
的 另外 两 个 与 SO(3) 同 构 的 子 群 ， 并 分 别 作出 SO0(4) 对 这 两 
个 子 群 的 分 支 律 。 

第 六 章 

6.1 对 具有 下 列 点 对 称 性 的 晶体 , 计算 其 2 阶 对 称 张 量 的 
独立 分 量 的 个 数 ， 并 用 独立 分 量 将 其 余 分 量 表 出 ， 

(1) On (2) Cav (3) os (4) Cono 


6.2 计算 分 子 (CsHs);F。( 见 习题 1.6 之 (4)) 的 转动 企 
量 的 独立 分 量 的 个 数 (任意 坐标 系 ) ; 在 惯量 主轴 坐标 系 中 其 
分 量 有 几 个 不 同 数值 
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6.3 求 出 COs 分子 (有 线 型 结构 ) 的 振动 模式 及 谐振 频 
率 的 简 并 度 。 

6.4 分 子 SF。 具 有 0s 对 称 性 , 试 计算 它 的 振动 模式 的 数 
目 ， 将 振动 模式 按 对 称 性 分 类 ， 计 算 谐振 频率 的 简 并 度 。 

6.5 各 向 同性 的 三 维 谐振 子 的 哈密 顿 算 子 可 写 为 


=io > Ge +3), 
i=1 2 


其 中 8;= (2mj@) 712 (pi- NM Imor), at= (2mf@) 1*? 
(bf ;十 MM 1mwxi)。 试 证 : 
(1) 算 子 4; 和 好 满足 对 易 关 系 
[1,61]=0;;, [6,,60,)=[&7,6}]=0 
(2) 16 一 9; 的 本 征 值 谱 为 非 负 整 数 ，{6i61,64262, 84303} 
是 一 个 完整 力学 量 组 (不 计 自 旋 自 由 度 ) ; 
(3) &; 和 6+ 的 作用 分 别 是 使 1 的 量子 数 减 1 和 加 1。 


C4) 户 的 本 征 值 为 忆 i= (n+ 针 ]i@ Cn 一 由 十 由 十 m， n= 


0,1,2,…) ， 简 并 度 是 (nn 十 (n+2)/2。 

6.6 利用 上 题 的 结果 证 明 : 

(1) 九 个 算 子 {8164y; 77 =1.2.3} 张 成 一 个 九 维 李 代数 ， 
它 与 及 可 易 ， 其 基 可 取 为 以 下 九 个 厄 米 算 子 : 


A0 二 Qi 十 G3fz+ 6d63 一 册 十 及 s 十 fs 


人 八 

Ai=616,+aia, hs= -i(at0, — G46) 

八 八 

]3 一 0f6 一 Qa ’ 1 一 663 十 0 

AAA 八 

1s 二 —i(at0s — at01), Ae=aiA, + Ad 

入 。 + + 人 入 1 > ; 
hi1= -26263- 630s)， 和 一 了 (6d6i+lz62-2030s ) 


3 


(2) {1，%，… 28 与 习题 5.21 中 的 {711,71,…,14) 满 


3 
户 、 
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是 同样 的 对 易 关 系 ， 因 而 〈 乘 以 后 ) 是 ”UV (3) 的 生成 元 ; 


而 坟 o 是 U (1) 的 生成 元 ; (六 7， 访 ] 是 L7(m) 的 生成 元 5 

(3) 且 的 本 征 子 空间 在 {41&j: i,7 二 1,2,…,3} 下 不 可 约 ， 
进而 证 明 它 在 {和 ,和 %。，… ,和 6) 下 也 不 可 约 ; 

(4) SU (3) 是 三 维 谐振 子 的 完全 对 称 群 。 

6.7 证 明 SU(3) 的 卡 塞 米尔 算 子 可 写 为 : 

~、 8 入 
0= 二 学 和 一 二 4(4 二 3)， 色 二 衣 1 十 充 十 色 3o 

6.8 证 明 ; 二 维 谐振 子 的 完全 对 称 群 为 SU (2)。 

6.9 在 下 列 分 子 按 其 点 群 分 类 的 电子 能 态 当 中 , 哪些 存在 
附加 药 时 间 反 演 简 并 : 

(1) 五 2:O; (2) BCl,; (3) UOsFss 

(4) (CsHs)eFe (以 上 见习 题 1.6); 

(5) SFe。( 见 习题 6.4)。 

6.10 原子 中 的 电子 体系 ,其 空间 方面 的 对 称 群 是 0(3)= 
SO(3) xCi， 试 说 明 为 什么 在 单 电子 的 情形 只 有 表示 万 (0 人) 
D0，DD21.…， 才 能 在 电子 态 的 分 类 中 出 现 ， 而 在 多 电子 
的 情形 0(3) 的 所 有 表示 都 能 出 现 。 

6.11 试 讨论 原子 能 级 在 共有 下 列 对 称 性 的 微 扰 场 中 的 分 
裂 ， 并 就 单 电 子 情形 对 前 儿 个 能 级 作出 具体 结果 ， 

(1) De (2) Dsa; (3) T,. 

6.12 证 明 (33.7) 定义 了 群 G 的 一 个 新 的 表示 ; 试 由 此 
导出 G ( 当 G 为 李 群 时 ) 的 李 代 数 的 一 个 表示 。 

6.13 将 坐标 = (2,g,2) 和 角 动量 上 = (Zs,f,L,) 组 
合成 下 列 点 群 的 不 可 约 张 量 算 子 ，: | 

(1) Dess (2) Cy; (3) Ta (4) 0,. 

6.14 如 何 由 SO(3) 的 两 个 不 可 约 张 量 算 子 构成 一 个 标 
量 算 子 ? 
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6.15 试 将 电子 的 电 四 极 和 矩 组 合成 点 群 D4s 的 不 可 约 张 
量 算 子 。 
6.16 求 在 DC 分 类 基 之 间 的 电 四 极 跃迁 的 选择 定 
则 。 
6.17 求 在 上 题 的 分 类 基 之 间 的 电 偶 极 跃迁 与 磁 偶 极 跃 迁 
的 选择 定 则 。 
6.18 作出 下 列 点 群 的 C 一 一 G@ 系数 ， 
(1) Cavs (2) Cavs (3) Ds. 
第 七 章 
7.1 作出 ss 的 所 有 不 可 约 表 示 的 杨 台 及 标准 盘 。 
7.2 写 出 全 [4]==[41,4,…,4s] 的 任意 盘 的 水 平 置换 群 
的 阶 与 垂直 置换 群 的 阶 。 
7.3 ”证明 Ss 中 的 每 一 个 类 都 只 含 偶 置换 或 只 含 奇 置换 。 
7.4 用 两 种 不 同 的 方法 作出 5 的 单纯 特征 标的 完整 表 ， 
并 将 结果 与 点 群 O 的 特征 祭 表 对 照 。 
7.5 试 计算 下 列 置 换 群 的 不 可 约 表示 的 维 数 ， 
(1) [621; (2) [521]s (3) [422]8 (4) [332]; 
(5) [621]; (6) [532] (7) [441]s (8) [432]. 
7.6 计算 上 题 中 的 各 个 不 可 约 表 示 的 特征 标 在 由 对 换 构成 
的 类 上 的 值 。 
7.7 试用 递 推 公式 计算 下 列 特 征 标 值 ， 
(1). [422] 在 代表 元 (12)(345)(678) 处 ， 
(2) [432] 在 代表 元 (12)(34)(56)(789) 处 ; 
(3) [53?] 在 代表 元 (123)(456)(7891011) 处 。 
7.8 用 分 支 律 将 ye 的 表示 [3? ] 按 子 群 链 .96 二 Sr 一 9 二 
3 二。 约 化 。 
7.9 作出 5, 的 各 个 不 可 约 表 示 的 标准 矩阵 。 
7.10 ”作出 Ss 的 各 个 不 可 约 表示 的 标准 矩阵 。 


EN 
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7.11 写 出 标准 基 |(3542321211)》 和 |(2113123121)》 的 对 
偶 基 ， 试 用 标准 盘 来 表示 这 些 标准 基 。 

7.12 当 [4]==[32] 时 ， 有 具体 写 出 (37.48) 式 和 (37.49) 

7.13 试 将 下 列 外 积 表 示 约 化 : 

(1) 2@L2 (2) [Orlll (3) [HG@O[3]; 

(4) [22] ©[21]。 

7.14 试 证 明 ;， [4]@[4]==[4@I[%]。 

7.15 在 39.2 节 的 例 2 中， 是 用 Ss 的 由 标准 矩阵 作出 的 
投影 算 子 将 三 电子 自 旋 函 数 的 张 量 积 空 间 约 化 的 ， 因 而 得 出 的 
3 不 可 约 基 是 标准 基 。 试 应 用 (39.50) 式 和 杨 算 子 重新 按 
SU (2) 约 化 这 个 张 量 积 空间 ， 并 将 所 得 的 不 可 约 基 与 例 2 的 
结果 对 照 。 

7.16 分 别 用 杨 台 和 首 权 标 出 下 列 不 可 约 表示 ; 


1 1 3 5 2 
(1) o O, 0O O, 0O O, 0O O 
| 1 1 
(2) © oO 一 -一 0 ，o 一 一 〇 O ， 
2 1 3 -8 
DO O OO o 一 一 oO 
3 2 2 
(3) oo 一 一 0 一 一 O oo ，o 一 一 0 一 一 0- 一 一 ， 
3 1 5 
0———0——0—0O 


7.17 用 公式 (39.73) 计算 上 题 中 的 各 不 可 约 表示 的 维 

数 。 
7.18 试 作出 习题 7.16 中 的 各 个 不 可 约 表示 的 复 共 斩 表 

示 的 杨 台 和 角 图 。 

7,19 试用 标记 (8) = {hi ,ks pa 写 出 群 SU (n) 的 
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两 个 不 可 约 乏 正 表示 互 为 复 共 蜀 的 充 要 条 件 。 
7.20 怎样 由 SU (n) 的 不 可 约 表示 的 角 图 直接 判断 : 某 
个 表示 是 自 偶 的 ， 某 对 表示 是 互 偶 的 。 
7.21 证 明 : 
ki hk2 ki 
(1) SU(4) 的 表示 oo 一 一 0 一 一 0 的 二 次 直 需 中 包含 单 
位 表示 ; 
k 天 
(2) SU(3) 的 直 积 表示 0 一 一 08o 


o 中 包含 单位 表 
示 。 
7.22 试 将 下 列 直 积 表示 约 化 ， 
os loo, 
2 1 1 
(2) 0——0%@0——0o; 
1 8 
2 1 1 
(4) o O- O Oo O O Oo 
7.23 试 作出 下 列 各 群 的 以 杨 台 | 一 一 为 标记 的 不 可 
约 表 示 的 角 图 ， 
(1) SU(3)， (2) SU(4), (3) SU(5)。 ，， 


7.24 应 用 SO(3) 和 SU(3) 的 特征 标 公式 以 及 习题 5.58 

的 结论 ， 重 新 计算 40.3 节 的 例 1 中 得 出 的 SU(3) 一 >SO(3) 

的 分 支 律 ， 并 增 算 [22] 的 工 结构 。 < 
7.25 证 明 (参看 习题 6:5 和 6.6)， ~ 
(1) 三 维 谐振 子 的 总 量子 数 为 n 的 能 量 本 征 子 空间 所 荷载 

葛 SU(3) 的 不 可 约 表 示 的 权 为 ， 


{11 ,ns 73): nit+na+ns—=n} 


\i 
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(提示 ; 嘉 当 子 代数 的 ,=at0i, HB, 一 6036? ， 新: 一 036s ) 


(2) 上 面 的 不 可 约 表示 为 0 一 0 

7.26 利用 上 题 的 结果 和 SU(3) 的 特征 标 公 式 证 明 : 三 
维 谐振 子 属于 能 级 巨 , 的 定 态 的 角 量 子 数 为 上 ==0,1,2,…,n。 

7.27 在 粒 数 表 象 中 处 理 原子 的 j-i 辜 合 的 组 态 17，65+ 和 
Gm 分 表 量 子 数 为 (im) 的 电子 的 产生 算 符 和 消灭 算 符 。 试 证 明 ， 

(1 【并 mo 一 的 on 一 于， 的 ，0， 的 0 的 nr nOm' me 
Mm, mm 二 一 了 ,一 了 十 1,… ,了 } 形成 李 代 数 DB) 的 标准 基 , 从 而 
生成 李 群 9O(47 十 3); 

(2) 7 党 层 的 所 有 组 态 (六 ， 记 74) 所 张 成 的 22111 维 
为 空间 是 SOC(47+3) 的 不 可 约 表示 空间 ， 这 个 表示 的 权 


(二 于 ,二 二 ,二 了 首 权 为 (于 ,去 ，… 十) 其 角 图 为 ， 


1 
0 一 -一 0 0 一 一 0 一 一 


7.28 证 明 ， 
(1) 从 上 题 的 生成 元 算 子 的 集合 中 去 掉 (47 十 2) 个 算 子 


“47%、4m， 则 其 余 的 算 子 形成 子 代数 Dsj41 的 标准 基 ， 从 而 生成 


李 群 SO(47+2)。 

《2) 了 壳 层 的 所 有 组 态 张 成 的 空间 在 SO(47 +2) 下 是 可 
约 的 , 两 个 不 可 约 子 空间 分 别 由 /一 奇数 的 全 部 组 态 和 1 一 偶数 
的 全 部 组 态 张 成 。 


(3) 第 一 个 不 可 约 表示 的 首 权 为 ( 讨 , 地,…, 二 ,~ 十) 第 


二 个 不 可 约 表示 的 首 权 为 (一, 汪 ，…, 汪 :这 两 个 表示 的 角 图 


分 别 为 : ® 
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7.31 在 习题 7.29 中 ， 将 /7 壹 层 的 组 态 空 间 的 简 并 群 
SU(27+1T) 的 生成 元 取 为 4 的 标准 基 { 背 。axrbm ( 略 去 了 
给 定 的 下 标 了 ) ， 现 由 标准 基 变 到 一 组 非 标准 基 ; 
2)= DD (~ DTT™ (jmjm’'lhg)atam 


k=0,1,2,.",21; g= ~hk,~R+1,",kh 

斌 证明， 

(1) (29%2:， g 二 一 上 一 kh 十 1，…,k} 是 SO(3) 的 中 不 可 
约 张 量 算 子 ， 

(2) {2 ; 二 0,1,…;213 9 二 一 忆 , 一 十 1,…,k] 满足 对 
易 关 系 (40.71)。 

第 八 章 

8.1 证 明 布 里 渊 区 的 体积 正比 于 晶体 点 阵 的 格 点 密度 。 

8.2 试 写 出 由 DD 的 2 维 不 可 约 表 示 所 诱导 出 的 点 群 O 的 
表示 。 

8.3 ”用 空间 妊 的 符号 《两 种 ) 写 出 O 和 已 生子.2 ) 的 各 个 
波 矢 群 。 

8.4 求 O05 在 布 里 渊 区 的 TT 点 的 不 可 约 表示 。 

8.5 求 O03 在 布 里 渊 区 的 RR 点 的 波 舌 群 的 单纯 特征 标 表 。 


8.6 设 yr'(?) =e 人 -及 :ry,(r)， 试 证 明 ，yr 是 kk 处 ， 


的 布 洛 赫 函 数 ， 当 且 仅 当 加 是 天 处 的 波 洛 赫 函 数 ， 

8.7 设 g=(gl#)，ys 为 点 的 布 洛 赫 函数 .证 明 6yx 为 
Qk 点 的 布 洛 赫 函 数 。 - 

8.8 试 证 明天 点 上 的 布 少 圭 函数 的 集合 张 成 -个 线 性 空 
间 4， 而 在 波 矢 群 G(k) 下 不 变 。 

8.9 求 简单 立方 点 阵 的 电子 能 态 在 布 里 渊 区 上 的 相 容 性 
条 件 ， 


天 品 


“种 9 


7,29 从 SO(47+2) 的 生成 元 中 再 去 掉 ibm 、babom/ 
(mm', 777 111 一 一 7， 一 7 十 1， “gy 7 )， 并 令 万 。 一 一 t+6m 一 


1 i 四 sn 
27 +41 nm (重新 定义 六 m) 。 试 证 明 ， 

(1) {Bn Atam’'s mm, mm 二 一 了 ,一 了 +1,…,7) 形 成 
子 代 数 4,; 的 标准 基 ， 从 而 生成 李 群 SU (27+1) 。 

(2) 7 壳 层 的 每 个 组 态 1/ 张 成 SU (27 十 1) 的 一 个 不 可 约 表 
示 空 间 ， 这 个 表示 的 首 权 为 ; 


CE ER EE 
27+1’” 271+1 ” 27+1’” 27+1 ’ 2j+1 
i ~ 
f 个 (27 二 1- 了) 个 
其 角 图 为 ， 
1 
OO 一.O 口 一 -0 一 -一 人 〇 eeioees O 
i 2 f-1 f f+1 27 


7.30 在 粒子 数 表象 中 ， 用 产生 算 符 好 和 消 灭 算 符 om 
(7 ，m 为 单 粒子 总 角 动 量 量子 数 ) 表 出 电子 体系 的 总 角 动 量 
算 符 了 ,并 利用 a 算 符 的 基本 对 易 式 证 明 {4}ms m==-j,-j 十 1， 
…, 让 是 SO(3) 的 D4 不 可 约 张 量 算 子 ， 即 有 ， 
[jaatm] =matn 
| 3 


而 立 ajapm 则 是 SO(3) 的 标量 算 子 。 
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(1) 从 点 并 到 轴 4、4、 克 ， 

(2) 从 点 X 到 4、Z、S; 

(3) 从 点 M 到 之 、Z 、 了 。 

8.10 求 简 单 立 方 点 阵 的 沿 布 里 渊 区 的 4 轴 的 自由 电子 能 
带 ， 作 出 能 带 图 和 对 称 性 标记 。 

8.11 求 体 心 立方 点 阵 的 沿 布 里 渊 区 的 4 轴 的 自由 电子 能 
带 ， 作 出 能 带 图 和 对 称 性 标记 。 

8.12 什么 样 的 点 群 才 能 成 为 〈 同 构 于 ) 其 双 群 的 子 群 ? 
试 举 出 一 个 这 样 的 点 群 。 

8.13 计算 下 列 双 群 的 附加 特征 标 ， 

(1) Ss (2) Dsss (3) TT. 

8.14 试 作 出 分 子 点 群 D。; 的 双 群 , 计算 其 附加 特征 标 。 

8.15 证明 空间 群 的 操作 (glv(a) +m) 中 的 非 基本 平移 
矢量 v(a) 具有 下 列 性 质 : 

(1) v(apb)=v(0) + ov(p) +n; 

(2) (0) = -ov(o)+n; 

(3) (aba!)=v(a)- apo-iv(a) + av(b) +n. 

8.16 试用 5 函数 作出 一 个 具有 Oi 对称 性 的 点 源 型 晶 
场 的 势 国 数 。 

8.17 用 上 题 中 的 势 函数 〈 取 较 简单 的 特 殊 情 形 ) 计算 
44.3 节 中 的 能 级 Er 的 微 扰 分 裂 值 。 

8.18 讨论 总 角 动 量 /为 半 奇 数 且 具有 偶 宇 称 的 原子 能 级 
在 具有 下 列 对 称 性 的 微 扰 场 下 的 分 裂 ， 

(1) Dss (2) Cao (3) O; (4) O,。 

8.19 对 总 角 动 量 7 为 半 奇 数 且 具有 奇 宇 称 的 原子 能 级 重 
复 上 题 的 讨论 。 

8.20 证 明 ， 

(1) 车 波 舌 点 群 Go(k) 在 点 群 G6 中 的 左 陪 集 的 代表 元 为 


a 
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{Bi, Pi, :spBr) , 则 [CD (Balv(B2)), *, (Brlv(B,))) 
为 波 矢 群 G(K) 在 空间 群 G (其 点 群 是 Co) 中 的 左 陪 集 的 代 
表 元 。 

(2) 车 有 yk= -无 + 天 ,天 为 波 矢 空间 中 的 倒 格 矢 ， 则 
)2EGCo(1)。 

(3) (alv(o) +n)= (en+an) (olv(a))?. 

(4) 对 给 定 的 波 和 余天， 可 将 求 和 号 之 / 号 为 

ceCopc 16 
(BiaBk=-k+K) 
[N (GO/N (Go RK))]: 之 ,其 中 {Bj} 表 {pi,pBi,…,pPr)， 
ak) 

假定 被 求 和 的 项 只 与 (6-1aB) 有 关 。 

8.21 利用 公式 (42.14)、(43.101) 和 上 题 结果 证 明 , 空 
间 群 的 单纯 特征 标 X%” 的 Wigner 和 为 ， 
DX gLNGG)/NCGGR))]: BE etl? tr 0)] 
9EG yEGo 

(yh=-h+K) 

“X"( ge) 
其 中 bD(y) 是 空间 操作 (J 中 的 非 基 本 平移 矢量 ，Y2) 是 
Gu(8) 的 覆盖 群 Ge 的 单纯 特征 标 ，9?2 是 Gs 的 元 ( 见 43.3 
节 ) 。 

8.22 利用 上 题 的 结果 作出 相应 的 判 据 ， 讨 论 晶 体能 带 的 
时 间 反 演 简 并 性 。 | 


[General | nfornati on] 


S91] 导 1180005 
DI = 


SU 


9 


SU 


oe 


Cartan 


Dynki n 


SU 


3, 1 


Lp 


kart 


Sn 


36. ]0 Sn 


Li tt| evood 


39. 3 SU 


39. 40 SU 


jj 


Brillouin 


